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Ïåðåäìîâà

Ìåòîäè÷íi ðåêîìåíäàöi¨ óêëàäåíî íà ïiäñòàâi äîñâiäó âèêëàäàí-

íÿ êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà âèùî¨ ìàòåìàòèêè äëÿ ñòóäåíòiâ

ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ òà òåõíi÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé.

Ìàòåðiàë ðåêîìåíäàöié îõîïëþ¹ ïîíÿòòÿ êðèâîëiíiéíèõ iíòåãðàëiâ ïåð-

øîãî i äðóãîãî ðîäó òà ìåòîäiâ ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ, âëàñòèâîñòi òà çàñòîñóâàííÿ

êðàòíèõ iíòåãðàëiâ, âëàñòèâîñòi òà çàñòîñóâàííÿ ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ, à

òàêîæ çàñòîñóâàííÿ îñíîâíèõ iíòåãðàëüíèõ ôîðìóë òà åëåìåíòiâ òåîði¨ ïîëÿ.

Âèêëàäåíèé ìàòåðiàë ñòðóêòóðíî ïîäiëåíèé íà ïiäðîçäiëè, â ÿêèõ ïîäàíi

25 âàðiàíòiâ iíäèâiäóàëüíèõ ïðèêëàäiâ ïî êîæíîìó çàâäàííþ, à òàêîæ íàâå-

äåíi çðàçêè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàâäàíü. Òàêà ñõåìà ïîäàíîãî ìàòåðiàëó îñîáëèâî

çðó÷íà äëÿ ÷èòàííÿ äèñöèïëiíè äëÿ ñòóäåíòiâ çàî÷íî¨ ôîðìè íàâ÷àííÿ, âðà-

õîâóþ÷è îáìåæåíó êiëüêiñòü ãîäèí àóäèòîðíèõ çàíÿòü.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî äëÿ äîñêîíàëîãî âèâ÷åííÿ ìàòåðiàëó ïåðåä òèì, ÿê ïî-

÷èíàòè ðîçâ'ÿçóâàòè âïðàâè, íåîáõiäíî äîáðå çàñâî¨òè òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë

ç êîæíî¨ òåìè. Äëÿ öüîãî ðàäèìî ñòóäåíòàì îïðàöþâàòè ëiòåðàòóðó, ïîäàíó

âêiíöi ìåòîäè÷íèõ ðåêîìåíäàöié (äèâ. [1]-[9]). Ïiñëÿ öüîãî, ïðîàíàëiçóâàâøè

çðàçêè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàâäàíü, ìîæíà âèêîíóâàòè iíäèâiäóàëüíi âïðàâè.



Iíäèâiäóàëüíi çàâäàííÿ äî ðîçäiëó I

1. Îá÷èñëèòè êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë âiä òî÷êè A äî òî÷êè B âçäîâæ

ïðÿìî¨ (L), ùî ¨õ ç'¹äíó¹:

1)

∫
(L)

xydl, A(−1;−1), B(1; 1); 2)

∫
(L)

x
√
ydl, A(0; 0), B(4; 2);

3)

∫
(L)

xy2dl, A(0; 1), B(2; 2); 4)

∫
(L)

dl

2x− y
, A(0;−2), B(4; 0);

5)

∫
(L)

dl√
x2 + y2

, A(1; 2), B(2; 4); 6)

∫
(L)

dl√
x2 + y2 + 4

, A(0; 0), B(1; 2);

7)

∫
(L)

(x2 − y)dl, A(0; 0), B(1; 2); 8)

∫
(L)

x

x+ y
dl, A(2;−4), B(0;−3);

9)

∫
(L)

(x2 + y2)dl, A(3; 2), B(4; 4); 10)

∫
(L)

y2dl, A(−1; 3), B(−2; 4);

11)

∫
(L)

x

x− y
dl, A(2;−1), B(4; 0); 12)

∫
(L)

1
√
y
dl, A(1; 1), B(3; 2);

13)

∫
(L)

2x

3x+ y
dl, A(2;−4), B(0;−3); 14)

∫
(L)

(x− y2)dl, A(0; 0), B(4; 3);

15)

∫
(L)

√
ydl, A(2; 0), B(4; 2); 16)

∫
(L)

dl√
x− y

, A(0;−2), B(4; 0);

17)

∫
(L)

(x+ y)dl, A(0; 1), B(2; 3); 18)

∫
(L)

(
√
x+
√
y)dl, A(1; 1), B(2; 0);
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19)

∫
(L)

dl

x+ y2
, A(1;−3), B(1;−1); 20)

∫
(L)

√
x+ ydl, A(2; 4), B(0; 1);

21)

∫
(L)

y√
x
dl, A(2; 3), B(8; 1); 22)

∫
(L)

(x2 − y2)dl, A(2; 0), B(4; 2);

23)

∫
(L)

dl√
x+ y

, A(1; 0), B(4; 3); 24)

∫
(L)

(x− y)dl, A(0; 0), B(4; 3);

25)

∫
(L)

√
x− ydl, A(0;−1), B(2;−5).

2. Îá÷èñëèòè êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë âçäîâæ äóãè (L) :

1)

∫
(L)

(2z −
√
x2 + y2)dl, äå (L) � äóãà êðèâî¨ x = cos t, y = t sin t,

z = t, (0 6 t 6 2π);

2)

∫
(L)

(x2 + y2)
4
dl, äå (L) � êîëî x2 + y2 = a2;

3)

∫
(L)

dl

x− z
, äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ z =

1

x
−2, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè A(0;−2)

òà B(4; 0);

4)

∫
(L)

(x− y)dl, äå (L) � êîëî
(
x− a

2

)2

+ y2 =
a2

4
;

5)

∫
(L)

√
y2 + x2dl, äå (L) � êîëî y2 + x2 = ay, (a > 0);

6)

∫
(L)

xdl, äå (L) � äóãà ïàðàáîëè y = x2 âiä òî÷êè A(2; 4) äî òî÷êè B(1; 1);

7)

∫
(L)

xydl, äå (L) � ÷âåðòü åëiïñà
x2

a2
+
y2

b2
= 1, ùî ìiñòèòüñÿ â ïåðøîìó

êâàäðàíòi;

8)

∫
(L)

x2dl, äå (L) � âåðõíÿ ïîëîâèíà êîëà x2 +y2 = a2 ìiæ òî÷êàìè A(a; 0)

òà B(−a; 0);

9)

∫
(L)

(x
4
3 + x

4
3 )dl, äå (L) � äóãà àñòðî¨äè x

2
3 + y

2
3 = a

2
3 ;

10)

∫
(L)

( 3
√
x− 3

√
y)dl, äå (L) � äóãà àñòðî¨äè x = cos3 t, y = sin3 t;
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11)

∫
(L)

(x+ y)dl, äå (L) � êîíòóð òðèêóòíèêà ç âåðøèíàìè O(0; 0), A(1; 0),

B(0; 1);

12)

∫
(L)

√
x2 + y2dl, äå (L) � äóãà ïàðàìåòðè÷íî çàäàíî¨ êðèâî¨

x = a(cos t+ t sin t), y = a(sin t− t cos t), (0 6 t 6 2π);

13)

∫
(L)

|y|dl, äå (L) � äóãà ëåìíiñêàòè (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2);

14)

∫
(L)

(x2 + y2 + z2)dl, äå (L) � äóãà êðèâî¨ x = a cos t, y = a sin t, z = bt,

(0 6 t 6 2π);

15)

∫
(L)

xyzdl, äå (L) � ÷âåðòü êîëà x2 + y2 + z2 = R2, x2 + y2 =
R2

4
, ùî

ëåæèòü â ïåðøîìó îêòàíòi;

16)

∫
(L)

x
√
x2 − y2dl, äå (L) � ïîëîâèíà ëåìíiñêàòè (x2 +y2)2 = a2(x2−y2),

x > 0;

17)

∫
(L)

(x+ y)dl, äå (L) � ÷âåðòü êîëà x2 + y2 + z2 = R2, y = x, ùî ëåæèòü

â ïåðøîìó îêòàíòi;

18)

∫
(L)

dl

x2 + y2 + z2
, äå (L) � äóãà êðèâî¨ x = a cos t, y = a sin t, z = bt;

19)

∫
(L)

xydl, äå (L) � êîíòóð ïðÿìîêóòíèêà ç âåðøèíàìè O(0; 0), A(4; 0),

B(4; 2), C(0; 2);

20)

∫
(L)

ydl, äå (L) � äóãà ïàðàáîëè y2 = 2px, ùî âiäòèíà¹òüñÿ ïàðàáîëîþ

x2 = 2py;

21)

∫
(L)

(x+ y)dl, äå (L) � ïðàâà ïåëþñòêà ëåìíiñêàòè r2 = a2 cos 2ϕ;

22)

∫
(L)

√
2y2 + z2dl, äå (L) � êîëî x2 + y2 + z2 = a2, x = y;
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23)

∫
(L)

(x+ y)dl, äå (L) � äóãà êðèâî¨ x = t, y =
3t2√

2
, z = t3, (0 6 t 6 1);

24)

∫
(L)

√
x2 + y2dl, äå (L) � êîëî x2 + y2 = ax;

25)

∫
(L)

y2dl, äå (L) � ïåðøà àðêà öèêëî¨äè x = a(t− sin t), y = a(1−cos t).

3. Îá÷èñëèòè êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë âçäîâæ äóãè (L) :

1)

∫
(L)

y2 + 1

y
dx− x

y2
dy, äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ âiä òî÷êè A(1; 2) äî òî÷êè

B(2; 4);

2)

∫
(L)

(x+ y)dx− xdy, äå (L) � êðèâà y = x2 âiä òî÷êè A(−1; 1) äî òî÷êè

B(1; 1);

3)

∫
(L)

ydx + zdy + xdz, äå (L) � êðèâà x = a cos t, y = a sin t, z = bt,

0 6 t 6 2π;

4)

∫
(L)

(x + y)dx − (x − y)dy, äå (L) � ëàìàíà OAB, äå O(0; 0), A(2; 0),

B(4; 5);

5)

∫
(L)

(x2 − y)dx − (x − y2)dy, äå (L) � êðèâà x = 5 cos t, y = 5 sin t âiä

òî÷êè A(5; 0) äî òî÷êè B(0; 5);

6)

∫
(L)

(2a− y)dx− (a− y)dy, äå (L) � ïåðøà àðêà öèêëî¨äè x = a(t− sin t),

y = a(1− cos t);

7)

∫
(L)

x2dy − y2dx

x
5
3 + y

5
3

, äå (L) � êðèâà x = a cos3 t, y = a sin3 t, 0 6 t 6
π

2
;

8)

∫
(L)

(x2 + y)dx − (y2 + x)dy, äå (L) � ëàìàíà ABC, äå A(1; 2), B(1; 5),

C(3; 5);

9)

∫
(L)

ydx+ xdy, äå (L) � êðèâà x = R cos t, y = R sin t, 0 6 t 6
π

2
;
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10)

∫
(L)

(x2 + y2)dx− (x2− y2)dy, äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ âiä òî÷êè A(0; 2)

äî òî÷êè B(2; 0);

11)

∫
(L)

xdx−ydy+(x+y−1)dz, äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ âiä òî÷êè A(1; 1; 1)

äî òî÷êè B(2; 3; 4);

12)

∫
(L)

(x2−y2)dx, äå (L) � êðèâà y = x2 âiä òî÷êè O(0; 0) äî òî÷êè A(2; 4);

13)

∫
(L)

x

y
dx + xdy, äå (L) � êðèâà y = lnx âiä òî÷êè A(1; 0) äî òî÷êè

B(e; 1);

14)

∫
(L)

(x2 + y2)dy, äå (L) � êîíòóð ÷îòèðèêóòíèêà ABCD, äå A(0; 0),

B(2; 0), C(4; 4), D(0; 4);

15)

∫
(L)

(x2y − 3x)dx+ (y2x+ 2y)dy, äå (L) � êðèâà x = 3
√

3 cos t, y = 2 sin t

âiä òî÷êè A( 3
√

3; 0) äî òî÷êè B( 3
√
−3; 0);

16)

∫
(L)

(xy−x2)dx+xdy, äå (L) � êðèâà y = 2x2 âiä òî÷êè A(0; 0) äî òî÷êè

B(1; 2);

17)

∫
(L)

(x2−2x)dx+(y2−2xy)dy, äå (L) � êðèâà y = x2 âiä òî÷êè A(−1; 1)

äî òî÷êè B(1; 1);

18)

∫
(L)

ydx +
x

y
dy, äå (L) � êðèâà y = e−x âiä òî÷êè A(0; 1) äî òî÷êè

B(−1; e);

19)

∫
(L)

ydx− xdy
x2 + y2

, äå (L) � êîíòóð òðèêóòíèêà ABC, äå A(1; 0), B(1; 1),

C(0; 1);

20)

∫
(L)

y

2x
dx − xdy, äå (L) � êðèâà y = lnx âiä òî÷êè A(1; 0) äî òî÷êè

B(e2; 2);
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21)

∫
(L)

sin ydx+sinxdy, äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ âiä òî÷êè A(0; π) äî òî÷êè

B(π; 0);

22)

∫
(L)

(y2 − z2)dx + 2yzdy − x2dz, äå (L) � êðèâà x = t, y = t2, z = t3,

0 6 t 6 1;

23)

∫
(L)

−x cos ydx+ y sinxdy, äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ âiä òî÷êè A(0; 0) äî

òî÷êè B(π; 2π);

24)

∫
(L)

x cos ydx − y sinxdy, äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ âiä òî÷êè A(0; 0) äî

òî÷êè B(3; 6);

25)

∫
(L)

xdy, äå (L) � êîíòóð òðèêóòíèêà, óòâîðåíîãî îñÿìè êîîðäèíàò i

ïðÿìîþ
x

2
+
y

3
= 1.

4. Îá÷èñëèòè ðîáîòó ñèëîâîãî ïîëÿ ~F ç ïåðåìiùåííÿì ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè

âçäîâæ ëiíi¨ (L) âiä òî÷êè A äî òî÷êè B :

1) ~F = xey~i+ xy~j, äå (L) � êðèâà y = x2, A(0; 0), B(1; 1);

2) ~F = (x2 + 2y)~i+ (y2 + 2x)~j, äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ âiä òî÷êè A(−2; 0)

äî òî÷êè B(0; 1);

3) ~F = y~i+ (y − x)~j, äå (L) � êðèâà y = a− x2

a
, A(−a; 0), B(0; a);

4) ~F = y~i + lnx~j, äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ âiä òî÷êè A(2; 0) äî òî÷êè

B(3; 1);

5) ~F = (x2 +y2)~i+y2~j, äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ âiä òî÷êè A(2; 0) äî òî÷êè

B(0; 2);

6) ~F = (x2 + 2xy)~i+ (x2 + y2)~j, äå (L) � êðèâà y = x2, A(0; 0), B(1; 1);

7) ~F = x2y~i− xy2~j, äå (L) � êðèâà x2 + y2 = 4, A(2; 0), B(0; 2);

8) ~F = (x2− 2y)~i+ (y2− 2x)~j, äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ âiä òî÷êè A(−4; 0)

äî òî÷êè B(0; 2);

9) ~F = (x− y)~i+~j, äå (L) � êðèâà x2 + y2 = 4, A(2; 0), B(−2; 0);
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10) ~F = y~i+x~j+(x+y+z)~k, äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ âiä òî÷êè A(2; 3; 4)

äî òî÷êè B(3; 4; 5);

11) ~F = (xy − x)~i+
x2

2
~j, äå (L) � êðèâà y = 2

√
x, A(0; 0), B(1; 2);

12) ~F = (x+ y)~i+ (x− y)~j, äå (L) � êðèâà y = x2, A(−1; 1), B(1; 1);

13) ~F = y~i− x~j, äå (L) � êðèâà x2 + y2 = 1, A(1; 0), B(−1; 0);

14) ~F = (x2−2xy)~i+(y2−2xy)~j, äå (L) � êðèâà y = x2, A(−1; 1), B(1; 1);

15) ~F = (x2 + 2y)~i + (y2 + 2x)~j, äå (L) � êðèâà y = 2 − x2

8
, A(−4; 0),

B(0; 2);

16) ~F = xy~i+ (1− y)~j, äå (L) � êðèâà y = cosx, A(0; 1), B(π2 ; 0);

17) ~F = y2~i− x2~j, äå (L) � êðèâà x2 + y2 = 9, A(3; 0), B(0; 3);

18) ~F = xy~i, äå (L) � êðèâà y = sinx, A(π; 0), B(0; 0);

19) ~F = 2xy~i+ x~j, äå (L) � êðèâà x2 + y2 = 1, A(1; 0), B(0; 1);

20) ~F = −x~i+ y~j, äå (L) � êðèâà x2 +
y2

9
= 1, A(1; 0), B(0; 3);

21) ~F = (x+ y)~i+ 2x~j, äå (L) � êðèâà x2 + y2 = 4, A(2; 0), B(−2; 0);

22) ~F = (x2−2y)~i+(y2−2x)~j, äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ âiä òî÷êè A(−4; 0)

äî òî÷êè B(0; 2);

23) ~F = (x+ y)~i+ (1− y)~j, äå (L) � êðèâà y = sinx, A(0; 0), B(π2 ; 1);

24) ~F = −y~i+ x~j, äå (L) � êðèâà y = x3, A(0; 0), B(2; 8);

25) ~F = x2y~i + y~j, äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ âiä òî÷êè A(−1; 0) äî òî÷êè

B(0; 1).



Çðàçêè ðîçâ'ÿçóâàííÿ iíäèâiäóàëüíèõ çàâäàíü

äî ðîçäiëó I

1. Îá÷èñëèòè êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë

∫
(L)

(x− y)dl âçäîâæ ïðÿìî¨ (L), ùî

ç'¹äíó¹ òî÷êè A(0;−1), B(2;−5).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ îá÷èñëåííÿ êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëà I-ãî ðîäó ñêîðè-

ñòà¹ìîñÿ, íàïðèêëàä, ôîðìóëîþ, êîëè êðèâà çàäàíà â ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi

x = x(t), y = y(t), t ∈ [α, β].

∫
(L)

f(x, y)dl =

β∫
α

f(x(t), y(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ (AB) çíàõîäèìî iç ñïiââiäíîøåííÿ:

x− 0

2− 0
=

y − (−1)

−5− (−1)
= t.

Çâiäñè x = 2t, y = −4t− 1. Òî÷öi A âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà t = 0,

à òî÷öi B çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà t = 1. Îòæå,∫
(L)

x− ydl =

1∫
0

(2t+ 4t+ 1)
√

22 + (−4)2dt =
√

20

1∫
0

(6t+ 1)dt =

=
√

20
(6t2

2
+ t
)∣∣∣1

0
= 4
√

20 = 8
√

5. .

2. Îá÷èñëèòè êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë

∫
(L)

y2dl âçäîâæ êðèâî¨ (L), äå (L) �

ïåðøà àðêà öèêëî¨äè x = a(t− sin t), y = a(1− cos t).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ìåæi çìiíè ïàðàìåòðà, òîáòî òàêi äâà ïîñëiäîâíi

çíà÷åííÿ t, ïðè ÿêèõ y = 0. Öå t = 0 òà t = 2π. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìó-

ëó äëÿ îá÷èñëåííÿ êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëà I-ãî ðîäó, êîëè êðèâà çàäàíà â

ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi, ìà¹ìî∫
(L)

y2dl =

2π∫
0

a2(1− cos t)2
√
a2(1− cos t)2 + a2(sin t)2dt =

=
√

2a3

2π∫
0

(1− cos t)2
√

1− cos tdt =
√

2a3

2π∫
0

(
2 sin2 t

2

)2
√

2 sin2 t

2
dt =

= 8a3

2π∫
0

sin5 t

2
dt = −16a3

2π∫
0

(
1− cos2 t

2

)2

d
(

cos2 t

2

)
=

= −16a3

2π∫
0

(
1− 2 cos2 t

2
+ cos4 t

2

)
d
(

cos2 t

2

)
=

= −16a3
(

1−2

3
cos3 t

2
+

1

5
cos5 t

2

)∣∣∣2π
0

= −16a3
(
−1−1+

2

3
+

2

3
−1

5
−1

5

)
=

256

15
a3. .

3. Îá÷èñëèòè êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë

∫
(L)

xdy âçäîâæ äóãè (L), äå (L) �

êîíòóð òðèêóòíèêà, óòâîðåíîãî îñÿìè êîîðäèíàò i ïðÿìîþ
x

2
+
y

3
= 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë II-ãî ðîäó âçäîâæ êîíòóðà

òðèêóòíèêà AOB, äå O(0; 0), A(0; 3), B(2; 0). Çà âëàñòèâiñòþ êðèâîëiíiéíîãî

iíòåãðàëà II-ãî ðîäó∫
(AOBA)

xdy =

∫
(AO)

xdy +

∫
(OB)

xdy +

∫
(BA)

xdy.

Çàóâàæèìî, ùî â íàøîìó âèïàäêó êîíòóð çàìêíåíèé, òî âèáèðà¹ìî éîãî äî-

äàòíþ îði¹íòàöiþ âiäíîñíî îáëàñòi, ÿêó âií îáìåæó¹. Âðàõó¹ìî òàêîæ, ùî∫
(L)

P (x, y)dx = 0 âçäîâæ ïðÿìî¨ (L), ÿêà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî îñi Ox, àíàëî-

ãi÷íî

∫
(L)

Q(x, y)dy = 0 âçäîâæ ïðÿìî¨ (L), ÿêà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî îñi Oy.
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Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ (BA) ìà¹ âèãëÿä y = 3 ·
(

1 − x

2

)
, äå çìiííà x çìiíþ¹òüñÿ

âiä 2 äî 0.

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðà-

ëà II-ãî ðîäó, êîëè êðèâà çàäàíà ó ÿâíîìó âèãëÿäi, ìà¹ìî∫
(AOBA)

xdy =

∫
(BA)

xdy =

0∫
2

x ·
(
− 3

2

)
dx = −3

2
· x

2

2

∣∣∣0
2

= 3. .

4. Îá÷èñëèòè ðîáîòó ñèëîâîãî ïîëÿ ~F = x2y~i + y~j ç ïåðåìiùåííÿ ìàòå-

ðiàëüíî¨ òî÷êè âçäîâæ ëiíi¨ (L), äå (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ âiä òî÷êè A(−1; 0)

äî òî÷êè B(0; 1).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ùîá çíàéòè ðîáîòó ñèëè ~F = P (x, y)~i + Q(x, y)~j ç ïå-

ðåìiùåííÿ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè âçäîâæ êðèâî¨ (L) âiä òî÷êè A äî òî÷êè B,

ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ

A =

∫
(AB)

P (x, y)dx+Q(x, y)dy.

Çàäàìî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A òà B, íàïðèêëàä, ó

ÿâíîìó âèãëÿäi
y

1
=
x+ 1

1
, çâiäñè y = x+ 1.

Âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëà II-ãî ðî-

äó, êîëè êðèâà çàäàíà ó ÿâíîìó âèãëÿäi y = y(x), x ∈ [a; b] :

∫
(AB)

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

b∫
a

(P (x, y(x)) +Q(x, y(x))y′(x))dx.

Îòæå, ∫
(AB)

x2ydx+ ydy =

0∫
−1

(x2(x+ 1) + (x+ 1) · 1)dx =

=

0∫
−1

(x3 + x2 + x+ 1)dx =
(x4

4
+
x3

3
+
x2

2
+ x
)∣∣∣0
−1

=
7

12
. .



Iíäèâiäóàëüíi çàâäàííÿ äî ðîçäiëó II

1. Çìiíèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ â ïîâòîðíèõ iíòåãðàëàõ:

1)

−1∫
−2

dy

0∫
−
√

2+y

f(x, y)dx+

0∫
−1

dy

0∫
−
√
−y

f(x, y)dx;

2)

1∫
0

dy

0∫
−√y

f(x, y)dx+

√
2∫

1

dy

0∫
−
√

2−y2

f(x, y)dx;

3)

1∫
0

dy

y∫
0

f(x, y)dx+

√
2∫

1

dy

√
2−y2∫

0

f(x, y)dx;

4)

1∫
0

dy

√
y∫

0

f(x, y)dx+

2∫
1

dy

√
2−y∫

0

f(x, y)dx;

5)

−1∫
−
√

2

dx

0∫
−
√

2−x2

f(x, y)dy +

0∫
−1

dx

0∫
x

f(x, y)dy;

6)

1√
2∫

0

dy

arcsin y∫
0

f(x, y)dx+

1∫
1√
2

dy

arccos y∫
0

f(x, y)dx;

7)

−1∫
−2

dy

√
2+y∫

0

f(x, y)dx+

0∫
−1

dy

√
−y∫

0

f(x, y)dx;

8)

1∫
0

dy

0∫
−√y

f(x, y)dx+

e∫
1

dy

− ln y∫
−1

f(x, y)dx;
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9)

−1∫
−
√

2

dx

√
2−x2∫
0

f(x, y)dy +

0∫
−1

dx

x2∫
0

f(x, y)dy;

10)

−
√

3∫
−2

dx

0∫
−
√

4−x2

f(x, y)dy +

0∫
−
√

3

dx

0∫
√

4−x2

f(x, y)dy;

11)

1∫
0

dx

1∫
1−x2

f(x, y)dy +

e∫
1

dx

1∫
lnx

f(x, y)dy;

12)

1∫
0

dy

− 3
√
y∫

0

f(x, y)dx+

2∫
1

dy

2−y∫
0

f(x, y)dx;

13)

π
4∫

0

dy

sin y∫
0

f(x, y)dx+

π
2∫

π
4

dy

cos y∫
0

f(x, y)dx;

14)

−1∫
−2

dx

0∫
−(2+x)

f(x, y)dy +

0∫
−1

dx

0∫
3
√
x

f(x, y)dy;

15)

1∫
0

dy

√
y∫

0

f(x, y)dx+

e∫
1

dy

1∫
ln y

f(x, y)dx;

16)

1∫
0

dy

0∫
−√y

f(x, y)dx+

√
2∫

1

dy

0∫
−
√

2−y2

f(x, y)dx;

17)

1∫
0

dy

0∫
−y

f(x, y)dx+

√
2∫

1

dy

0∫
−
√

2−y2

f(x, y)dx;

18)

1∫
0

dy

y3∫
0

f(x, y)dx+

2∫
1

dy

2−y∫
0

f(x, y)dx;

19)

√
3∫

0

dx

0∫
√

4−x2−2

f(x, y)dy +

2∫
√

3

dx

0∫
−
√

4−x2

f(x, y)dy;

20)

−1∫
−2

dy

0∫
−(2+y)

f(x, y)dx+

0∫
−1

dy

0∫
3
√
y

f(x, y)dx;
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21)

1∫
0

dy

y∫
0

f(x, y)dx+

e∫
1

dy

1∫
ln y

f(x, y)dx;

22)

1∫
0

dx

x2∫
0

f(x, y)dy +

√
2∫

1

dx

√
2−x2∫
0

f(x, y)dy;

23)

π
4∫

0

dx

sinx∫
0

f(x, y)dy +

π
2∫

π
4

dx

cosx∫
0

f(x, y)dy;

24)

−1∫
−
√

2

dy

0∫
−
√

2−y2

f(x, y)dx+

0∫
−1

dy

0∫
y

f(x, y)dx;

25)

1∫
0

dx

x3∫
0

f(x, y)dy +

2∫
1

dx

2−x∫
0

f(x, y)dy.

2. Îá÷èñëèòè ïîäâiéíi iíòåãðàëè ïî îáëàñòi (D), îáìåæåíié êðèâèìè:

1)

∫∫
(D)

(12x2y2 + 16x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y = x2, y = −
√
x;

2)

∫∫
(D)

(9x2y2 + 48x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y =
√
x, y = −x2;

3)

∫∫
(D)

(36x2y2 − 96x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y = 3
√
x, y = −x3;

4)

∫∫
(D)

(18x2y2 + 32x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y = x3, y = − 3
√
x;

5)

∫∫
(D)

(27x2y2 + 48x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y = x2, y = − 3
√
x;

6)

∫∫
(D)

(18x2y2 + 32x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y = 3
√
x, y = −x2;

7)

∫∫
(D)

(18x2y2 + 32x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y = x3, y = −
√
x;

8)

∫∫
(D)

(27x2y2 + 48x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y =
√
x, y = −x3;

9)

∫∫
(D)

(4xy + 3x2y2)dxdy; (D) : x = 1, y = x2, y = −
√
x;
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10)

∫∫
(D)

(12xy + 9x2y2)dxdy; (D) : x = 1, y =
√
x, y = −x2;

11)

∫∫
(D)

(8xy + 9x2y2)dxdy; (D) : x = 1, y = 3
√
x, y = −x3;

12)

∫∫
(D)

(24xy + 18x2y2)dxdy; (D) : x = 1, y = x3, y = − 3
√
x;

13)

∫∫
(D)

(12xy + 27x2y2)dxdy; (D) : x = 1, y = x2, y = − 3
√
x;

14)

∫∫
(D)

(8xy + 18x2y2)dxdy; (D) : x = 1, y = 3
√
x, y = −x2;

15)

∫∫
(D)

(4

5
xy +

9

11
x2y2

)
dxdy; (D) : x = 1, y = x3, y = −

√
x;

16)

∫∫
(D)

(4

5
xy + 9x2y2

)
dxdy; (D) : x = 1, y =

√
x, y = −x3;

17)

∫∫
(D)

(24xy − 48x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y = x2, y = −
√
x;

18)

∫∫
(D)

(6xy + 24x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y =
√
x, y = −x2;

19)

∫∫
(D)

(4xy + 16x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y = 3
√
x, y = −x3;

20)

∫∫
(D)

(4xy + 16x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y = x3, y = − 3
√
x;

21)

∫∫
(D)

(44xy + 16x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y = x2, y = − 3
√
x;

22)

∫∫
(D)

(4xy + 17x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y = 3
√
x, y = −x2;

23)

∫∫
(D)

(xy − 4x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y = x3, y = −
√
x;

24)

∫∫
(D)

(4xy + 17x3y3)dxdy; (D) : x = 1, y =
√
x, y = −x3;
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25)

∫∫
(D)

(
6x2y2 +

25

3
x4y4

)
dxdy; (D) : x = 1, y = x2, y = −

√
x.

3. Îá÷èñëèòè ïîäâiéíi iíòåãðàëè ïî îáëàñòi (D), îáìåæåíié êðèâèìè:

1)

∫∫
(D)

ye
xy
2 dxdy; (D) : y = ln 2, y = ln 3, x = 2, x = 4;

2)

∫∫
(D)

y2 sin
xy

2
dxdy; (D) : x = 0, y =

√
π, y =

x

2
;

3)

∫∫
(D)

y cosxydxdy; (D) : y =
π

2
, y = π, x = 1, x = 2;

4)

∫∫
(D)

y2e−
xy
4 dxdy; (D) : x = 0, y = 2, y = x;

5)

∫∫
(D)

y sinxydxdy; (D) : y =
π

2
, y = π, x = 1, x = 2;

6)

∫∫
(D)

y2 cos
xy

2
dxdy; (D) : x = 0, y =

√
π

2
, y =

x

2
;

7)

∫∫
(D)

4ye2xydxdy; (D) : y = ln 3, y = ln 4, x =
1

2
, x = 1;

8)

∫∫
(D)

4y2 sinxydxdy; (D) : x = 0, y =

√
π

2
, y = x;

9)

∫∫
(D)

y cos 2xydxdy; (D) : y =
π

2
, y = π, x =

1

2
, x = 1;

10)

∫∫
(D)

y2e−
xy
8 dxdy; (D) : x = 0, y = 2, y =

x

2
;

11)

∫∫
(D)

12y sin 2xydxdy; (D) : y =
π

4
, y =

π

2
, x = 2, x = 3;

12)

∫∫
(D)

y2 cos 2dxdy; (D) : x = 0, y =
√
π, y = x;

13)

∫∫
(D)

ye
xy
4 dxdy; (D) : y = ln 2, y = ln 3, x = 4, x = 8;

14)

∫∫
(D)

4y2 sin 2xydxdy; (D) : x = 0, y =
√

2π, y = 2x;
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15)

∫∫
(D)

12y cos 2xydxdy; (D) : y =
π

4
, y =

π

2
, x = 1, x = 2;

16)

∫∫
(D)

y2e−
xy
2 dxdy; (D) : x = 0, y =

√
2, y = x;

17)

∫∫
(D)

y sinxydxdy; (D) : y = π, y = 2π, x =
1

2
, x = 1;

18)

∫∫
(D)

y2 cos 2xydxdy; (D) : x = 0, y =

√
π

2
, y =

x

2
;

19)

∫∫
(D)

8ye4xydxdy; (D) : y = ln 3, y = ln 4, x =
1

4
, x =

1

2
;

20)

∫∫
(D)

3y2 cos
xy

2
dxdy; (D) : x = 0, y =

√
4π

3
, y =

2x

3
;

21)

∫∫
(D)

y cosxydxdy; (D) : y = π, y = 3π, x =
1

2
, x = 1;

22)

∫∫
(D)

y2e−
xy
2 dxdy; (D) : x = 0, y = 1, y =

x

2
;

23)

∫∫
(D)

y sin 2xydxdy; (D) : y =
π

2
, y =

3π

2
, x =

1

2
, x = 2;

24)

∫∫
(D)

y2 cosxydxdy; (D) : x = 0, y =
√
π, y = 2x;

25)

∫∫
(D)

6ye
xy
3 dxdy; (D) : y = ln 2, y = ln 3, x = 3, x = 6.

4. Îá÷èñëèòè ïîòðiéíi iíòåãðàëè ïî îáëàñòi (V ), îáìåæåíié ïîâåðõíÿìè:

1)

∫∫∫
(V )

2y2exydxdydz; (V ) : x = 0, y = 1, y = x, z = 0, z = 1;

2)

∫∫∫
(V )

x2z sin(xyz)dxdydz; (V ) : x = 2, y = π, z = 1, x = 0, y = 0,

z = 0;

3)

∫∫∫
(V )

y2ch (2xy)dxdydz; (V ) : x = 0, y = −2, y = 4x, z = 0, z = 2;
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4)

∫∫∫
(V )

8y2ze2xyzdxdydz; (V ) : x = −1, y = 2, z = 1, x = 0, y = 0, z = 0;

5)

∫∫∫
(V )

x2sh (3xy)dxdydz; (V ) : x = 1, y = 2x, y = 0, z = 0, z = 36;

6)

∫∫∫
(V )

y2z cos(xyz)dxdydz; (V ) : x = 1, y = π, z = 2, x = 0, y = 0,

z = 0;

7)

∫∫∫
(V )

y2 cos
(πxy

4

)
dxdydz; (V ) : x = 0, y = −1, y =

x

2
, z = 0, z = −π2;

8)

∫∫∫
(V )

x2z sin
(xyz

4

)
dxdydz; (V ) : x = 1, y = 2π, z = 4, x = 0,

y = 0, z = 0;

9)

∫∫∫
(V )

y2e−xydxdydz; (V ) : x = 0, y = −2, y = 4x, z = 0, z = 1;

10)

∫∫∫
(V )

2y2zexyzdxdydz; (V ) : x = 1, y = 1, z = 1, x = 0, y = 0, z = 0;

11)

∫∫∫
(V )

y2ch (2xy)dxdydz; (V ) : x = 0, y = 1, y = x, z = 0, z = 8;

12)

∫∫∫
(V )

x2z sh (xyz)dxdydz; (V ) : x = 2, y = 1, z = 1, x = 0, y = 0,

z = 0;

13)

∫∫∫
(V )

y2e
xy
2 dxdydz; (V ) : x = 0, y = 2, y = 2x, z = 0, z = −1;

14)

∫∫∫
(V )

y2z cos
(xyz

3

)
dxdydz; (V ) : x = 3, y = 1, z = 2π, x = 0,

y = 0, z = 0;

15)

∫∫∫
(V )

y2 cos
(πxy

2

)
dxdydz; (V ) : x = 0, y = −1, y = x, z = 0, z = 2π2;

16)

∫∫∫
(V )

2x2z sh (xyz)dxdydz; (V ) : x = 1, y = −1, z = 1, x = 0,

y = 0, z = 0;

17)

∫∫∫
(V )

y2 cos(πxy)dxdydz; (V ) : x = 0, y = 1, y = 2x, z = 0, z = π2;
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18)

∫∫∫
(V )

2x2z sh (2xyz)dxdydz; (V ) : x = 2, y =
1

2
, z =

1

2
, x = 0,

y = 0, z = 0;

19)

∫∫∫
(V )

x2sh (2xy)dxdydz; (V ) : x = −1, y = x, y = 0, z = 0, z = 8;

20)

∫∫∫
(V )

x2z sin
(xyz

2

)
dxdydz; (V ) : x = 1, y = 4, z = π, x = 0, y = 0,

z = 0;

21)

∫∫∫
(V )

y2ch (xy)dxdydz; (V ) : x = 0, y = −1, y = x, z = 0, z = 2;

22)

∫∫∫
(V )

y2z ch (xyz)dxdydz; (V ) : x = 1, y = 1, z = 1, x = 0, y = 0,

z = 0;

23)

∫∫∫
(V )

y2 cos
(πxy

2

)
dxdydz; (V ) : x = 2, y = x, y = 0, z = 0, z = π;

24)

∫∫∫
(V )

y2z cos
(xyz

9

)
dxdydz; (V ) : x = 9, y = 1, z = 2π, x = 0,

y = 0, z = 0;

25)

∫∫∫
(V )

x2 sin(πxy)dxdydz; (V ) : x = 1, y = 2x, y = 0, z = 0, z = 4π.

5. Îá÷èñëèòè ïîòðiéíèé iíòåãðàë ïî îáëàñòi (V ), îáìåæåíié ïîâåðõíÿìè:

1)

∫∫∫
(V )

xdxdydz; (V ) : y = 10x, y = 0, x = 1, z = xy, z = 0;

2)

∫∫∫
(V )

dxdydz

(1 + x
3 + y

4 + z
8)4

; (V ) :
x

3
+
y

4
+
z

8
= 1, x = 0, y = 0, z = 0;

3)

∫∫∫
(V )

15(y2 + z2)dxdydz; (V ) : z = x+ y, x+ y = 1, x = 0, y = 0, z = 0;

4)

∫∫∫
(V )

(3x+ 4y)dxdydz; (V ) : y = x, y = 0, x = 1, z = 5(y2 + z2), z = 0;

5)

∫∫∫
(V )

(1 + 2x3)dxdydz; (V ) : y = 9x, y = 0, x = 1, z =
√
xy, z = 0;

6)

∫∫∫
(V )

(27 + 54y3)dxdydz; (V ) : y = x, y = 0, x = 1, z =
√
xy, z = 0;
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7)

∫∫∫
(V )

ydxdydz; (V ) : y = 15x, y = 0, x = 1, z = xy, z = 0;

8)

∫∫∫
(V )

dxdydz

(1 + x
16 + y

8 + z
3)5

; (V ) :
x

16
+
y

8
+
z

3
= 1, x = 0, y = 0, z = 0;

9)

∫∫∫
(V )

(3x2 + y2)dxdydz; (V ) : z = 10y, x+ y = 1, x = 0, y = 0, z = 0;

10)

∫∫∫
(V )

(15x + 30z)dxdydz; (V ) : z = 5(x2 + 3y2), z = 0, y = x,

y = 0, x = 1;

11)

∫∫∫
(V )

(4 + 8z3)dxdydz; (V ) : y = x, y = 0, x = 1, z =
√
xy, z = 0;

12)

∫∫∫
(V )

(1 + 2x3)dxdydz; (V ) : y = 36x, y = 0, x = 1, z =
√
xy, z = 0;

13)

∫∫∫
(V )

21xzdxdydz; (V ) : y = 5x, y = 0, x = 2, z = xy, z = 0;

14)

∫∫∫
(V )

dxdydz

(1 + x
10 + y

8 + z
3)6

; (V ) :
x

10
+
y

8
+
z

3
= 1, x = 0, y = 0, z = 0;

15)

∫∫∫
(V )

(x2 + 3y2)dxdydz; (V ) : z = 10x, x+ y = 1, x = 0, y = 0, z = 0;

16)

∫∫∫
(V )

(60y + 90z)dxdydz; (V ) : y = x, y = 0, x = 1, z = x2 + y2, z = 0;

17)

∫∫∫
(V )

(10

3
x+

5

3

)
dxdydz; (V ) : y = 9x, y = 0, x = 1, z =

√
xy, z = 0;

18)

∫∫∫
(V )

(1 + 2x3)dxdydz; (V ) : y = 4x, y = 0, x = 1, z =
√
xy, z = 0;

19)

∫∫∫
(V )

3y2dxdydz; (V ) : y = 2x, y = 0, x = 2, z = xy, z = 0;

20)

∫∫∫
(V )

dxdydz(
1 + x

2 + y
4 + z

6

)4 ; (V ) :
x

2
+
y

4
+
z

6
= 1, x = 0, y = 0, z = 0;

21)

∫∫∫
(V )

x2dxdydz; (V ) : z = 10(x+ 3y), x+ y = 1, x = 0, y = 0, z = 0;
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22)

∫∫∫
(V )

(8y+12z)dxdydz; (V ) : y = x, y = 0, x = 1, z = 3x2 +2y2, z = 0;

23)

∫∫∫
(V )

(1 + 2
√
y)dxdydz; (V ) : y = x, y = 0, x = 1, z =

√
xy, z = 0;

24)

∫∫∫
(V )

(x+ y)dxdydz; (V ) : y = x, y = 0, x = 1, z = 30x2 + 60y2, z = 0;

25)

∫∫∫
V

dxdydz(
1 + x

6 + y
4 + z

16

)4 ; (V ) :
x

6
+
y

4
+

z

16
= 1, x = 0, y = 0, z = 0.

6. Çíàéòè ïëîùó ïëîñêî¨ ôiãóðè, îáìåæåíî¨ çàäàíèìè ëiíiÿìè:

1) y =
3

x
, y = 4ex, y = 3, y = 4;

2) x =
√

36− y2, x = 6−
√

36− y2;

3) x2 + y2 = 72, 6y = −x2, (y 6 0);

4) x = 8− y2, x = −2y;

5) y =
3

x
, y = 8ex, y = 3, y = 8;

6) y =

√
x

2
, y =

1

2x
, x = 16;

7) x = 5− y2, x = −4y;

8) x2 + y2 = 12, −
√

6y = x2, (y 6 0);

9) y =
√

12− x2, y = 2
√

3−
√

12− x2, x = 0, (x > 0);

10) y =
3
√
x

2
, y =

3

2x
, x = 9;

11) y =
√

24− x2, 2
√

3y = x2, x = 0, (x > 0);

12) y = sinx, y = cosx, x = 0, (x > 0);

13) y = 20− x2, y = −8x;

14) y =
√

18− x2, y = 3
√

2−
√

18− x2;

15) y = 32− x2, y = −4x;

16) y =
2

x
, y = 5ex, y = 2, y = 5;

17) x2 + y2 = 36, 2
√

3y = x2, (y > 0);

18) y = 3
√
x, y =

3

x
, x = 4;

19) y = 6−
√

36− x2, y =
√

36− x2, x = 0, (x > 0);

20) y =
25

4
− x2, y = x− 5

2
;
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21) y =
√
x, y =

1

x
, x = 16;

22) y =
2

x
, y = 7ex, y = 2, y = 7;

23) x = 27− y2, x = −6y;

24) x =
√

72− y2, 6x = y2, y = 0, (y > 0);

25) y =
√

6− x2, y =
√

6−
√

6− x2.

7. Çíàéòè ïëîùó ïëîñêî¨ ôiãóðè, îáìåæåíî¨ äàíèìè ëiíiÿìè:

1) y2 − 2y + x2 = 0, y2 − 4y + x2 = 0, y =
x√
3
, y =

√
3x;

2) x2 − 4x+ y2 = 0, x2 − 8x+ y2 = 0, y = 0, y =
x√
3

;

3) y2 − 6y + x2 = 0, y2 − 8y + x2 = 0, y =
x√
3
, y =

√
3x;

4) x2 − 2x+ y2 = 0, x2 − 4x+ y2 = 0, y = 0, y = x;

5) y2 − 8y + x2 = 0, y2 − 10y + x2 = 0, y =
x√
3
, y =

√
3x;

6) x2 − 4x+ y2 = 0, x2 − 8x+ y2 = 0, y = 0, y = x;

7) y2 − 4y + x2 = 0, y2 − 6y + x2 = 0, y = x, y = 0;

8) x2 − 2x+ y2 = 0, x2 − 10x+ y2 = 0, y = 0, y =
√

3x;

9) y2 − 6y + x2 = 0, y2 − 10y + x2 = 0, y = x, y = 0;

10) x2 − 2x+ y2 = 0, x2 − 4x+ y2 = 0, y =
x√
3
, y =

√
3x;

11) y2 − 2y + x2 = 0, y2 − 4y + x2 = 0, y =
√

3x, x = 0;

12) x2 − 2x+ y2 = 0, x2 − 6x+ y2 = 0, y =
x√
3
, y =

√
3x;

13) y2 − 4y + x2 = 0, y2 − 6y + x2 = 0, y =
√

3x, x = 0;

14) x2 − 2x+ y2 = 0, x2 − 8x+ y2 = 0, y =
x√
3
, y =

√
3x;

15) y2 − 2y + x2 = 0, y2 − 6y + x2 = 0, y =
x√
3
, x = 0;

16) x2 − 2x+ y2 = 0, x2 − 4x+ y2 = 0, y = 0, y =
x√
3

;

17) y2 − 2y + x2 = 0, y2 − 10y + x2 = 0, y =
x√
3
, y =

√
3x;

18) x2 − 2x+ y2 = 0, x2 − 6x+ y2 = 0, y = 0, y =
x√
3

;

19) y2 − 4y + x2 = 0, y2 − 10y + x2 = 0, y =
x√
3
, y =

√
3x;

20) x2 − 2x+ y2 = 0, x2 − 6x+ y2 = 0, y = 0, y = x;

21) y2 − 2y + x2 = 0, y2 − 4y + x2 = 0, y = x, y = 0;
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22) x2 − 2x+ y2 = 0, x2 − 4x+ y2 = 0, y = 0, y =
√

3x;

23) y2 − 6y + x2 = 0, y2 − 8y + x2 = 0, y = x, y = 0;

24) x2 − 4x+ y2 = 0, x2 − 8x+ y2 = 0, y = 0, y =
√

3x;

25) y2 − 4y + x2 = 0, y2 − 8y + x2 = 0, y = x, y = 0.

8. Ïëàñòèíêà (D) çàäàíà êðèâèìè, ùî ¨¨ îáìåæóþòü, µ � ïîâåðõíåâà ãó-

ñòèíà. Çíàéòè ìàñó ïëàñòèíêè.

1) (D) : x = 1, y = 0, y2 = 4x, (y > 0); µ = 7x2 + y;

2) (D) : x2 + y2 =1, x2 + y2 =4, x=0, y=0, (x > 0, y > 0); µ=
x+ y

x2 + y2
;

3) (D) : x = 1, y = 0, y2 = 4x, (y > 0); µ =
7x2

2
+ 5y;

4) (D) : x2 +y2 =9, x2 +y2 =16, x=0, y=0, (x > 0, y > 0); µ=
2x+ 5y

x2 + y2
;

5) (D) : x = 2, y = 0, y2 = 2x, (y > 0); µ =
7x2

8
+ 2y;

6) (D) : x2 +y2 =1, x2 +y2 =16, x=0, y=0, (x > 0, y > 0); µ=
x+ y

x2 + y2
;

7) (D) : x = 2, y = 0, y2 =
x

2
, (y > 0); µ =

7x2

2
+ 6y;

8) (D) : x2 +y2 =4, x2 +y2 =25, x=0, y=0, (x > 0, y 6 0); µ=
x− y
x2 + y2

;

9) (D) : x = 1, y = 0, y2 = 4x, (y > 0); µ = x+ 3y2;

10) (D) : x2 +y2 =1, x2 +y2 =9, x=0, y=0, (x > 0, y 6 0); µ=
x− y
x2 + y2

;

11) (D) : x = 1, y = 0, y2 = x, (y > 0); µ = 3x+ 6y2;

12) (D) : x2+y2 =9, x2+y2 =25, x=0, y=0, (x 6 0, y > 0); µ=
2y − x
x2 + y2

;

13) (D) : x = 2, y = 0, y2 =
x

2
, (y > 0); µ = 2x+ 3y2;

14) (D) : x2+y2 =4, x2+y2 =16, x=0, y=0, (x 6 0, y > 0); µ=
2y − 3x

x2 + y2
;

15) (D) : x =
1

2
, y = 0, y2 = 8x, (y > 0); µ = 7x+ 3y2;

16) (D) : x2+y2 =9, x2+y2 =16, x=0, y=0, (x 6 0, y > 0); µ=
2y − 5x

x2 + y2
;

17) (D) : x = 1, y = 0, y2 = 4x, (y > 0); µ = 7x2 + 2y;

18) (D) : x2 +y2 =1, x2 +y2 =16, x=0, y=0, (x > 0, y > 0); µ=
x+ 3y

x2 + y2
;

19) (D) : x = 2, y = 0, y2 = 2x, (y > 0); µ =
7x2

4
+
y

2
;

20) (D) : x2 + y2 =1, x2 + y2 =4, x=0, y=0, (x > 0, y > 0); µ=
x+ 2y

x2 + y2
;
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21) (D) : x = 2, y = 0, y2 = 2x, (y > 0); µ =
7x2

4
+ y;

22) (D) : x2 + y2 =1, x2 + y2 =9, x=0, y=0, (x > 0, y 6 0); µ=
2x− y
x2 + y2

;

23) (D) : x = 2, y = 0, y2 =
x

2
, (y > 0); µ =

7x2

2
+ 8y;

24) (D) : x2+y2 =1, x2+y2 =25, x=0, y=0, (x > 0, y 6 0); µ=
x− 4y

x2 + y2
;

25) (D) : x = 1, y = 0, y2 = 4x, (y > 0); µ = 6x+ 3y2.

9. Ïëàñòèíêà (D) çàäàíà íåðiâíîñòÿìè, µ � ïîâåðõíåâà ãóñòèíà. Çíàéòè

ìàñó ïëàñòèíêè.

1) (D) : x2 +
y2

4
6 1; µ = y2;

2) (D) : 1 6
x2

9
+
y2

4
6 2, y > 0, y 6

2

3
x; µ = y2;

3) (D) :
x2

9
+
y2

25
6 1, y > 0; µ = x2y;

4) (D) :
x2

9
+
y2

25
6 1, y > 0; µ =

7

18
x2y;

5) (D) : 1 6
x2

4
+ y2 6 4, y > 0, y 6

x

2
; µ = 8yx−3;

6) (D) :
x2

9
+ y2 6 1, x > 0; µ = 7xy6;

7) (D) :
x2

4
+ y2 6 1; µ = 4y4;

8) (D) : 1 6
x2

4
+
y2

9
6 4, x > 0, y 6

3x

2
; µ = xy−1;

9) (D) : 1 6
x2

16
+
y2

4
6 4, x > 0, y 6

x

2
; µ = xy−1;

10) (D) :
x2

4
+
y2

9
6 1, x > 0, y 6 0; µ = x3y;

11) (D) :
x2

4
+ y2 6 1, x > 0, y 6 0; µ = 6x3y3;

12) (D) : 1 6
x2

4
+ y2 6 25, x > 0, y 6

x

2
; µ = xy−3;

13) (D) :
x2

9
+
y2

4
6 1; µ = x2y2;

14) (D) :
x2

16
+ y2 6 1, x > 0, y 6 0; µ = 5xy7;

15) (D) :
x2

4
+ y2 6 1, x > 0, y 6 0; µ = 30x3y7;

16) (D) : 1 6
x2

9
+
y2

4
6 3, y > 0, y 6

2

3
x; µ =

y

x
;
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17) (D) : x2 +
y2

25
6 1, y > 0; µ = 7x4y;

18) (D) : x2 +
y2

9
6 1, y > 0; µ = 35x4y3;

19) (D) :
x2

4
+
y2

9
6 1; µ = x2;

20) (D) : 1 6 x2 +
y2

16
6 9, y > 0, y 6 4x; µ = yx−3;

21) (D) :
x2

9
+ y2 6 1, x > 0; µ = 11xy8;

22) (D) : 1 6
x2

4
+
y2

16
6 5, x > 0, y > 2x; µ =

x

y
;

23) (D) : 1 6
x2

9
+
y2

4
6 5, x > 0, y >

2x

3
; µ =

x

y
;

24) (D) :
x2

4
+
y2

9
6 1, x > 0, y > 0; µ = x5y;

25) (D) :
x2

4
+
y2

25
6 1; µ = x4.

10. Çíàéòè îá'¹ì òiëà (V ), îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè:

1) z =
√

9− x2 − y2,
9z

2
= x2 + y2;

2) z = 7, 5
√

9− x2 − y2, z = 8, 5− x2 − y2;

3) z =
√

4− x2 − y2, z =

√
x2 + y2

255
;

4) z =
√

64− x2 − y2, z = 1, x2 + y2 = 60, (x2 + y2 6 60);

5) z =

√
16

9
− x2 − y2, 2z = x2 + y2;

6) z = 3
√
x2 + y2, z = 10− x2 − y2;

7) z =
√

25− x2 − y2, z =

√
x2 + y2

99
;

8) z =
√

100− x2 − y2, z = 6, x2 + y2 = 51, (x2 + y2 6 51);

9) z = 10, 5
√
x2 + y2, z =

23

2
− x2 − y2;

10) z =
√

16− x2 − y2, 6z = x2 + y2;

11) z =
√

9− x2 − y2, z =

√
x2 + y2

80
;

12) z =
√

81− x2 − y2, z = 5, x2 + y2 = 45, (x2 + y2 6 45);

13) z =
√

1− x2 − y2,
3z

2
= x2 + y2;

14) z = 6
√
x2 + y2, z = 16− x2 − y2;

15) z =
√

36− x2 − y2, z =

√
x2 + y2

63
;
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16) z =
√

64− x2 − y2, z = 4, x2 + y2 = 39, (x2 + y2 6 39);

17) z =
√

144− x2 − y2, 18z = x2 + y2;

18) z = 1, 5
√
x2 + y2, z =

5

2
− x2 − y2;

19) z =
√

9− x2 − y2, z =

√
x2 + y2

35
;

20) z =
√

49− x2 − y2, z = 3, x2 + y2 = 33, (x2 + y2 6 33);

21) z =
√

36− x2 − y2, 9z = x2 + y2;

22) z = 9
√
x2 + y2, z = 22− x2 − y2;

23) z =
√

16− x2 − y2, z =

√
x2 + y2

15
;

24) z =
√

36− x2 − y2, z = 2, x2 + y2 = 27, (x2 + y2 6 27);

25) z =

√
4

9
− x2 − y2, z = x2 + y2.

11. Çíàéòè îá'¹ì òiëà (V ), îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè:

1) z = 2− 12(x2 + y2), z = 24x+ 2;

2) z = 10((x− 1)2 + y2) + 1, z = 21− 20x;

3) z = 10(x2 + y2) + 3, z = 16x+ 3;

4) z = 2− 20((x+ 1)2 + y2), z = −40x− 38;

5) z = 4− 14(x2 + y2), z = 4− 28x;

6) z = 28((x+ 1)2 + y2) + 3, z = 56x+ 59;

7) z = 32(x2 + y2) + 3, z = 3− 64x;

8) z = 4− 6((x− 1)2 + y2), z = 12x− 8;

9) z = 2− 4(x2 + y2), z = 8x+ 2;

10) z = 22((x+ 1)2 + y2) + 3, z = 47− 44x;

11) z = 24(x2 + y2) + 1, z = 48x+ 1;

12) z = 2− 18((x+ 1)2 + y2), z = −36x− 34;

13) z = −16(x2 + y2)− 1, z = −32x− 1;

14) z = 30((x+ 1)2 + y2) + 1, z = 60x+ 61;

15) z = 26(x2 + y2)− 2, z = −52x− 2;

16) z = −2((x+ 1)2 + y2)− 1, z = 4x− 5;

17) z = −2(x2 + y2)− 1, z = −4y − 1;
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18) z = 26((x− 1)2 + y2)− 2, z = 50− 52x;

19) z = 30(x2 + y2) + 1, z = 60y + 1;

20) z = −16((x+ 1)2 + y2)− 1, z = −32x− 33;

21) z = 2− 18(x2 + y2), z = 2− 36y;

22) z = 24((x+ 1)2 + y2) + 1, z = 48x+ 49;

23) z = 22(x2 + y2) + 3, z = 3− 44y;

24) z = 2− 4((x− 1)2 + y2), z = 8x− 6;

25) z = 4− 6(x2 + y2), z = 12y + 4.

12. Çíàéòè îá'¹ì òiëà (V ), çàäàíîãî íåðiâíîñòÿìè:

1) 1 6 x2 + y2 + z2 6 49, −
√
x2 + y2

35
6 z 6

√
x2 + y2

3
, −x 6 y 6 0;

2) 4 6 x2 + y2 + z2 6 64,

√
x2 + y2

15
6 z 6

√
x2 + y2

3
, −
√

3x 6 y 6 0;

3) 4 6 x2 + y2 + z2 6 64, z 6

√
x2 + y2

3
, − x√

3
6 y 6 0;

4) 4 6 x2 + y2 + z2 6 36, z > −
√
x2 + y2

63
, 0 6 y 6 − x√

3
;

5) 4 6 x2 + y2 + z2 6 36, z >

√
x2 + y2

99
, −
√

3x 6 y 6
√

3x;

6) 25 6 x2 + y2 + z2 6 100, z 6 −
√
x2 + y2

99
, −
√

3x 6 y 6
√

3x;

7) 1 6 x2 + y2 + z2 6 49, 0 6 z 6

√
x2 + y2

24
, y 6 − x√

3
, y 6 −

√
3x;

8) 25 6 x2 + y2 + z2 6 121, −
√
x2 + y2

24
6 z 6 0, 0 6 y 6

√
3x;

9) 4 6 x2 + y2 + z2 6 64, −
√
x2 + y2

35
6 z 6

√
x2 + y2

3
, x 6 y 6 0;

10) 16 6 x2 + y2 + z2 6 100,

√
x2 + y2

15
6 z 6

√
x2 + y2

3
,
√

3x 6 y 6 0;

11) 16 6 x2 + y2 + z2 6 100, z 6

√
x2 + y2

3
, −
√

3x 6 y 6 − x√
3

;

12) 16 6 x2 + y2 + z2 6 64, z > −
√
x2 + y2

63
, − x√

3
6 y 6 −

√
3x;

13) 4 6 x2 + y2 + z2 6 49, z >

√
x2 + y2

99
, y 6 0, y 6

√
3x;

14) 36 6 x2 + y2 + z2 6 121, z 6 −
√
x2 + y2

99
, y >

√
3x, y > 0;
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15) 4 6 x2 + y2 + z2 6 64, 0 6 z 6

√
x2 + y2

24
, y 6

√
3x, y 6

x√
3

;

16) 36 6 x2 + y2 + z2 6 144, −
√
x2 + y2

24
6 z 6 0, y >

√
3x, y >

x√
3

;

17) 9 6 x2 + y2 + z2 6 81, −
√
x2 + y2

3
6 z 6

√
x2 + y2

35
, 0 6 y 6 −x;

18) 36 6 x2 +y2 +z2 6 144, −
√
x2 + y2

3
6z6−

√
x2 + y2

15
, 0 6 y 6 −

√
3x;

19) 36 6 x2 + y2 + z2 6 144, z 6

√
x2 + y2

3
,
√

3x 6 y 6
x√
3

;

20) 36 6 x2 + y2 + z2 6 100, z > −
√
x2 + y2

63
,
x√
3
6 y 6

√
3x;

21) 9 6 x2 + y2 + z2 6 64, z >

√
x2 + y2

99
, y >

x√
3
, y 6 − x√

3
;

22) 49 6 x2 + y2 + z2 6 144, z 6 −
√
x2 + y2

99
, y >

x√
3
, y > − x√

3
;

23) 9 6 x2 + y2 + z2 6 81, 0 6 z 6

√
x2 + y2

24
, y 6 0, y 6

x√
3

;

24) 49 6 x2 + y2 + z2 6 169, −
√
x2 + y2

24
6 z 6 0, y > 0, y >

x√
3

;

25) 16 6 x2 + y2 + z2 6 100, −
√
x2 + y2

3
6 z 6

√
x2 + y2

35
, 0 6 y 6 x.

13. Òiëî (V ) çàäàíî ïîâåðõíÿìè, ÿêi éîãî îáìåæóþòü. Çíàéòè ìàñó òiëà,

ÿêùî %(x, y, z) � ãóñòèíà òiëà.

1) 64(x2 + y2) = z2, x2 + y2 = 4, y = 0, z = 0, (y > 0, z > 0);

%(x, y, z) =
5

4
(x2 + y2);

2) x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 = 1, (x2 + y2 6 1), x = 0, (x > 0);

%(x, y, z) = 4|z|;

3) x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 2z, x = 0, y = 0, z = 0, (x > 0, y > 0);

%(x, y, z) = 10x;

4) x2 + y2 =
16

49
z2, x2 + y2 =

4

7
z, x = 0, y = 0, (x > 0, y > 0);

%(x, y, z) = 80yz;

5) x2 + y2 + z2 = 1, x2 + y2 = 4z2, x = 0, y = 0, (x > 0, y > 0, z > 0);

%(x, y, z) = 20z;
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6) 36(x2 + y2) = z2, x2 + y2 = 1, x = 0, z = 0, (x > 0, z > 0);

%(x, y, z) =
5

6
(x2 + y2);

7) x2 + y2 + z2 = 16, x2 + y2 = 4, (x2 + y2 6 4); %(x, y, z) = 2|z|;

8) x2 + y2 = 4, x2 + y2 = 8z, x = 0, y = 0, z = 0, (x > 0, y > 0);

%(x, y, z) = 5x;

9) x2 + y2 =
2

25
z2, x2 + y2 =

2

5
z, x = 0, y = 0, (x > 0, y > 0);

%(x, y, z) = 28xz;

10) x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 = z2, x = 0, y = 0, (x > 0, y > 0, z > 0);

%(x, y, z) = 6z;

11) 25(x2+y2) = z2, x2+y2 = 4, x = 0, y = 0, z = 0, (x > 0, y > 0, z > 0);

%(x, y, z) = 2(x2 + y2);

12) x2 + y2 + z2 = 9, x2 + y2 = 4, (x2 + y2 6 4), y = 0, (y > 0);

%(x, y, z) = |z|;

13) x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 6z, x = 0, y = 0, z = 0, (x > 0, y > 0);

%(x, y, z) = 90y;

14) x2 + y2 =
z2

25
, x2 + y2 =

z

5
, x = 0, y = 0, (x > 0, y > 0);

%(x, y, z) = 14yz;

15) x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 = 9z2, x = 0, y = 0, (x > 0, y > 0, z > 0);

%(x, y, z) = 10z;

16) 9(x2+y2) = z2, x2+y2 = 4, x = 0, y = 0, z = 0, (x > 0, y > 0, z > 0);

%(x, y, z) =
5

3
(x2 + y2);

17) x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 = 1, (x2 + y2 6 1); %(x, y, z) = 6|z|;

18) x2 + y2 = 1, x2 + y2 = z, x = 0, y = 0, z = 0, (x > 0, y > 0);

%(x, y, z) = 10x;

19) x2 + y2 =
z2

49
, x2 + y2 =

z

7
, x = 0, y = 0, (x > 0, y > 0);

%(x, y, z) = 10xz;

20) x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 = 4z2, x = 0, y = 0, (x > 0, y > 0, z > 0);

%(x, y, z) = 10z;
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21) 16(x2+y2) = z2, x2+y2 = 1, x = 0, y = 0, z = 0, (x > 0, y > 0, z > 0);

%(x, y, z) = 5(x2 + y2);

22) x2 + y2 + z2 = 16, x2 + y2 = 4, (x2 + y2 6 4); %(x, y, z) = |z|;

23) x2 + y2 = 4, x2 + y2 = 4z, x = 0, y = 0, z = 0, (x > 0, y > 0);

%(x, y, z) = 5y;

24) x2 + y2 =
z2

49
, x2 + y2 =

z

7
, x = 0, y = 0, (x > 0, y > 0);

%(x, y, z) = 10xz;

25) x2 + y2 + z2 = 1, x2 + y2 = z2, x = 0, y = 0, (x > 0, y > 0, z > 0);

%(x, y, z) = 32z.



Çðàçêè ðîçâ'ÿçóâàííÿ iíäèâiäóàëüíèõ çàâäàíü

äî ðîçäiëó II

1. Çìiíèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ â ïîâòîðíîìó iíòåãðàëi
1∫

0

dx

x∫
0

f(x, y)dy +

2∫
1

dx

2−x∫
0

f(x, y)dy.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çîáðàçèìî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ (äèâ. ðèñ. 1).

1 2

1

y

0 x

y = 1
y = x

y = 2− x
x = 1

(D1) (D2)

Ðèñ. 1

Â ïåðøîìó ïîâòîðíîìó iíòåãðàëi âíóòðiøíié iíòåãðàë îá÷èñëþ¹òüñÿ ïî y,

òî éîãî ìåæi âèçíà÷àþòü ëiíi¨, ÿêèìè îáìåæåíà îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ çâåðõó

i çíèçó, à ñàìå y = x òà y = 0.

Ìåæi â çîâíiøíüîìó iíòåãðàëi x = 0 òà x = 1 âêàçóþòü, â ÿêèõ ìåæàõ

çìiíþ¹òüñÿ x : 0 ≤ x ≤ 1.

Ïîáóäóâàâøè äàíi ëiíi¨, çíàõîäèìî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ (D1). Ïîäiáíèì

÷èíîì çíàõîäèìî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ (D2) äðóãîãî iíòåãðàëà, ÿêà çíèçó òà
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çâåðõó îáìåæåíà ïðÿìèìè y = 0 òà y = 2 − x, à çëiâà i ñïðàâà � ïðÿìèìè

x = 1 òà x = 2.

Çàøòðèõîâàíó îáëàñòü (D) = (D1)
⋃

(D2) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê êðèâîëi-

íiéíó òðàïåöiþ, îáìåæåíó çâåðõó i çíèçó ïðÿìèìè y = 1 òà y = 0, à çëiâà

i ñïðàâà ïðÿìèìè x = y òà x = 2 âiäïîâiäíî. Òîäi ìè ïðèõîäèìî äî òàêîãî

ïîâòîðíîãî iíòåãðàëà:
2∫

0

dy

2−y∫
y

f(x, y)dx. .

2. Îá÷èñëèòè ïîäâiéíèé iíòåãðàë

∫∫
(D)

(
6x2y2 +

25

3
x4y4

)
dxdy ïî îáëàñòi

(D), îáìåæåíié êðèâèìè: x = 1, y = x2, y = −
√
x.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êðèâi y = x2 òà y = −
√
x ìàþòü ¹äèíó ñïiëüíó òî÷êó ç

àáñöèñîþ x = 0. Íàøà îáëàñòü çëiâà i ñïðàâà îáìåæåíà ïðÿìèìè x = 0 òà

x = 1, çíèçó i çâåðõó êðèâèìè y = −
√
x òà y = x2 (äèâ. ðèñ. 2).

−1

1 y

0 x1

y = x2

x = 1

y = −
√
x

Ðèñ. 2

Ïåðåéäåìî äî ïîâòîðíèõ iíòåãðàëiâ:

∫∫
(D)

(
6x2y2 +

25

3
x4y4

)
dxdy =

1∫
0

dx

x2∫
−
√
x

(
6x2y2 +

25

3
x4y4

)
dy =

=

1∫
0

(
6x2y

3

3
+

25

3
x4y

5

5

)∣∣∣x2
−
√
x
dx =
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=

1∫
0

(
2x2 · x6 +

5

3
x4 · x10 − 2x2(−

√
x)3 − 5

3
x4(−

√
x)5
)
dx =

=

1∫
0

(
2x8 +

5

3
x14 + 2x2+ 3

2 +
5

3
x4+ 5

2

)
dx =

=
(

2
x9

9
+

5

3

x15

15
+ 2x

9
2 · 2

9
+

5

3
x

15
2 · 2

15

)∣∣∣1
0

= 1. .

3. Îá÷èñëèòè ïîäâiéíi iíòåãðàëè

∫∫
(D)

6ye
xy
3 dxdy ïî îáëàñòi (D), îáìåæåíié

êðèâèìè: y = ln 2, y = ln 3, x = 3, x = 6.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî ïðÿìîêóòíó îáëàñòü ç ìåæàìè, ïàðàëåëüíèìè äî

êîîðäèíàòíèõ îñåé. Ïåðåéäåìî äî ïîâòîðíèõ iíòåãðàëiâ, âèáèðàþ÷è çðó÷íèé

ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ:

∫∫
(D)

6ye
xy
3 dxdy = 6

ln 3∫
ln 2

dy

6∫
3

ye
xy
3 dx = 6

ln 3∫
ln 2

ye
xy
3

3

y

∣∣∣6
3
dy =

= 18

ln 3∫
ln 2

(e2y − ey)dy = 18
(e2y

2
− ey

)∣∣∣ln 3

ln 2
= 9 · 9− 18 · 3 = 27. .

1

1

2 y

0 x

y = 2x

x = 1
(D)

Ðèñ. 3

4. Îá÷èñëèòè ïîòðiéíi iíòåãðàëè

∫∫∫
(V )

x2 sin(πxy)dxdydz ïî îáëàñòi (V ),

îáìåæåíié ïîâåðõíÿìè: x = 1, y = 2x, y = 0, z = 0, z = 4π.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåõîäèìî äî ïîâòîðíèõ iíòåãðàëiâ, âèáèðàþ÷è çðó÷íèé

ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ. Îñêiëüêè ìà¹ìî äâi ïëîùèíè z = 0 òà z = 4π, ÿêi

ïàðàëåëüíi äî ïëîùèíè xOy, òî íàøà îáëàñòü îáìåæåíà çâåðõó i çíèçó öèìè

ïëîùèíàìè. Ïîâåðõíi x = 1, y = 2x òà y = 0 � öå ïëîùèíè, ÿêi ïåðïåíäè-

êóëÿðíi äî ïëîùèíè xOy, ïðè öüîìó ïðîåêòóâàííÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå (äèâ.

ðèñ. 3).

Îòæå, ∫∫∫
(V )

x2 sin(πxy)dxdydz =

4π∫
0

dz

∫∫
(D)

x2 sin(πxy)dxdy =

=

4π∫
0

dz

1∫
0

dx

2x∫
0

x2 sin(πxy)dy =

4π∫
0

dz

1∫
0

x2 · (− cos(πxy))

πx

∣∣∣2x
0
dx =

= −1

π

4π∫
0

dz

1∫
0

(x cos(2πx2)− x)dx = −1

π
· 4π
( 1∫

0

cos(2πx2)d(2πx2)

4 · π
− x2

2

∣∣∣1
0

)
=

= −4
(sin(2πx2)

4π

∣∣∣1
0
− 1

2

)
= 2. .

5. Îá÷èñëèòè ïîòðiéíèé iíòåãðàë

∫∫∫
V

dxdydz(
1 + x

6 + y
4 + z

16

)4 ïî îáëàñòi (V ),

îáìåæåíié ïîâåðõíÿìè:
x

6
+
y

4
+

z

16
= 1, x = 0, y = 0, z = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðiâíÿííÿ x = 0, y = 0, z = 0 � öå ðiâíÿííÿ êîîðäèíàòíèõ

ïëîùèí,
x

6
+
y

4
+

z

16
= 1 � ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïåðåòèíà¹ âiñü Ox â òî÷öi

ç àáñöèñîþ x = 6, âiñü Oy � â òî÷öi ç îðäèíàòîþ y = 4 òà âiñü Oz � â òî÷öi ç

àïëiêàòîþ z = 16.

Ìè ìîæåìî, íàïðèêëàä, ðîçãëÿäàòè íàøó îáëàñòü, ÿê òàêó, ùî îáìåæåíà

çíèçó ïëîùèíîþ z = 0, çâåðõó ïëîùèíîþ
x

6
+
y

4
+

z

16
= 1. Ïëîùèíè x = 0

òà y = 0 ïåðïåíäèêóëÿðíi äî ïëîùèíè xOy, òîìó ïðîåêòóâàííÿ îáëàñòi íà

ïëîùèíó xOy ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì (äèâ. ðèñ. 4).
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6

4 y

0 x

y = 4
(

1− x

6

)

Ðèñ. 4

Â ïîòðiéíîìó iíòåãðàëi ïåðåéäåìî äî ïîâòîðíèõ

∫∫∫
V

dxdydz(
1 + x

6 + y
4 + z

16

)4 =

∫∫
(D)

dxdy

16(1−x6−
y
4 )∫

0

dz(
1 + x

6 + y
4 + z

16

)4 =

= −16

3

6∫
0

dx

4(1−x6 )∫
0

1(
1 + x

6 + y
4 + z

16

)3

∣∣∣16(1−x6−
y
4 )

0
dy =

= −16

3

6∫
0

dx

4(1−x6 )∫
0

( 1(
1 + x

6 + y
4 + 1− x

6 −
y
4

)3 −
1(

1 + x
6 + y

4

)3

)
dy =

= −16

3

6∫
0

dx

4(1−x6 )∫
0

( 1

23
− 1(

1 + x
6 + y

4

)3

)
dy =

= −16

3

6∫
0

( 1

23
y
∣∣∣4(1−x6 )

0
+

4

2 ·
(
1 + x

6 + y
4

)2

∣∣∣4(1−x6 )

0

)
dx =

= −8

3

6∫
0

(
1− x

6
+

4(
1 + x

6 + 1− x
6

)2 −
4(

1 + x
6

)2

)
dx =

= −8

3

6∫
0

(
1− x

6
+ 1− 4(

1 + x
6

)2

)
dx =

= −8

3

(
2x
∣∣∣6
0
− x2

12

∣∣∣6
0

+
24(

1 + x
6

)∣∣∣6
0

)
= −8

3
(2 · 6− 3 + 12− 24) = 8. .
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6. Çíàéòè ïëîùó ïëîñêî¨ ôiãóðè, îáìåæåíî¨ çàäàíèìè ëiíiÿìè:

y =
√

6− x2, y =
√

6−
√

6− x2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çâîäèìî îáèäâà ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷íî¨ ôîðìè. Ïiäíî-

ñÿ÷è îáèäâi ÷àñòèíè ïåðøîãî ðiâíÿííÿ äî êâàäðàòó ïðè óìîâi, ùî y ≥ 0

i ïåðåòâîðèâøè, ìà¹ìî x2 + y2 = 6. Äðóãå ðiâíÿííÿ çâîäèìî äî âèãëÿäó

(y −
√

6)2 = 6 − x2 ïðè óìîâi, ùî y ≤ 6. Îòæå, ìè ìà¹ìî íèæíþ ïîëîâèíó

êîëà x2 + (y −
√

6)2 = 6 ç öåíòðîì â òî÷öi A(0;
√

6) ðàäióñîì
√

6 i âåðõíþ

ïîëîâèíó êîëà x2+y2 = 6 ç öåíòðîì â òî÷öi O(0; 0) ðàäióñîì
√

6 (äèâ. ðèñ. 5).

y

0 x−3
2

√
2 3

2

√
2

Ðèñ. 5

Çíàéäåìî êîîðäèíàòè òî÷îê ïåðåòèíó îáîõ êðèâèõ, ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìóx
2 + (y −

√
6)2 = 6,

x2 + y2 = 6.

Ìà¹ìî òî÷êè
(3
√

2

2
;

√
6

2

)
òà
(
− 3
√

2

2
;

√
6

2

)
. Ïëîùà ôiãóðè îá÷èñëþ¹òüñÿ

çà ôîðìóëîþ S =

∫∫
(D)

dxdy. Îòæå,

S =

3
√
2

2∫
− 3

√
2

2

dx

√
6−x2∫

√
6−
√

6−x2

dy =

3
√
2

2∫
− 3

√
2

2

(2
√

6− x2 −
√

6)dx =
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= 2

3
√
2

2∫
− 3

√
2

2

√
6− x2dx−

√
6
(3
√

2

2
+

3
√

2

2

)
.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ∫ √
a2 − x2dx =

x

2

√
a2 − x2 +

a2

2
arcsin

x

a
+ C.

Îòæå,

S = 2
(x

2

√
6− x2 +

6

2
arcsin

x√
6

)∣∣∣ 3√2
2

− 3
√
2

2

− 3
√

6 ·
√

2 =

= 2
( 3

2
√

2

√
6− 9

2
+

6

2
arcsin

3√
12

+
3

2
√

2

√
6− 9

2
+

6

2
arcsin

3√
12

)
− 6
√

3 =

= 3
√

3 + 12 arcsin
3√
12
− 6
√

3 = 4π − 3
√

3 (êâ.îä.). .

7. Çíàéòè ïëîùó ïëîñêî¨ ôiãóðè, îáìåæåíî¨ äàíèìè ëiíiÿìè:

y2 − 4y + x2 = 0, y2 − 8y + x2 = 0, y = x, y = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåòâîðèìî ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ:

y2 − 4y + x2 = 0 àáî (y − 2)2 + x2 = 4,

y2 − 8y + x2 = 0 àáî (y − 4)2 + x2 = 16.

Ïëîùó ôiãóðè çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ S =

∫∫
(D)

dxdy. Îñêiëüêè îáëàñòü

� öå ÷àñòèíà êðóãîâèõ îáëàñòåé, òî äîöiëüíî ïåðåéòè äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè

êîîðäèíàò: x = r cosϕ, y = r sinϕ. Ïåðåïèøåìî çàäàíi ðiâíÿííÿ ó ïîëÿðíié

ñèñòåìi êîîðäèíàò:

y2 + x2 = 4y ⇒ r = 4 sinϕ,

y2 + x2 = 8y ⇒ r = 8 sinϕ,

y = x⇒ cosϕ = sinϕ⇒ ϕ =
π

4
,

y = 0⇒ ϕ = 0.

Îòæå, 0 ≤ ϕ ≤ π

4
, 4 sinϕ ≤ r ≤ 8 sinϕ.

Â ðåçóëüòàòi ïåðåõîäó äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò îáëàñòü (D) âçà¹ì-

íî îäíîçíà÷íî âiäîáðàæà¹òüñÿ â îáëàñòü (D′) (äèâ. ðèñ. 6).
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0

π
2

π

3π
2

(D)

Ðèñ. 6

Òîäi ïëîùó ïëîñêî¨ ôiãóðè îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëîþ:

S =

∫∫
(D′)

rdrdϕ =

π
4∫

0

dϕ

8 sinϕ∫
4 sinϕ

rdr =

=

π
4∫

0

r2

2

∣∣∣8 sinϕ

4 sinϕ
dϕ =

π
4∫

0

(32 sin2 ϕ− 8 sin2 ϕ)dϕ =

= 24

π
4∫

0

1− cos 2ϕ

2
dϕ = 24

(1

2
ϕ−sin 2ϕ

4

)∣∣∣π4
0

= 24
(π

8
−1

4

)
= 3(π−2) (êâ.îä.). .

8. Ïëàñòèíêà (D) çàäàíà êðèâèìè, ùî ¨¨ îáìåæóþòü: x = 1, y = 0, y2 =

4x, (y > 0), òà µ = 6x+ 3y2 � ïîâåðõíåâà ãóñòèíà. Çíàéòè ìàñó ïëàñòèíêè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìàñó ïëàñòèíè ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

m =

∫∫
(D)

µ(x, y)dxdy,

äå îáëàñòü (D) çîáðàæåíà íà ðèñ 7.

Îòæå,

m =

∫∫
(D)

(6x+ 3y2)dxdy =

2∫
0

dy

1∫
y2

4

(6x+ 3y2)dx =

2∫
0

(6x2

2
+ 3y2x

)∣∣∣1
y2

4

dy =
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=

2∫
0

(
3 + 3y2 − 3y4

16
− 3y2 · y

2

4

)
dy =

2∫
0

(
3 + 3y2 − 15

16
y4
)
dy =

=
(

3y +
3y3

3
− 15

16

y5

5

)∣∣∣2
0

= 6 + 8− 6 = 8. .

1

2
y

0

(D)

x

x = y2

4

Ðèñ. 7

9. Ïëàñòèíêà (D) çàäàíà íåðiâíiñòþ
x2

4
+
y2

25
6 1, à µ = x4 � ïîâåðõíåâà

ãóñòèíà. Çíàéòè ìàñó ïëàñòèíêè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìàñà ïëàñòèíêè îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

m =

∫∫
(D)

µ(x, y)dxdy.

Â íàøîìó âèïàäêó (D) � âíóòðiøíÿ ÷àñòèíà åëiïñà
x2

4
+
y2

25
= 1 ðà-

çîì ç ìåæåþ. Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîäâiéíîãî iíòåãðàëà äîöiëüíî ïåðåéòè äî

óçàãàëüíåíèõ ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç äåêàðòîâèìè ôîðìóëàìè

x = 2r cosϕ, y = 5r sinϕ, r ∈ [0; 1], ϕ ∈ [0; 2π]. ßêîáiàí ïåðåõîäó ðiâíèé 10r.

Îòæå,

m =

∫∫
(D)

x4dxdy =

∫∫
(D)

16r4 cos4 ϕ · 10rdϕdr = 160

1∫
0

r5dr

2π∫
0

cos4 ϕdϕ.

Ïîâòîðíèé iíòåãðàë ðîçêëàâñÿ íà äîáóòîê äâîõ iíòåãðàëiâ, îñêiëüêè ïiäií-

òåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ äîáóòêîì äâîõ ôóíêöié, îäíà ç ÿêèõ çàëåæèòü òiëüêè
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âiä r, à äðóãà � âiä ϕ, òîìó öi iíòåãðàëè ðàõó¹ìî êîæåí îêðåìî, à ðåçóëüòàòè

ïåðåìíîæó¹ìî.

2π∫
0

cos4 ϕdϕ =

2π∫
0

(1 + cos 2ϕ

2

)2

dϕ =
1

4

2π∫
0

(1 + 2 cos 2ϕ+ cos2 2ϕ)dϕ =

=
1

4

2π∫
0

(
1+2 cos 2ϕ+

1 + cos 4ϕ

2

)
dϕ =

1

4

(
ϕ+2·sin 2ϕ

2
+

1

2
ϕ+

1

2

sin 4ϕ

4

)∣∣∣2π
0

=
3π

4
.

Îá÷èñëèìî òåïåð íàñòóïíèé iíòåãðàë:

1∫
0

r5dr =
r6

6

∣∣∣1
0

=
1

6
.

Îòæå, ìàñà m = 160 · 1
6
· 3π

4
= 20π. .

10. Çíàéòè îá'¹ì òiëà (V ), îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè:

z =

√
4

9
− x2 − y2, z = x2 + y2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ îáèäâîõ ôóíêöié ¹ ìíîæèíà

òî÷îê (x; y), êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü 0 ≤ x2 + y2 ≤ 4

9
.

Îá'¹ì òiëà ìîæíà øóêàòè ÿê çà ïîäâiéíèì òàê i çà ïîòðiéíèì iíòåãðàëîì. Â

ïåðøîìó âèïàäêó

V =

∫∫
(D)

(z(x, y)− z0(x, y))dxdy,

äå z = z(x, y) � ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi, ùî îáìåæó¹ òiëî çâåðõó (ó íàøîìó âèïàä-

êó öå âåðõíÿ ÷àñòèíà ñôåðè z =

√
4

9
− x2 − y2 ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò

òà ðàäióñîì
2

3
), à z = z0(x, y) � çíèçó (â íàøîìó âèïàäêó � ïàðàáîëî¨ä îáåð-

òàííÿ z = x2 + y2 ç âåðøèíîþ â òî÷öi O(0; 0; 0)). Ç áîêiâ òiëî îáìåæóþòü

òâiðíi ïàðàëåëüíi äî îñi z.

Çíàéäåìî íàïðÿìíó ëiíiþ öèõ òâiðíèõ, òîáòî ëiíiþ ïåðåòèíó öèõ ïîâåð-

õîíü:

√
4

9
− x2 − y2 = x2 + y2. Íåõàé x2 + y2 = t, òîäi

√
4

9
− t = t, t ≥ 0.

Îòðèìà¹ìî t2 + t− 4

9
= 0, t =

1

3
. Îòæå, x2 + y2 =

1

3
� íàïðÿìíà. Òîäi îáëàñòü

(D) =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 1

3

}
.
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Îáëàñòþ iíòåãðóâàííÿ ¹ êðóã ðàäióñà
1√
3
i â ðiâíÿííi ïîâåðõîíü, ùî îáìå-

æóþòü òiëî çâåðõó i çíèçó, ¹ âèðàç x2 + y2, òîìó äîöiëüíî ïåðåéòè äî ïî-

ëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ç ôîðìóë çâ'ÿçêó ç äåêàðòîâîþ ñèñòåìîþ êîîð-

äèíàò x = r cosϕ, y = r sinϕ i ðiâíÿííÿ ìåæi îáëàñòi (D) çíàõîäèìî, ùî

0 ≤ r ≤ 1√
3
, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Òîäi

V =

∫∫
(∆)

r
(√4

9
− r2 − r2

)
drdϕ =

2π∫
0

dϕ

1√
3∫

0

r
(√4

9
− r2 − r2

)
dr =

= 2π
(
− 1

2

(4

9
− r2

) 3
2 · 2

3
− r4

4

)∣∣∣√3
3

0
=

= 2π
(
− 1

3

(4

9
− 1

3

) 3
2 − 1

4
· 1

9
+

1

3

(4

9

) 3
2
)

=
19π

162
(êóá.îä.). .

11. Çíàéòè îá'¹ì òiëà (V ), îáìåæåíîãî ïîâåðõíÿìè:

z = 4− 6(x2 + y2), z = 12y + 4.

−1 1

−1

y

0

x

Ðèñ. 8

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðøå ðiâíÿííÿ çàäà¹ ïàðàáîëî¨ä, óòâîðåíèé øëÿõîì ñè-

ìåòði¨ ïàðàáîëî¨äà z = 4 − 6(x2 + y2) âiäíîñíî ïëîùèíè xOy ç íàñòóïíèì

ïåðåíåñåííÿì âçäîâæ îñi Oz íà 4 îäèíèöi âãîðó.

Äðóãå ðiâíÿííÿ � öå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ïàðàëåëüíî îñi Ox

i ïåðåòèíà¹ ïëîùèíó yOz ïî ïðÿìié z = 12y+4. Âîíà òàêîæ ïðîõîäèòü ÷åðåç

âåðøèíó ïàðàáîëî¨äà i ïåðåòèíà¹ éîãî ïî ëiíi¨, ïðîåêöiÿ ÿêî¨ íà ïëîùèíó xOy
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íàñòóïíà: 12y+ 4 = 4−6(x2 +y2) àáî x2 +y2 + 2y = 0, òîáòî x2 + (y+ 1)2 = 1

(äèâ ðèñ. 8).

Îá'¹ì òiëà ìîæíà øóêàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ÿê ïîäâiéíèé, òàê i ïîòðiéíèé

iíòåãðàë. Â äðóãîìó âèïàäêó ïðè îá÷èñëåííi ïîòðiéíîãî iíòåãðàëà äîöiëüíî

ïåðåéòè äî öèëiíäðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò, áî ïðîåêöiÿ îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ

íà ïëîùèíó xOy ¹ êðóãîâîþ (äèâ. ðèñ. 8). Îòæå, x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z.

V =

∫∫∫
(V )

dxdydz =

∫∫∫
(∆)

rdrdϕdz.

Ç ôîðìóë çâ'ÿçêó äåêàðòîâèõ i öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàò çíàõîäèìî, ùî

−π ≤ ϕ ≤ 0, 0 ≤ r ≤ −2 sinϕ. Ïåðåõîäèìî â ïîòðiéíîìó iíòåãðàëi äî ïîâòîð-

íèõ.

V =

0∫
−π

dϕ

−2 sinϕ∫
0

dr

4−6r2∫
12r sinϕ+4

rdz =

0∫
−π

dϕ

−2 sinϕ∫
0

(4r − 6r3 − 12r2 sinϕ− 4r)dr =

=

0∫
−π

(
− 6r4

4
− 12r3

3
sinϕ

)∣∣∣2 sinϕ

0
dϕ =

0∫
−π

(−24 sin4 ϕ− 32 sin4 ϕ)dϕ =

= −56

0∫
−π

sin4 ϕdϕ = −56

0∫
−π

(1− cos 2ϕ)2

4
dϕ =

= −14

0∫
−π

(1− 2 cos 2ϕ+ cos2 2ϕ)dϕ = 14(ϕ− sin 2ϕ)
∣∣∣0
−π
− 14

0∫
−π

1 + cos 4ϕ

2
dϕ =

= 14π − 7ϕ
∣∣∣0
−π
− 14

2
· sin 4ϕ

4

∣∣∣0
−π

= 14π + 7π = 21π (êóá.îä.). .

12. Çíàéòè îá'¹ì òiëà (V ), çàäàíîãî íåðiâíîñòÿìè:

16 6 x2 + y2 + z2 6 100, −
√
x2 + y2

3
6 z 6

√
x2 + y2

35
, 0 6 y 6 x.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðøà íåðiâíiñòü îïèñó¹ ÷àñòèíó ïðîñòîðó, ùî çíàõîäè-

òüñÿ ìiæ êîíöåíòðè÷íèìè ñôåðàìè ç öåíòðîì â òî÷öi O(0; 0; 0) ðàäióñiâ 4 i 10

âiäïîâiäíî. Äðóãà íåðiâíiñòü îïèñó¹ ÷àñòèíó ïðîñòîðó, ùî çíàõîäèòüñÿ âèùå
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êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi z = −
√
x2 + y2

3
òà íèæ÷å êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi z =

√
x2 + y2

35
.

Âñi ÷îòèðè ïîâåðõíi ¹ ïîâåðõíÿìè îáåðòàííÿ, äëÿ ÿêèõ âiñü Oz ¹ ñïiëüíîþ âiñ-

ñþ îáåðòàííÿ. Âðàõîâóþ÷è öå, ïðè âèêîðèñòàííi ôîðìóëè V =

∫∫∫
(V )

dxdydz

äîöiëüíî ïåðåéòè äî ñôåðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Êðiì òîãî, äâi ïëîùèíè

y = 0 òà y = x, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç âiñü Oz, âèðiçàþòü ÷àñòèíó ïðîñòîðó, ùî

çíàõîäèòüñÿ ìiæ ñôåðàìè i êîíóñàìè òà ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ îäíàêîâèõ

÷àñòèí.

10

4

z

0
yα

β

z = y√
35

z = − y√
3

Ðèñ. 9

Çàëåæíiñòü ìiæ äåêàðòîâèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè (x; y; z) i ñôåðè÷íèìè

êîîðäèíàòàìè òi¹¨ ñàìî¨ òî÷êè âèðàæàþòüñÿ ôîðìóëàìè x = r cosϕ sin θ, y =

r sinϕ sin θ, z = r cos θ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ r ≤ +∞. ßêîáiàí

ïåðåõîäó � I = r2 sin θ.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìåæ çìiíè r i θ äîñòàòíüî çðîáèòè ïåðåðiç ïîâåðõîíü

îáåðòàííÿ, íàïðèêëàä, ïëîùèíîþ yOz (äèâ. ðèñ. 9). Ç ðèñóíêà âèäíî, ùî

4 ≤ r ≤ 10, à
π

2
− α ≤ θ ≤ π

2
+ β. Îñêiëüêè tgα =

1√
35
, òî α = arctg

1√
35
,

tg(−β) = − 1√
3
, òî β =

π

6
. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìåæ çìiíè ϕ çðîáèìî ïåðåðiç

ïîâåðõîíü îáåðòàííÿ ïëîùèíàìè y = 0 òà y = x. Â ïåðøîìó îêòàíòi êóò ìiæ

ïëîùèíàìè ðiâíèé
π

4
, òîìó 0 ≤ ϕ ≤ π

4
. Îòæå,

V =

∫∫∫
(V )

dxdydz =

∫∫∫
(V ′)

r2 sin θdrdϕdθ =
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= 2

10∫
4

dr

π
4∫

0

dϕ

π
2 +π

6∫
π
2−arctg 1√

35

r2 sin θdθ = 2

10∫
4

r2dr

π
4∫

0

(− cos θ)
∣∣∣π2 +π

6

π
2−arctg 1√

35

dϕ =

=
2r3

3

∣∣∣10

4
· ϕ
∣∣∣π4
0
·
(

sin
π

6
+ sin

(
arctg

1√
35

))
=

=
2(1000− 64)

3
· π

4

(1

2
+

1√
35√

1 + ( 1√
35

)2

)
= 156π

(1

2
+

1

6

)
= 104π (êóá.îä.). .

13. Òiëî (V ) çàäàíî ïîâåðõíÿìè x = 0, y = 0, (x > 0, y > 0, z > 0),

x2 + y2 + z2 = 1, x2 + y2 = z2 , ÿêi éîãî îáìåæóþòü. Çíàéòè ìàñó òiëà, ÿêùî

%(x, y, z) = 32z � ãóñòèíà òiëà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìàñó òiëà (V ) îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëîþ

m =

∫∫∫
(V )

%(x, y, z)dxdydz.

Ïîâåðõíi x2 + y2 + z2 = 1 òà x2 + y2 = z2 � öå ïîâåðõíi îáåðòàííÿ iç ñïiëüíîþ

âiññþ îáåðòàííÿ Oz. Òîìó äîöiëüíî ïåðåéòè äî ñôåðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Óìîâè x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 âèçíà÷àþòü, ùî òiëî (V ) çíàõîäèòüñÿ â ïåðøîìó

îêòàíòi i îáìåæåíå âåðõíüîþ ÷àñòèíîþ ñôåðè x2 + y2 + z2 = 1 òà âåðõíüîþ

÷àñòèíîþ êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi x2 + y2 = z2. Ïåðåðiç öèõ ïîâåðõîíü, íàïðèêëàä,

ïëîùèíîþ yOz, äà¹ íàì ìîæëèâiñòü çíàéòè ìåæi çìiíè r òà θ (äèâ. ðèñ. 10).

1

1 z

0
y

z = y

Ðèñ. 10
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Îòæå, 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ π

4
. Îñêiëüêè òiëî çíàõîäèòüñÿ â ïåðøîìó

îêòàíòi, òî 0 ≤ ϕ ≤ π

2
. Çàëåæíiñòü ìiæ äåêàðòîâèìè ñôåðè÷íèìè êîîðäèíà-

òàìè âèðàæàþòüñÿ ôîðìóëàìè x = r cosϕ sin θ, y = r sinϕ sin θ, z = r cos θ,

0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ r ≤ +∞. ßêîáiàí ïåðåõîäó � I = r2 sin θ, òî

m =

∫∫∫
(V ′)

32r cos θr2 sin θdrdϕdθ = 32

1∫
0

r3dr

π
2∫

0

dϕ

π
4∫

0

sin θ cos θdθ =

=
32r4

4

∣∣∣1
0
· ϕ
∣∣∣π2
0
· sin

2 θ

2

∣∣∣π4
0

= 8 · π
2
· 1

2
·
(√2

2

)2

= π. .
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1. Îá÷èñëèòè ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë ïî ïîâåðõíi (S), äå (S) � ÷àñòèíà

ïëîùèíè, ùî çíàõîäèòüñÿ â ïåðøîìó îêòàíòi.

1)

∫∫
(S)

(7z + 2)dS, (S) : x+ y +
z

2
= 1;

2)

∫∫
(S)

(4x+ 7y + 2z + 1)dS, (S) : 2x+
y

3
+ 2z = 1;

3)

∫∫
(S)

(7x+ y + 2z + 2)dS, (S) :
x

3
+
y

4
+ z = 1;

4)

∫∫
(S)

(1 + y + 11z)dS, (S) : x+ y +
z

3
= 1;

5)

∫∫
(S)

(y − 2z + 4)dS, (S) : 2x+
y

3
+
z

4
= 1;

6)

∫∫
(S)

(x+ 3y)dS, (S) :
x

3
+ 2y + z = 1;

7)

∫∫
(S)

(3x+ 2z)dS, (S) :
x

2
+
y

3
+
z

9
= 1;

8)

∫∫
(S)

(2x− y + 3z − 1)dS, (S) : x+
y

2
+
z

3
= 1;

9)

∫∫
(S)

(7x+ 9y)dS, (S) : x+
y

3
+ z = 1;

10)

∫∫
(S)

(x+ 2y − z + 1)dS, (S) :
x

4
+
y

2
+
z

3
= 1;
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11)

∫∫
(S)

7xdS, (S) : x+
y

2
+ 4z = 1;

12)

∫∫
(S)

(7x+ 4y + 2z + 1)dS, (S) :
x

3
+ 2y + z = 1;

13)

∫∫
(S)

(5x+ y + 4z + 1)dS, (S) :
x

2
+
y

3
+
z

2
= 1;

14)

∫∫
(S)

(7x+ y + z)dS, (S) : x+
y

3
+ z = 1;

15)

∫∫
(S)

(1− 2z)dS, (S) :
x

4
+
y

3
+ z = 1;

16)

∫∫
(S)

(3x+ 2y)dS, (S) : x+ y + 2z = 1;

17)

∫∫
(S)

dS

(1 + x+ z)2
, (S) : x+ y + z = 1;

18)

∫∫
(S)

(5x− 2y + 4z + 1)dS, (S) :
x

2
+ 4y +

z

3
= 1;

19)

∫∫
(S)

(x− 2z)dS, (S) : x+
y

3
+
z

4
= 1;

20)

∫∫
(S)

(9x+ 5y + 2z)dS, (S) : 3x+ y +
z

9
= 1;

21)

∫∫
(S)

(3x+ y)dS, (S) : 2x+
y

3
+
z

4
= 1;

22)

∫∫
(S)

(x+ y − 2z)dS, (S) : x+
y

3
+
z

4
= 1;

23)

∫∫
(S)

(x+ 2z + 2)dS, (S) :
x

2
+
y

3
+ z = 1;

24)

∫∫
(S)

(x+ 2y + 2z)dS, (S) : 8x+
y

2
+
z

3
= 1;

25)

∫∫
(S)

(x− 2y + z)dS, (S) : 2x+
y

6
+ z = 1;

2. Îá÷èñëèòè ïîâåðõíåâi iíòåãðàëè ïî ïîâåðõíi (S).
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1) Îá÷èñëèòè êîîðäèíàòè öåíòðà âàãè îäíîðiäíîãî ïàðàáîëî¨äà

2z = 4− (x2 + y2), ðîçòàøîâàíîãî íàä ïëîùèíîþ Oxy;

2)

∫∫
(S)

x2dS, äå (S) � ÷àñòèíà ïàðàáîëî¨äà 4z = x2 + y2 ìiæ ïëîùèíàìè

y = 0, z = 4;

3) Îá÷èñëèòè ìàñó ïiâñôåðè x2 + y2 + z2 = R2, (z > 0), ÿêùî ïîâåðõíåâà

ãóñòèíà %(x, y, z) =
z

R
;

4) Îá÷èñëèòè ìàñó ÷àñòèíè ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äà 2z = x2−y2, îáìå-

æåíîãî öèëiíäðîì x2 + y2 = 1, ÿêùî %(x, y, z) = |z|;

5)

∫∫
(S)

zdS, äå (S) � ìåíøèé ñåãìåíò ïiâñôåðè z =
√

25− x2 − y2, îáìå-

æåíèé ïëîùèíîþ z = 4;

6) Îá÷èñëèòè êîîðäèíàòè öåíòðà âàãè îäíîðiäíî¨ ïëîùèíè z = x, îáìå-

æåíî¨ ïëîùèíàìè x+ y = 1, x = 0, y = 0;

7)

∫∫
(S)

xyzdS, äå (S) � ïàðàáîëî¨ä z = x2 + y2, 0 6 z 6 1;

8)

∫∫
(S)

√
x2 + y2 + z2dS, äå (S) � ÷àñòèíà êîíóñà z =

√
x2 + y2, ùî ìiñòè-

òüñÿ âñåðåäèíi öèëiíäðà x2 + y2 = 2x;

9)

∫∫
(S)

zdS, äå (S) � ÷àñòèíà ïîâåðõíi x2 + z2 = 2az, (a > 0), ùî âèðiçàíà

ïîâåðõíåþ z =
√
x2 + y2;

10)

∫∫
(S)

ydS, äå (S) � ïiâñôåðà z =
√
R2 − x2 − y2;

11) Îá÷èñëèòè ìîìåíò iíåðöi¨ åëiïñî¨äà
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 âiäíîñíî îñi Ox;

12) Îá÷èñëèòè ìàñó ÷àñòèíè ïîâåðõíi z = xy âñåðåäèíi öèëiíäðà

x2 + y2 = 1, ÿêùî ïîâåðõíåâà ãóñòèíà %(x, y, z) = x2 + y2;

13) Îá÷èñëèòè êîîðäèíàòè öåíòðà âàãè îäíîðiäíî¨ ïiâñôåðè

z =
√
R2 − x2 − y2;

14) Îá÷èñëèòè ìîìåíò iíåðöi¨ âiäíîñíî îñi Oz ái÷íî¨ ïîâåðõíi êîíóñà

z =
√
x2 + y2, 0 6 z 6 a;
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15)

∫∫
(S)

(x2 − y2)dS, äå (S) � ñôåðà x2 + y2 + z2 = R2;

16) Îá÷èñëèòè ìîìåíò iíåðöi¨ åëiïcî¨äà
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 âiäíîñíî îñi Oz;

17) Îá÷èñëèòè ìàñó, ðîçïîäiëåíó ïî ïîâåðõíi êóáà −16x61, −16y61,

−1 6 z 6 1, ÿêùî %(x, y, z) = 3
√
|xyz|;

18)

∫∫
(S)

(x+ y + z)dS, äå (S) � âåðõíÿ ÷àñòèíà ñôåðè x2 + y2 + z2 = R2;

19) Îá÷èñëèòè ìîìåíò iíåðöi¨ âiäíîñíî îñi Ox ÷àñòèíè ïàðàáîëî¨äà

2x = y2 + z2, îáìåæåíîãî ïëîùèíîþ x = 1;

20) Îá÷èñëèòè ìàñó ñôåðè x2 + y2 + z2 = R2, ÿêùî ïîâåðõíåâà ãóñòèíà

%(x, y, z) = x2 + y2;

21) Îá÷èñëèòè ìàñó ïàðàáîëi÷íî¨ îáîëîíêè z =
1

2
(x2 + y2), (0 6 z 6 1),

ÿêùî ïîâåðõíåâà ãóñòèíà %(x, y, z) = z;

22) Îá÷èñëèòè ìîìåíò iíåðöi¨ âiäíîñíî îñi Ox ÷àñòèíè ïàðàáîëî¨äà

z =
1

2
(x2 + y2), 0 6 z 6 1;

23)

∫∫
(S)

xdS, äå (S) � ÷àñòèíà ñôåðè x2 + y2 + z2 = R2, ùî ëåæèòü ó

ïåðøîìó îêòàíòi;

24)

∫∫
(S)

x2y2dS, äå (S) � ïiâñôåðà z =
√
R2 − x2 − y2;

25)

∫∫
(S)

dS

r2
, äå (S) � öèëiíäð x2 + y2 = R2, îáìåæåíèé ïëîùèíàìè z = 0,

z = H, r � âiäñòàíü âiä ïîâåðõíi äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

3. Îá÷èñëèòè ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë ïî ïîâåðõíi (S) :

1)

∫∫
(S)

zdxdy, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà òðèêóòíèêà, óòâîðåíîãî ïåðåòè-

íîì ïëîùèíè x− y + z = 1 ç êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè;

2)

∫∫
(S)

xdxdz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà òðèêóòíèêà, óòâîðåíîãî ïåðåòè-

íîì ïëîùèíè x− y + z = 1 ç êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè;
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3)

∫∫
(S)

yzdydz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà ïiðàìiäè, îáìåæåíî¨ ïëîùèíàìè

z = 0, y = 0, x = 0, x+ y + z = 1;

4)

∫∫
(S)

(x − y)dxdy, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi

x2 + y2 = z2, (0 6 z 6 1);

5)

∫∫
(S)

(2x−y+z)dxdz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà òðèêóòíèêà, óòâîðåíîãî

ïåðåòèíîì ïëîùèíè x+ y + z = 5 ç êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè;

6)

∫∫
(S)

(x+ y+ z)dxdz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà òðèêóòíèêà, óòâîðåíîãî

ïåðåòèíîì ïëîùèíè x+ y + z = 3 ç êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè;

7)

∫∫
(S)

xdydz, äå (S) � âíóòðiøíÿ ñòîðîíà âåðõíüî¨ ïiâñôåðè

x2 + y2 + z2 = 4, z > 0;

8)

∫∫
(S)

(x2 + 2z)dydz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà êóáà, îáìåæåíîãî ïëîùè-

íàìè x = 0, y = 0, z = 0, x = 1, y = 1, z = 1;

9)

∫∫
(S)

xydxdy, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà òðèêóòíèêà, óòâîðåíîãî ïåðå-

òèíîì ïëîùèíè x+ y + z = 2 ç êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè;

10)

∫∫
(S)

y2dxdz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà ÷àñòèíè ñôåðè x2 +y2 +z2 = 4,

ùî ëåæèòü ó ïåðøîìó îêòàíòi;

11)

∫∫
(S)

ydydz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà òðèêóòíèêà, óòâîðåíîãî ïåðå-

òèíîì ïëîùèíè x− y + z = 1 ç êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè;

12)

∫∫
(S)

xydxdz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà ïiðàìiäè, îáìåæåíî¨ ïëîùèíà-

ìè x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1;

13)

∫∫
(S)

xdydz+ydxdz+zdxdy, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà êóáà, îáìåæåíîãî

ïëîùèíàìè x = 0, y = 0, z = 0, x = 1, y = 1, z = 1;

14)

∫∫
(S)

z2dxdy, äå (S) � çîâíiøíÿ ÷àñòèíà åëiïñî¨äà
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1;
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15)

∫∫
(S)

(x + y)dydz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà òðèêóòíèêà, óòâîðåíîãî

ïåðåòèíîì ïëîùèíè x+ y + z = 3 ç êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè;

16)

∫∫
(S)

xzdxdz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà òðèêóòíèêà, óòâîðåíîãî ïåðå-

òèíîì ïëîùèíè x+ y + z = 3 ç êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè;

17)

∫∫
(S)

x2y2zdxdz, äå (S) � äîäàòíÿ ñòîðîíà íèæíüî¨ ïîëîâèíè ñôåðè

x2 + y2 + z2 = 9;

18)

∫∫
(S)

zdxdy, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà ñôåðè x2 + y2 + z2 = 9;

19)

∫∫
(S)

xzdxdz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà ïiðàìiäè, îáìåæåíî¨ ïëîùèíà-

ìè x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1;

20)

∫∫
(S)

yzdydz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà òðèêóòíèêà, óòâîðåíîãî ïåðå-

òèíîì ïëîùèíè x+ y + z = 4 ç êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè;

21)

∫∫
(S)

ydxdz + zdxdy, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà êóáà, îáìåæåíîãî ïëî-

ùèíàìè x = 0, y = 0, z = 0, x = 2, y = 2, z = 2;

22)

∫∫
(S)

(x + z)dydz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà ïiðàìiäè, îáìåæåíî¨ ïëî-

ùèíàìè x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1;

23)

∫∫
(S)

(y − z)dydz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi

x2 + y2 = z2, (0 6 z 6 2);

24)

∫∫
(S)

x2dydz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà ÷àñòèíè ñôåðè x2 +y2 +z2 = 4,

ùî ëåæèòü ó ïåðøîìó îêòàíòi;

25)

∫∫
(S)

(z − x)dxdz, äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi

x2 + y2 = z2, (0 6 z 6 3).



Çðàçêè ðîçâ'ÿçóâàííÿ iíäèâiäóàëüíèõ çàâäàíü

äî ðîçäiëó III

1. Îá÷èñëèòè ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë

∫∫
(S)

(x− 2y+ z)ds ïî ïîâåðõíi (S), äå

(S) � ÷àñòèíà ïëîùèíè 2x+
y

6
+ z = 1, ùî ìiñòèòüñÿ â ïåðøîìó îêòàíòi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî ïîâåðõíþ (S) ìîæíà çàäàòè â ÿâíîìó âèãëÿäi z =

z(x, y), (x, y) ∈ (P ), òî ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë I-ãî ðîäó îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîð-

ìóëîþ∫∫
(S)

f(x, y, z)ds =

∫∫
(P )

f(x, y, z(x, y))
√

1 + (z′x(x, y))2 + (z′y(x, y))2dxdy.

Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè z = 1− 2x− 1

6
y, (x, y) ∈ (P ) (äèâ. ðèñ. 11).

6
y

0 x

(P )

1
2

y = 6− 12x

Ðèñ. 11
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Îòæå,∫∫
(S)

(x− 2y+ z)ds =

∫∫
(P )

(
x− 2y+ 1− 2x− 1

6
y
)√

1 + (−2)2 +
(
− 1

6

)2

dxdy =

=

√
181

36

1
2∫

0

dx

6−12x∫
0

(−6x− 13y+ 6)dy =

√
181

36

1
2∫

0

(−6xy− 13

2
y2 + 6y)

∣∣∣6−12x

0
dx =

=

√
181

36

1
2∫

0

(
− 36x+ 72x2 − 13

2
(36− 144x+ 144x2) + 36− 72x

)
dx =

=
√

181
(
− 24

3
x3 +

23

2
x2 − 11

2
x
)∣∣∣ 12

0
=

√
181
(
− 24

3
· 1

8
+

23

2
· 1

4
− 11

2
· 1

2

)
= −7

√
181

8
. .

2. Îá÷èñëèòè ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë

∫∫
(S)

ds

r2
, äå (S) � öèëiíäð x2 +y2 = R2,

îáìåæåíèé ïëîùèíàìè z = 0, z = H, r � âiäñòàíü âiä ïîâåðõíi äî ïî÷àòêó

êîîðäèíàò.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé òî÷êà M(x, y, z) íàëåæèòü öèëiíäðó (äèâ. ðèñ. 12).

z

O

H

y
R

A

M

x

Ðèñ. 12

Îñêiëüêè ∆OAM � ïðÿìîêóòíèé, òî OM 2 = OA2 + AM 2 = R2 + z2.

Ïîâåðõíþ (S) çàäàìî â ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi: z = u, x = R cos v, y = R sin v,

äå

(u, v) ∈ (P ) = {(u, v) : 0 ≤ u ≤ H, 0 ≤ v ≤ 2π}.
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Îá÷èñëåííÿ ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëà I-ãî ðîäó, êîëè ïîâåðõíÿ çàäàíà â ïà-

ðàìåòðè÷íîìó âèãëÿäi x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) çäiéñíþ¹òüñÿ çà

ôîðìóëîþ∫∫
(S)

f(x, y, z)ds =

∫∫
(P )

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√
EG− F 2dudv,

äå

E = (x′u)
2 + (y′u)

2 + (z′u)
2,

G = (x′v)
2 + (y′v)

2 + (z′v)
2,

F = x′ux
′
v + y′uy

′
v + z′uz

′
v.

Çíàéäåìî ñïî÷àòêó E,G, F :

E = 02 + 02 + 12 = 1,

G = (−R sin v)2 + (R cos v)2 + 0 = R2,

F = 0 · (R sin v) + 0 · (−R cos v) + 1 · 0 = 0.

Îòæå, ∫∫
(S)

ds

R2 + z2
=

∫∫
P

1

R2 + u2

√
1 ·R2 − 0dudv =

= R

2π∫
0

dv

H∫
0

du

R2 + u2
= 2πR · 1

R
arctg

u

R

∣∣∣H
0

= 2π arctg
H

R
. .

3. Îá÷èñëèòè ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë II-ãî ðîäó

∫∫
(S)

(z−x)dxdz ïî ïîâåðõíi

(S), äå (S) � çîâíiøíÿ ñòîðîíà êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi x2 + y2 = z2, (0 6 z 6 3).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî ïîâåðõíÿ çàäàíà â ÿâíîìó âèãëÿäi z = z(x, y),

(x, y) ∈ (P ), òî ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë ïî çîâíiøíié ñòîðîíi ïîâåðõíi (âåêòîð

íîðìàëi óòâîðþ¹ ãîñòðèé êóò ç âiññþ Oz) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ∫∫
(S)

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dxdz +R(x, y, z)dydx =

=

∫∫
(P )

(−P (x, y, z(x, y))z′x(x, y)−Q(x, y, z(x, y))z′y(x, y)+R(x, y, z(x, y)))dxdy.
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−3

3
−3

3
1

2

3

x

y

z

Ðèñ. 13

Ïðè z ≥ 0 ðiâíÿííÿ êîíi÷íî¨ ïîâåðõíi ìà¹ âèãëÿä z =
√
x2 + y2, ïðè÷îìó

x2 + y2 ≤ 9 (äèâ. ðèñ. 13). Â íàøîìó âèïàäêó

P (x, y, z) = R(x, y, z) = 0,

òîìó

I =

∫∫
(S)

(z − x)dxdz =

∫∫
(P )

(x−
√
x2 + y2)

y√
x2 + y2

dxdy,

äå (P ) = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 9}. Ïåðåõîäèìî äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Òîäi

I =

3∫
0

dr

2π∫
0

(r cosϕ− r)r sinϕ

r
· rdϕ =

3∫
0

r2dr

2π∫
0

(cosϕ− 1) sinϕdϕ =

=
r3

3

∣∣∣3
0
·
(sin2 ϕ

2
+ cosϕ

)∣∣∣2π
0

= 0. .
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1. Îá÷èñëèòè ïîòiê âåêòîðíîãî ïîëÿ ~u ÷åðåç ÷àñòèíó ïëîùèíè σ ðîçòà-

øîâàíó â ïåðøîìó îêòàíòi (íîðìàëü óòâîðþ¹ ãîñòðèé êóò ç âiññþ Oz).

1) ~u = y~j + z~k, σ : x+ y + z = 1;

2) ~u = x~i+ 2y~j + 5z~k, σ : x+ 2y +
z

2
= 1;

3) ~u = 2x~i+ y~j + z~k, σ : x+
y

2
+
z

3
= 1;

4) ~u = 2x~i+ y~j − 2z~k, σ : 2x+ y + z = 1;

5) ~u = 2x~i+ 3y~j + z~k, σ :
x

3
+ y +

z

2
= 1;

6) ~u = x~i+ y~j + z~k, σ : 2x+ 3y + z = 1;

7) ~u = y~j + 3z~k, σ :
x

2
+ y + z = 1;

8) ~u = 2x~i+ y~j + z~k, σ : x+ y + z = 1;

9) ~u = x~i+ 3y~j + 8z~k, σ : x+ 2y +
z

2
= 1;

10) ~u = x~i+ y~j + z~k, σ : x+
y

2
+
z

3
= 1;

11) ~u = 2x~i+ 3y~j + z~k, σ : 2x+ 3y + z = 1;

12) ~u = 2x~i+ 3y~j, σ : x+ y + z = 1;

13) ~u = −x~i+ y~j + 12z~k, σ : 2x+
y

2
+ z = 1;

14) ~u = x~i+ 3y~j − z~k, σ :
x

3
+ y +

z

2
= 1;

15) ~u = x~i+ 4y~j + 5z~k, σ : x+ 2y +
z

2
= 1;

16) ~u = x~i+ 9y~j + 8z~k, σ : x+ 2y + 3z = 1;

17) ~u = x~i+ 3y~j + 2z~k, σ : x+ y + z = 1;

18) ~u = 8x~i+ 11y~j + 17z~k, σ : x+ 2y + 3z = 1;
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19) ~u = x~i− y~j + 6z~k, σ : x+ 2y +
z

2
= 1;

20) ~u = x~i+ y~j + 2z~k, σ : 2x+
y

2
+ z = 1;

21) ~u = x~i+ y~j + z~k, σ : x+ y + z = 1;

22) ~u = x~i+ y~j + z~k, σ : x+ y + z = 1;

23) ~u = 2x~i+ 3y~j + 4z~k, σ : 2x+ 3y + z = 1;

24) ~u = −x~i+ 2y~j + z~k, σ : x+ 2y + 3z = 1;

25) ~u = 8x~i+ 11y~j + 17z~k, σ : x+ 2y + 3z = 1.

2. Îá÷èñëèòè ïîòiê âåêòîðíîãî ïîëÿ ~u ÷åðåç çàìêíåíó ïîâåðõíþ σ (íîð-

ìàëü çîâíiøíÿ).

1) ~u = 2(z − y)~j + (x− z)~k, σ :

x
2 + y2 + 1 = z, z = 0,

x2 + y2 = 1;

2) ~u = 6x~i− 2y~j − z~k, σ :

3− 2(x2 + y2) = z,

x2 + y2 = z2, z > 0;

3) ~u = 8x~i− 2y~j + x~k, σ :

x+ y = 1, x = 0, y = 0,

x2 + y2 = z, z = 0;

4) ~u = 2x~i+ z~k, σ :

x
2 + y2 + 1 = z,

x2 + y2 = 4, z = 0;

5) ~u = z~i− 4y~j + 2x~k, σ :

x
2 + y2 = z,

z = 1;

6) ~u = (y + 2z)~i− y~j + 3z~k, σ :

9− 2

3
(x2 + y2) = z,

x2 + y2 = z2, z > 0;

7) ~u = (y + z)~i+ (x− 2y + z)~j + x~k, σ :

x
2 + y2 = 1,

x2 + y2 = z, z = 0;

8) ~u = (x+ z)~i+ (z + y)~k, σ :

x
2 + y2 = 9,

z = x, z = 0, z > 0;
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9) ~u = (z + y)~i+ y~j − x~k, σ :

x
2 + z2 = 2y,

y = 2;

10) ~u = −2x~i+ z~j + (x+ y)~k, σ :

x
2 + y2 = 2y,

x2 + y2 = z, z = 0;

11) ~u = (2x+ y)~i+ (y + 2k)~k, σ :

z = 2− 4(x2 + y2),

z = 4(x2 + y2);

12) ~u = (x+ y)~i+ (y + z)~j + (z + x)~k, σ :

y = 2x, y = 4x,

x = 1, z = y2, z = 0;

13) ~u = x~i− (x+ 2y)~j + y~k, σ :

x
2 + y2 + 1 = z, z = 0,

x+ 2y + 3z = 6;

14) ~u = z~i+ x~j − z~k, σ :

x
2 + y2 = 4z,

z = 4;

15) ~u = 3x~i− z~j, σ :

6− x2 − y2 = z,

x2 + y2 = z2, z > 0;

16) ~u = y~i+ (x+ 2y)~j + x~k, σ :

x
2 + y2 = 2x,

x2 + y2 = z, z = 0;

17) ~u = (2x−3z)~i+(3x+2z)~j+(x+y+z)~k, σ :

x
2 + y2 = 1,

z = 4− x− y, z = 0;

18) ~u = x~i+ z~j − y~k, σ :

4− 2(x2 + y2) = z,

2(x2 + y2) = z;

19) ~u = −2y~i+ x~j + 3z~k, σ :

x
2 + y2 = z,

z = 2x;

20) ~u = (z + y)~i+ (x− z)~j + x~j + z~k, σ :

x
2 + y2 = 1,

3x+ 4y + z = 12, z = 0;
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21) ~u = (3x− y − z)~i+ 3y~j + 2z~k, σ :

x
2 + y2 = z,

z = 2y;

22) ~u = z~i+ (3y − x)~j − z~k, σ :

x
2 + y2 = 1,

x2 + y2 + 2 = z, z = 0;

23) ~u = 4x~i− 2y~j − z~k, σ :

3x+ 2y = 12,

3x+ y = 6, x+ y + z = 6, y = 0, z = 0;

24) ~u = (2y − 15x)~i+ (z − y)~j − (x− 3y)~k, σ :

x
2 + y2 + 1 = z,

x2 + y2 =
1

4
, z = 0;

25) ~u = 2x~i+ 2y~j + z~k, σ :

y = x2, y = 4x2, y = 1,

x > 0, z = y, z = 0.

3. Îá÷èñëèòè öèðêóëÿöiþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~u ïî çàìêíåíîìó êîíòóðó (L),

âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ãðiíà.

1) ~u = (xy + x+ y)~i+ (xy + x− y)~j, (L) : (x− 1)2 + y2 = 1;

2) ~u = (2y − x)~i+ xy~j, (L) : x = 0, y = 0, x+ y = 2;

3) ~u = (1− x2)~i+ x(1 + y2)~j, (L) : x2 + y2 = 1;

4) ~u = 2xy~i− (x+ y)~j, (L) : y = 3, y = x2 − 1;

5) ~u = (x2 − y2)~i− 2xy~j, (L) : y = 4− x2, y = 0.

Îá÷èñëèòè öèðêóëÿöiþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~u ïî çàìêíåíîìó êîíòóðó (L),

âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ñòîêñà.

6) ~u = (x + 2z)~i + (x + 3y + z)~j + (5x + y)~k, (L) : x + y + z = 2,

x = 0, y = 0, z = 0;

7) ~u = (x + y)~i + (x − z)~j + (y + z)~k, (L) : x + y + z = 2, x = 0,

y = 0, z = 0;

8) ~u = z~j − y~k, (L) : x2 + y2 = 4, x+ 2z = 5;

9) ~u = x2y3~i+~j + z~k, (L) : x2 + y2 = 9, z = 0;

10) ~u = (2z − x)~i + (x + 2z)~j + 3z~k, (L) : x + 4y + z = 4, x = 0,

y = 0, z = 0;
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11) ~u = xy~i+ yz~j + zx~k, (L) : x2 + y2 = 1, x+ y + z = 1;

12) ~u = y~i+ z~j + x~k, (L) : 2(1− x2 − y2) = z, z = 0;

13) ~u = (z2−x2)~i+(x2−y2)~j+(y2−z2)~k, (L) : x2+y2+z = 6, x2+y2 = z2;

14) ~u = (x−y+3z)~i+(y−3x+z)~j+(x−3y+z)~k, (L) : 2x+3y+6z = 3,

x = 0, y = 0, z = 0;

15) ~u = (x + 3y + 2z)~i + (2x + z)~j + (x − y)~k, (L) : 3x + 2y + 6z = 6,

x = 0, y = 0, z = 0;

16) ~u = (x − 2z)~i + (x + 3y + z)~j + (5x + y)~k, (L) : x + y + z = 1,

x = 0, y = 0, z = 0;

17) ~u = −y~i+ 2x~j + k~k, (L) : (x− 2)2 + y2 = 1, z = 0;

18) ~u = (y−x)~i+(x+y)~j+y~k, (L) : x+y+z = 1, x = 0, y = 0, z = 0;

19) ~u = y~i− x~j + 2~k, (L) : x2 + y2 = z, z = 1;

20) ~u = x2y3~i+~j + z~k, (L) : x2 + y2 = 1, z = 0.

Îá÷èñëèòè öèðêóëÿöiþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~u ïî çàìêíåíîìó êîíòóðó (L).

21) ~u = y~i+ x~j + z~k, (L) : x = 2 cos t, y = 2 sin t, z = 3;

22) ~u = y~i− x~k, (L) : x = 2 cos3 t, y = 2 sin3 t, z = 0, x > 0, y > 0;

23) ~u = z~i−x~k, (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ ìiæ òî÷êàìè A(1; 1; 1), B(3; 2; 1);

24) ~u = zy2~i+ xz2~j + x~k, (L) : x = y2 + z2, x = 9;

25) ~u = 2x2~i − y~k, (L) � âiäðiçîê ïðÿìî¨ ìiæ òî÷êàìè A(2; 0; 1),

B(3; 2; 2).

4. Ïåðåâiðèòè, ÷è áóäå âåêòîðíå ïîëå ~u ïîòåíöiàëüíèì i ñîëåíî¨äíèì.

ßêùî ïîëå ~u ïîòåíöiàëüíå, çíàéòè éîãî ïîòåíöiàë.

1) ~u = (3x− yz)~i+ (3y − xz)~j + (3z − xy)~k;

2) ~u = (8x− 5yz)~i+ (8y − 5xz)~j + (8z − 5xy)~k;

3) ~u = yz~i+ xz~j + xy~k;

4) ~u = (x2 + yz)~i+ (y2 + xz)~j + (z2 + xy)~k;

5) ~u = (6xy + z)~i+ (3x2 − 2y)~j + x~k;

6) ~u = (10x− 3yz)~i+ (10y − 3xz)~j + (10z − 3xy)~k;

7) ~u = (6x+ 7yz)~i+ (6y + 7xz)~j + (6z + 7xy)~k;
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8) ~u = (8x+ 5yz)~i+ (8y + 5xz)~j + (8z + 5xy)~k;

9) ~u = (x+ yz)~i+ (y + xz)~j + (z + xy)~k;

10) ~u = yz2~i+ xz2~j + 2xyz~k;

11) ~u = (4x− 7yz)~i+ (4y − 7xz)~j + (4z − 7xy)~k;

12) ~u = (11x− 3yz)~i+ (11y − 3xz)~j + (11z − 3xy)~k;

13) ~u = (2x+ 7yz)~i+ (2y + 7xz)~j + (2z + 7xy)~k;

14) ~u = (x− 2yz)~i+ (y − 2xz)~j + (z − 2xy)~k;

15) ~u = yz(2x+ y + z)~i+ xz(x+ 2y + z)~j + xy(x+ y + 2z)~k;

16) ~u = (4x− 2yz)~i+ (4y − 7xz)~j + (4z − 7xy)~k;

17) ~u = (x+ 2yz)~i+ (y + 2xz)~j + (z + 2xy)~k;

18) ~u = (9x+ 5yz)~i+ (9y + 5xz)~j + (9z + 5xy)~k;

19) ~u = (3x+ yz)~i+ (3y + xz)~j + (3z + xy)~k;

20) ~u = (7x− 3yz)~i+ (7y − 3xz)~j + (7z − 3xy)~k;

21) ~u = (x+ 7yz)~i+ (y + 7xz)~j + (z + 7xy)~k;

22) ~u = (7x− 2yz)~i+ (7y − 2xz)~j + (7z − 2xy)~k;

23) ~u = (3x+ 4yz)~i+ (3y + 4xz)~j + (3z + 4xy)~k;

24) ~u = (12x+ yz)~i+ (12y + xz)~j + (12z + xy)~k;

25) ~u = (5x+ 4yz)~i+ (5y + 4xz)~j + (5z + 4xy)~k.



Çðàçêè ðîçâ'ÿçóâàííÿ iíäèâiäóàëüíèõ çàâäàíü

äî ðîçäiëó IV

1. Îá÷èñëèòè ïîòiê âåêòîðíîãî ïîëÿ ~u = 8x~i+ 11y~j + 17z~k ÷åðåç ÷àñòèíó

ïëîùèíè x+ 2y+ 3z = 1, ðîçòàøîâàíó â ïåðøîìó îêòàíòi (íîðìàëü óòâîðþ¹

ãîñòðèé êóò ç âiññþ Oz).

1

y

0

1
2

(P )
x

y =
1

2
− x

2

Ðèñ. 14
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîòiê âåêòîðíîãî ïîëÿ

~u = P (x, y, z)~i+Q(x, y, z)~j +R(x, y, z)~k

÷åðåç ïîâåðõíþ (S) ó íàïðÿìi íîðìàëi ~n îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

Π =

∫∫
(S)

(
P (x, y, z) cosα +Q(x, y, z) cos β +R(x, y, z) cos γ

)
dS,

äå cosα, cos β, cos γ � íàïðÿìíi êîñèíóñè íîðìàëi ~n. Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè

çâ'ÿçêó ìiæ ïîâåðõíåâèìè iíòåãðàëàìè I-ãî òà II-ãî ðîäó, ìà¹ìî òàêîæ, ùî

Π =

∫∫
(S)

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dxdz +R(x, y, z)dxdy.
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Ñêîðèñòà¹ìîñü, íàïðèêëàä, äðóãîþ ôîðìóëîþ i âðàõó¹ìî, ùî ïîâåðõíþ

ìîæíà çàäàòè ó ÿâíîìó âèãëÿäi z = z(x, y), (x, y) ∈ (P ) (äèâ. ðèñ. 14). Òîäi

Π =

∫∫
(S)

(
− P (x, y, z)z′x(x, y)−Q(x, y, z)z′y(x, y) +R(x, y, z)

)
dxdy.

Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ìà¹ âèãëÿä z =
1

3
− 1

3
x− 2

3
y. Òîäi

Π =

∫∫
(P )

(
− 8x ·

(
− 1

3

)
− 11y ·

(
− 2

3

)
+ 17

(1

3
− 1

3
x− 2

3
y
))
dxdy =

=
1

3

1
2∫

0

dy

1−2y∫
0

(8x+ 22y + 17− 17x− 34y)dx =

=
1

3

1
2∫

0

(
− 9

2
x2 − 12xy + 17x

)∣∣∣1−2y

0
dy =

=
1

6

1
2∫

0

(−9(1− 2y)2 − 24(1− 2y)y + 34(1− 2y))dy =

=
1

6

1
2∫

0

(−9+36y−36y2−24y+48y2 +34−68y)dy =
1

6

1
2∫

0

(12y2−56y+25)dy =

=
1

6
(4y3 − 28y2 + 25y)

∣∣∣ 12
0

=
1

6
·
(1

2
− 7 +

25

2

)
= 1. .

2. Îá÷èñëèòè ïîòiê âåêòîðíîãî ïîëÿ ~u = 2x~j + 2y~j + z~k, ÷åðåç çàìêíåíó

ïîâåðõíþ σ :

y = x2, y = 4x2, y = 1,

x > 0, z = y, z = 0,
ïðè óìîâi, ùî íîðìàëü çîâíiøíÿ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðè îá÷èñëåííi ïîòîêó âåêòîðíîãî ïîëÿ

~u = P (x, y, z)~i+Q(x, y, z)~j +R(x, y, z)~k

÷åðåç ïîâåðõíþ (S+) ìîæíà ñêîðèñòàòèñü ôîðìóëîþ Ãàóñà-Îñòðîãðàäñüêîãî

Π =

∫∫∫
(V )

div ~udxdydz =

∫∫∫
(V )

(∂P
∂x

+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz,

äå (V ) � çâ'ÿçíà îáëàñòü, ÿêó îáìåæó¹ ïîâåðõíÿ (S).
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1

1

y

0

(D)

x

y = 4x2

y = x2

Ðèñ. 15

Â íàøîìó âèïàäêó îáëàñòü (V ) çíèçó îáìåæåíà ïëîùèíîþ z = 0, çâåðõó

� ïëîùèíîþ z = y. Ïðè ïðîåêòóâàííi òiëà (V ) íà ïëîùèíó xOy îòðèìó¹ìî

ïëîñêó ôiãóðó (D) (äèâ. ðèñ. 15). Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî, ùî

(V ) =
{

(x, y, z) : 0 6 y 6 1,

√
y

2
6 x 6

√
y, 0 6 z 6 y

}
.

Îòæå,∫∫∫
(V )

(2 + 2 + 1)dxdydz = 5

1∫
0

dy

√
y∫

√
y

2

dx

y∫
0

dz = 5

1∫
0

dy

√
y∫

√
y

2

ydx =

= 5

1∫
0

yx
∣∣∣√y√

y

2

dy = 5

1∫
0

y
√
y

2
dy =

5

2
· 2

5
y2√y

∣∣∣1
0

= 1. .

3. Îá÷èñëèòè öèðêóëÿöiþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~u = y2z2~j + x2z~j + x~k ïî çà-

ìêíóòîìó êîíòóðó (L) =
{

(x, y, z) : x =
y2

9
+
z2

4
, x = 4

}
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Öèðêóëÿöiÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ

~u = P (x, y, z)~i+Q(x, y, z)~j +R(x, y, z)~k

âçäîâæ çàìêíóòîãî êîíòóðó (Γ) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

L =

∫
(Γ)

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz.

Ìè ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ Ñòîêñà àáî áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëèòè

êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë, çàäàâøè êðèâó (Γ) â ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi: x = 4,

y = 6 cos t, z = 4 sin t, äå t ∈ [0; 2π].
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Îòæå,

L =

2π∫
0

(
(6 cos t)2(4 sin t)2 · 0 + 42 · 4 sin t(−6 sin t) + 4 · 4 cos t

)
dt =

= −42 · 4 · 6
2π∫

0

1− cos 2t

2
dt+ (16 sin t)

∣∣∣2π
0

= −192
(
t− sin 2t

2

)∣∣∣2π
0

= −384π. .

4. Ïåðåâiðèòè, ÷è áóäå âåêòîðíå ïîëå

~u = (5x+ 4yz)~i+ (5y + 4xz)~j + (5z + 4xy)~k

ïîòåíöiàëüíèì i ñîëåíî¨äíèì. ßêùî ïîëå ~u ïîòåíöiàëüíå, çíàéòè éîãî ïîòåí-

öiàë.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá âåêòîðíå ïîëå áóëî ïîòåíöiàëüíèì, íåîáõi-

äíî i äîñòàòíüî âèêîíàííÿ óìîâ

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
,

∂P

∂z
=
∂R

∂x
,

∂Q

∂z
=
∂R

∂y
.

Â íàøîìó âèïàäêó

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
= 4z,

∂P

∂z
=
∂R

∂x
= 4y,

∂Q

∂z
=
∂R

∂y
= 4x.

Îòæå, ïîëå ¹ ïîòåíöiàëüíå.

Çíàéäåìî ôóíêöiþ ϕ(x, y, z), ÿê ñêàëÿðíèé ïîòåíöiàë ïîëÿ ~u ç ðiâíîñòåé:

∂ϕ

∂x
= P (x, y, z) = 5x+ 4yz,

∂ϕ

∂y
= Q(x, y, z) = 5y + 4xz,

∂ϕ

∂z
= R(x, y, z) = 5z + 4xy.

Iíòåãðóþ÷è ïåðøó ðiâíiñòü ïî x, îòðèìà¹ìî

ϕ(x, y, z) =
5x2

2
+ 4xyz + c1(y, z).

Äèôåðåíöiþ¹ìî ïî y, âèêîðèñòîâóþ÷è äðóãó óìîâó, îòðèìó¹ìî

∂ϕ

∂y
= 4xz +

∂

∂y
c1(y, z) = 4xz + 5y.
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Çâiäñè
∂

∂y
c1(y, z) = 5y. Iíòåãðó¹ìî ïî y : c1(y, z) =

5y2

2
+ c2(z). Òàêèì ÷èíîì,

ϕ(x, y, z) =
5x2

2
+ 4xyz +

5y2

2
+ c2(z).

Äèôåðåíöiþ¹ìî ïî z i âèêîðèñòîâó¹ìî òðåòþ óìîâó:

∂ϕ

∂z
= 4xy +

d

dz
c2(z) = 5z + 4xy.

Çâiäñè c2(z) =
5z2

2
+ c, äå c = const.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî â ðåçóëüòàòi

ϕ(x, y, z) =
5x2

2
+

5y2

2
+

5z2

2
+ 4xyz + c.

Çàóâàæèìî, ùî

ϕ(x, y, z) =

(x,y,z)∫
(x0,y0,z0)

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz.

Äëÿ òîãî, ùîá âåêòîðíå ïîëå ~u áóëî ñîëåíî¨äíèì, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,

ùîá div ~u = 0. Îñêiëüêè

div ~u =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
,

òî â íàøîìó âèïàäêó ìà¹ìî:

div ~u = 5 + 5 + 5 = 15.

Îòæå ïîëå íå ¹ ñîëåíî¨äíèì. .
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