
Вибранi задачi XVI Всеукраїнського турнiру
юних математикiв

О.Г. Кукуш, I.М. Мiтельман, В.М. Радченко, I.В. Федак, В.А. Ясiнський

З 28 жовтня по 2 листопада 2013 р. у м. Сiмферополi пройшов XVI турнiр юних ма-
тематикiв iменi професора М.Й. Ядренка. Про перебiг фiналу турнiру розповiдалося
у попередньому номерi нашого журналу. У заочному турi турнiру було запропоно-
вано 21 задачу. Ми наводимо розв’язання частини цих задач, зберiгаючи початкову
нумерацiю.

Пiсля чвертьфiнальних боїв серед команд-учасниць було проведено рейтингове
опитування з метою виявити 10 задач, якi будуть грати у пiвфiналах. Найвищий
рейтинг отримали задачi 9 «Коло шести точок» i 16 «Тригонометрiя та многочлени».

1. «Спрощення виразу». Нехай дано многочлен Q(x) n-го степеня з дiйсними
коефiцiєнтами i набiр дiйсних чисел λ1 < λ2 < . . . < λn+1. Спростiть вираз

φ(x) =
n+1∑
i=1

aiQ (x+ λi) ,

де ai =
∏
j ̸=i

(λi − λj)
−1 , 1 ≤ i ≤ n+ 1 (добуток береться за усiма 1 ≤ j ≤ n+ 1, j ̸= i).

Розв’язання. Якщо P (t) — многочлен степеня не вище n, то

P (t) ≡
n+1∑
i=1

(
P (λi) ·

∏
j ̸=i

t− λj

λi − λj

)
, t ∈ R. (∗)

Справдi, права частина (∗) є многочленом степеня не вище n та дорiвнює P (λi) при
t = λi, 1 ≤ i ≤ n+1, а многочлени степеня не вище n, значення яких збiгаються у n+1
точках, є тотожно рiвними. (Вираз у правiй частинi (∗) називається iнтерполяцiйним
многочленом Лагранжа).

Нехай Q(x) = q0x
n+q1x

n−1+ . . .+qn, q0 ̸= 0. Запишемо рiвнiсть (∗) для многочлена
n-го степеня вiд t з параметром x

Px(t) = Q(x+ t) = q0t
n + p1(x)t

n−1 + . . .+ p0(x).

Маємо

Px(t) =
n+1∑
i=1

(
Px(λi) ·

∏
j ̸=i

t− λj

λi − λj

)
=

n+1∑
i=1

(
aiQ(x+ λi) ·

∏
j ̸=i

(t− λj)

)
, t ∈ R.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при tn справа i злiва, дiстаємо, що φ(x) = q0 при всiх
x ∈ R.

Вiдповiдь: φ(x) тотожно дорiвнює старшому коефiцiєнту многочлена Q(x).
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2. «Нерiвнiсть з параметром». Знайдiть усi такi значення параметра a, при
яких нерiвнiсть

1

x
+

1

y
>

a

x+ y
+

√
1

x2
+

1

y2

має мiсце для всiх x > 0 та y > 0.
Розв’язання. Пiсля рiвносильних перетворень дiстаємо нерiвнiсть

x+ y

xy
(x+ y −

√
x2 + y2) > a, або

(1 + t)(1 + t−
√
1 + t2)

t
> a,

де t = y
x
> 0. Домножимо чисельник та знаменник лiвої частини на 1 + t +

√
1 + t2.

Враховуючи, що (1 + t−
√
1 + t2)(1 + t+

√
1 + t2) = (1 + t)2 − (1 + t2) = 2t, дiстанемо

f(t) =
2(1 + t)

1 + t+
√
1 + t2

> a, t > 0.

Оскiльки
√
1 + t2 <

√
1 + 2t+ t2 = 1 + t, то f(t) > 1 при всiх t > 0. Отже, всi a ≤ 1

задовольняють умову задачi. З iншого боку, функцiя f(t) є неперервною на [0,+∞) та
f(0) = 1, тому якщо a > 1, то при достатньо маленьких додатних значеннях t маємо
f(t) < a.

Вiдповiдь: a ≤ 1.

4. «Пiрати, скарб та математика». Нехай N i k — заданi натуральнi числа. N
пiратiв знайшли скарб, що складався з однакових золотих монет, i вирiшили подiлити
його мiж собою, визначивши жеребкуванням порядок, за яким вони пiдходитимуть до
скринi за скарбом. У встановленiй послiдовностi пiрати один за одним пiдходили до
скринi, i кожен з них брав собi одну монету й пiсля цього ще k-ту частину вiд решти
монет. Коли у такий спосiб узяв свою долю останнiй з пiратiв, то з’ясувалось, що
залишилась певна кiлькiсть монет, яку пiрати змогли роздiлити мiж собою порiвну.

4.1. Для N = 2027 та k = 2013 знайдiть найменшу кiлькiсть монет у скарбi, при
якiй описаний подiл є можливим.

4.2. Дослiдiть величину S(N, k) — найменшу кiлькiсть монет у скарбi, при якiй
описаний подiл є можливим.

Розв’язання. Якщо k = 1, то вже пiсля пiдходу першого пiрата монет у скарбi не
залишиться. Тому надалi вважаємо, що k > 1. Крiм того, при N = 1 умову задачi
задовольняє мiнiмальна кiлькiсть монет у скарбi, яка дорiвнює k + 1. Надалi вважа-
тимемо, що N > 1.

Нехай m — деяка кiлькiсть монет у скарбi, при якiй описаний подiл є можливим.
Позначимо через xi, 1 ≤ i ≤ N, кiлькiсть монет, якi залишаються у скарбi пiсля того,
як свою долю взяв i-тий пiрат. Враховуючи умову задачi, послiдовно знаходимо

x1 = m− 1− m−1
k

= (m− 1) k−1
k
,

x2 = (x1 − 1) k−1
k

= (m− 1)
(
k−1
k

)2 − k−1
k
,

x3 = (x2 − 1) k−1
k

= (m− 1)
(
k−1
k

)3 − (k−1
k

)2 − k−1
k
,
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· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xN =(xN−1 − 1) k−1

k
= (m− 1)

(
k−1
k

)N −
(
k−1
k

)N−1 −
(
k−1
k

)N−2 − . . .− k−1
k

=

=(m− 1)
(
k−1
k

)N
+ k

(
k−1
k

)N − (k − 1) = (m+ k − 1)
(
k−1
k

)N − (k − 1) .

Оскiльки k−1 та k — взаємно простi числа, то xN , а разом з ним i всi попереднi xi,
буде цiлим, якщо m+k−1 = l ·kN при деякому натуральному l. При цьому отримаємо,
що xN = l (k − 1)N − (k − 1) . Вибравши найменше l ≥ 1, при якому xN дiлиться на N,
знайдемо S(N, k) = m = l · kN − k + 1.

Проаналiзуємо отриманi результати:
а) При k = 2 найменшим є l = N + 1, тодi S(N, 2) = (N + 1)2N − 1.
б) Якщо k − 1 дiлиться на N, то l = 1 та S(N, k) = kN − k + 1.
в) Якщо N — просте число, то при кожному k > 2 можна покласти l = 1, бо

внаслiдок малої теореми Ферма (k − 1)N − (k − 1) дiлиться на N. У цьому випадку
S(N, k) = kN − k + 1. Зокрема ми можемо навести вiдповiдь до задачi 4.1: оскiльки
N = 2027 — просте число, то S (2027, 2013) = 20132027 − 2012.

г) Нехай k > 2 i НСД(k − 1, N) = 1. Тодi за теоремою Ойлера (k − 1)φ(N) − 1
дiлиться на N, де φ(N) — функцiя Ойлера, тобто кiлькiсть натуральних чисел, не
бiльших за N та взаємно простих з N . Знайдемо найменше натуральне число s таке,
що q = sφ(N)−N + 1 ≥ 0. Тодi при l = (k − 1)q дiстанемо, що

xN = l (k − 1)N − (k − 1) = (k − 1)
(
(k − 1)sφ(N) − 1

)
дiлиться на N, а тому розподiл скарбу можливий та S(N, k) ≤ m = ksφ(N)+1 − k + 1.

д) Нехай k > 2 та НСД (k − 1, N) = d > 1. Покладемо M = N
d
. Покажемо, що

розподiл скарбу є неможливим за умови НСД(k − 1,M) > 1. Справдi, нехай p —
простий дiльник числа НСД (k − 1,M) . Тодi p входить у розклад на множники числа
k− 1 з деяким степенем n та у розклад на множники числа N зi степенем бiльшим за
n. Отже, xN = l(k− 1)N − (k− 1) не дiлиться на pn+1 при жодному натуральному l, а
тому не дiлиться на N .

При НСД(k − 1,M) = 1 аналогiчно до мiркувань з пункту г) знайдемо найменше
натуральне число s таке, що q = sφ(M) −N + 1 ≥ 0, та покладемо l = (k − 1)q. Тодi
l(k− 1)N−1− 1 = (k− 1)sφ(M)− 1 дiлиться на M, а отже xN дiлиться на Md = N. Тому
розподiл скарбу можна здiйснити та S(N, k) ≤ m = ksφ(M)+1 − k + 1.

5. «Многочлен».
5.1. Чи iснує такий многочлен P (x) з дiйсними коефiцiєнтами, що для всiх x ∈ R

виконується рiвнiсть

P
(
x+ x2

)
= x+ x2 + . . .+ x2013 + x2014?

5.2. Чи iснує такий многочлен P (x) з дiйсними коефiцiєнтами, що для всiх дiйсних
чисел a i b та для всiх x ∈ R виконується рiвнiсть

P
(
x+ x2 + x3

)
= x+ x2 + x3 + . . .+ x2010 + ax2011 + bx2012 + x2013?
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Розв’язання.
5.1. При x = 1 дiстаємо P (2) = 2014, а при x = −2 маємо

P (2) = (−2 + 4) + (−8 + 16) + . . .+
(
−22013 + 22014

)
= 2 + 8 + . . .+ 22013 ̸= 2014,

суперечнiсть. Отже, такого многочлена P (x) не iснує.
5.2. Якщо значення двох многочленiв спiвпадають у нескiнченнiй кiлькостi точок,

то цi многочлени є рiвними. Тому рiвнiсть з умови задачi має виконуватися i при всiх
комплексних значеннях x. Зокрема при x = −1 та x = i дiстаємо P (−1) = −a+b−1 та
P (−1) = i−1−ai+ b+ i вiдповiдно. Прирiвнюючи дiйснi та уявнi частини отриманих
значень, приходимо до системи рiвнянь −a + b − 1 = b − 1 та 2 − a = 0, яка не має
розв’язкiв. Отже, такого многочлена P (x) не iснує.

6. «Геометричне мiсце точок». Дано коло ω, на якому позначено точки A, B,
C. Нехай BF i CE — висоти трикутника ABC, M — середина сторони AC. Знайдiть
геометричне мiсце точок перетину прямих BF i EM для всiх положень точки A на
колi ω.

Розв’язання. Нехай O – центр кола ω, H – точка перетину висот трикутника ABC,
T — точка перетину прямих BF i EM , G — точка перетину кiл, побудованих на BC
та CO як на дiаметрах (рис. 1). Тодi ∠CGO = ∠CGB = 90◦, а отже точки B,O,G
лежать на однiй прямiй. Також маємо

∠MGO = ∠MCO = 90◦ − ∠MOC = 90◦ − ∠EBC = ∠ECB = ∠EGB = ∠EGO,

тому точки M,G,E теж лежать на однiй
прямiй.

Подальшi мiркування проведемо для
розташування точок, зображеного на
рис. 1. Нехай ∠BAC = α, 45◦ < α < 90◦.
Маємо ∠EBT = 90◦ − α, ∠AEM = α,
∠ETB = ∠AEM − ∠EBT = 2α − 90◦, а
тому за теоремою синусiв

BT = −BE
sinα

cos 2α
= −BH

sin2 α

cos 2α
.

Отже, точка T є образом точки H при
гомотетiї з центром B та коефiцiєнтом
− sin2 α

cos 2α
. Аналогiчнi обчислення для iнших

значень α показують, що останнє твер-
дження має мiсце для всiх 0◦ < α < 180◦,
α ̸= 45◦, α ̸= 135◦. При α = 45◦ та
α = 135◦ прямi BF та EM паралельнi або
збiгаються, тобто точку T не визначено.

Рис. 1.

Нехай тепер хорда BC розбиває коло ω на дуги α та 180◦−α, вiдмiннi вiд 45◦ та 135◦.
Оскiльки ∠BHC = ∠EHF = 180◦ −∠EAF = 180◦ − α, то точка H завжди належить
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колу ω′, симетричному до кола ω вiдносно прямої BC. Неважко встановити, що коли
A пробiгає коло ω, A ̸= B, A ̸= C, точка H пробiгає коло ω′ з двома виколотими
точками. Вiдповiдно точка T пробiгає коло, яке є образом ω′ при гомотетiї з центром
B та коефiцiєнтом − sin2 α

cos 2α
, з двома виколотими точками.

7. «Сума степенiв та зростання послiдовностi». Знайдiть усi такi трiйки до-
датних дiйсних чисел a, b, c, для яких послiдовнiсть un = an + bn + cn, n ≥ 1, зростає.

Розв’язання. Умова u2 > u1 є необхiдною для зростання послiдовностi un, n ≥ 1.
Доведемо, що ця умова є ще й достатньою. Справдi, за нерiвнiстю Кошi-Буняковського
при кожному n ≥ 2 маємо

un−1un+1 =(an−1 + bn−1 + cn−1)(an+1 + bn+1 + cn+1) ≥

≥(a
n−1
2 a

n+1
2 + b

n−1
2 b

n+1
2 + c

n−1
2 c

n+1
2 )2 = (an + bn + cn)2 = u2

n.

Звiдси
un+1

un

≥ un

un−1

≥ . . . ≥ u2

u1

> 1,

а отже un+1 > un, n ≥ 1.
Таким чином, послiдовнiсть un, n ≥ 1, зростає тодi й лише тодi, коли u2 > u1,

тобто при a2 + b2 + c2 > a+ b+ c. Цю умову можна переписати у виглядi(
a− 1

2

)2
+
(
b− 1

2

)2
+
(
c− 1

2

)2
>
(√

3
2

)2
,

тому шуканi трiйки (a, b, c) це координати тих точок першого октанту, якi лежать
зовнi сфери радiуса R =

√
3
2

з центром у точцi
(
1
2
, 1
2
, 1
2

)
.

8. «Функцiональне рiвняння». Знайдiть усi такi монотоннi на вiдрiзку [1; 2]
функцiї f : [0,+∞) → R, що для довiльних дiйсних r ≥ 0 i φ ∈

[
π
6
; π
4

]
виконується

рiвнiсть
f (r cosφ) + f (r sinφ) = f (r) .

Розв’язання. При r = 0 маємо f(0) + f(0) = f(0), тому f(0) = 0. При φ = π
4

для
всiх r ≥ 0 дiстаємо

f
(

r√
2

)
+ f

(
r√
2

)
= f (r) , а тому f (r) = 2f

(
r√
2

)
, f
(

r√
2

)
= 2f

(
r
2

)
, f (r) = 4f

(
r
2

)
.

Звiдси випливає, що f(r ·2k) = 22kf(r), k ∈ Z. Тому функцiя f буде монотонною не
лише на вiдрiзку [1; 2] , а й на всiх вiдрiзках [2k; 2k+1], k ∈ Z. При цьому f або зростає,
або спадає на всiх вiдрiзках, а отже функцiя f монотонна на (0;+∞) .

Визначимо функцiю g : [0; +∞) → R так, що g(x) = f (
√
x) . Тодi g(0) = 0 та

f(x) = g(x2). При цьому з монотонностi функцiї f на (0;+∞) випливає, що функцiя
g теж є монотонною на (0;+∞).

За умовою задачi g (r2 cos2 φ)+ g
(
r2 sin2 φ

)
= g (r2) для довiльних дiйсних r ≥ 0 та

φ ∈
[
π
6
; π
4

]
. Отже, g(u) + g (v) = g (u+ v) для всiх u, v > 0 таких, що 1 ≤ u

v
≤ 3.
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Доведемо iндукцiєю за n ≥ 1, що

g(nx) = ng(x), x > 0. (∗)

При n = 1 це очевидно. Припустимо, що (∗) має мiсце при всiх n ≤ k− 1, та доведемо
(∗) для n = k. Справдi, якщо k = 2m, то при u = v = m маємо

g (kx) = g (mx) + g (mx) = mg (x) +mg (x) = kg (x) .

Якщо ж k = 2m+ 1, то при u = (m+ 1)x та v = mx маємо 1 < u
v
= m+1

m
< 3, а тому

g (kx) = g ((m+ 1)x) + g (mx) = (m+ 1) g (x) +mg (x) = kg (x) .

Отже, рiвнiсть (∗) виконується при всiх n ≥ 1.
Нехай g(1) = c. При всiх m,n ≥ 1 з (∗) дiстаємо ng

(
m
n

)
= g(m) = mg(1) = mc,

тобто g
(
m
n

)
= m

n
c. Таким чином, g(x) = cx для всiх додатних рацiональних x.

Нехай тепер x — довiльне додатне iррацiональне число. З монотонностi функцiї
g випливає, що при c ≥ 0 для довiльних рацiональних чисел 0 < r′ < x < r′′ маємо
cr′ = g(r′) ≤ g(x) ≤ g(r′′) = cr′′, звiдки g(x) = cx. Аналогiчно розглядається випадок
c < 0. Отже, ми встановили, що g(x) = cx при всiх x ≥ 0. Вiдповiдно f(x) = cx2, x ≥ 0.

Перевiрка показує, що такi функцiї задовольняють умову задачi при всiх c ∈ R.
Вiдповiдь: f(x) = cx2, x ≥ 0, де c ∈ R довiльне.
9. «Коло шести точок». Дано трикутник PQR, вписане коло ω якого дотикає-

ться сторiн QR, RP та PQ в точках A, B та C вiдповiдно, причому AB2+AC2 = 2BC2.
Доведiть, що точка перетину вiдрiзкiв PA, QB i RC, центр кола ω, точка перетину
медiан трикутника ABC, точка A та середини вiдрiзкiв AC i AB лежать на одному
колi.

Розв’язання. Нехай AB = c, BC = a, AC = b,
AA1, BB1, CC1 — медiани трикутника ABC, M
— точка перетину медiан, O — центр кола ω
(рис. 2). Тодi ∠AB1O = ∠AC1O = 90◦, оскiльки
B1O, C1O — серединнi перпендикуляри до AC
та AB. Отже, точки A, B1, C1 та O лежать на
колi з дiаметром AO.

Нехай G — точка перетину медiани AA1 з
середньою лiнiєю B1C1. За формулою довжини
медiани внаслiдок умови задачi дiстаємо

AA2
1 =

1
4
(2b2 + 2c2 − a2) = 3

4
a2, а отже

AG ·MG = 1
2
AA1 · 16AA1 =

a2

16
= a

4
· a
4
= B1G ·C1G. Рис. 2.

Тому точка M належить колу, описаному навколо трикутника AB1C1.
Залишилося показати, що вiдрiзки PA, QB та RC мають спiльну точку, яка нале-

жить цьому ж колу.
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Опустимо з точки P перпендикуляри PD та
PE на прямi AB та AC вiдповiдно (рис. 3). Тодi
PB = PC, ∠PBD = C та ∠PCE = B, звiдки
PD
PE

= PB sinC
PC sinB

= c
b
. Неважко перевiрити (зробiть

це самостiйно), що промiнь AP є геометричним
мiсцем точок, якi лежать всерединi кута ∠BAC
та вiдстанi вiд яких до сторiн AB та AC вiднося-
ться як c до b. Нехай L — точка перетину AP та
BQ, ha, hb, hc — вiдстанi вiд точки L до сторiн
BC, AC та AB вiдповiдно. Тодi hc : hb = c : b та
аналогiчно ha : hc = a : c. Звiдси hb : ha = b : a, а
тому L належить CR. Таким чином, ми встано-
вили, що вiдрiзки PA, QB та RC перетинаються
у спiльнiй точцi L.

Далi, SABA1 = SACA1 , тому вiдстанi вiд точки
A1 до сторiн AB та AC вiдносяться як b до c.
Звiдси випливає, що точка, симетрична до A1

вiдносно бiсектриси кута ∠BAC, потрапить на
промiнь AP. Тому ∠BAL = ∠A1AC. Оскiльки Рис. 3.

SBCL : SACL : SABL = aha : bhb : chc = a2 : b2 : c2,

то внаслiдок умови b2+c2 = 2a2 дiстаємо, що SBCL = 1
3
SABC = SBCM, а отже LM ∥ BC.

Нарештi, нехай промiнь AP перетинає описане коло трикутника AB1C1 в точцi L1.
Тодi ⌣C1L1 =⌣MB, звiдки L1M ∥ C1B1 ∥ BC, а отже точки L1 та L збiгаються, що
завершує розв’язання.

11. «Простi числа та точнi квадрати». Знайдiть усi такi простi числа p, для
яких 37p2 − 47p+ 4 є квадратом натурального числа.

Розв’язання. Нехай 37p2 − 47p + 4 = n2, n ∈ N. Тодi p (37p− 47) = (n− 2) (n+ 2) .
Отже, n− 2 або n+ 2 дiлиться на просте число p.

Якщо n − 2 = kp, k ∈ N ∪ {0}, то n + 2 = kp + 4, p (37p− 47) = kp (kp+ 4) ,
(37− k2) p = 4k + 47. Звiдси k ≤ 6 та перебором знаходимо два розв’язки: p = 3 при
k = 4 та p = 71 при k = 6.

Якщо ж n+2 = lp, l ∈ N, то n− 2 = lp− 4, (37− l2) p = 47− 4l. Перебором значень
l ≤ 6 знаходимо ще один розв’язок p = 23 при l = 6, а при l > 6 iнших розв’язкiв
немає, бо (l2 − 37) p > 6l − 37 > 4l − 47.

Вiдповiдь: p = 3, p = 23 та p = 71.

13. «Рекурентне спiввiдношення та подiльнiсть». Розглянемо послiдовнiсть

{an, n ≥ 1} : a1 = 0, a2 = α, an = λan−1 + µan−2, n ≥ 3.

Чи iснують такi натуральнi числа α, λ, µ, що для кожного простого числа p > 2 число
ap2 дiлиться на p?
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Розв’язання. Нехай α = 6, λ = 1, µ = 2. Iндукцiєю за n ≥ 1 доведемо, що

an = 2n + 2(−1)n, n ≥ 1.

Справдi, при n = 1 та n = 2 ця рiвнiсть є очевидною, а якщо вона правильна при
n = m та n = m+ 1, то при n = m+ 2 маємо

am+2 = am+1 + 2am = 2m+1 + 2(−1)m+1 + 2(2m + 2(−1)m) = 2m+2 + 2(−1)m+2.

Нехай тепер n = p2, де p — непарне просте число. За малою теоремою Ферма 2p−1 − 1
дiлиться на p, тому

ap2 = 2p
2 − 2 = 2(2p

2−1 − 1) = 2(2p−1 − 1)(2p(p−1) + . . .+ 22(p−1) + 2p−1 + 1)

дiлиться на p.
Вiдповiдь: iснують.
16. «Тригонометрiя та многочлени». Знайдiть усi k ∈ Z, для кожного з яких

iснує такий многочлен вiд трьох змiнних P (u, v, w) з дiйсними коефiцiєнтами, що для
всiх x ∈ R, y ∈ R виконується рiвнiсть

cos(20x+ 13y) = P (cosx, cos y, cos(x+ ky)).

Розв’язання. 1) Доведемо, що cos(ax+by), де a, b — ненульовi цiлi числа, неможливо
подати як многочлен з дiйсними коефiцiєнтами вiд cos x, cos y та cos(x + ky), якщо b
не дiлиться на k.

Справдi, якщо k = 0, то при всiх x, y ∈ R маємо

cos(ax− by) = P (cosx, cos(−y), cos x) = P (cosx, cos y, cos x) = cos(ax+ by),

зокрема при x = π
2a
, y = π

2b
дiстаємо 1 = −1, суперечнiсть.

Надалi вважаємо, що k ̸= 0. Тодi при всiх x ∈ R та y = ±π
k

маємо

cos
(
ax− πb

k

)
= P (cosx, cos(−y), cos(x− π)) = P (cosx, cos y, cos(x+ π)) = cos

(
ax+ πb

k

)
.

При x = πb
ak

з останньої рiвностi дiстаємо 1 = cos(2πb
k
), а отже b

k
має бути цiлим.

2) Доведемо, що при всiх цiлих a та b, для яких b дiлиться на k, функцiю cos(ax+by)
можна подати як многочлен з дiйсними коефiцiєнтами вiд cos x, cos y та cos(x+ ky).

Спочатку покажемо, що при кожному a ∈ Z iснує такий многочлен Ta(t), що
cos ax = Ta(cosx). Справдi, T0(t) = 1 та T1(t) = t, а якщо iснують многочлени Tn(t) та
Tn+1(t), то завдяки рiвностi

cos(n+ 2)x = 2 cos x cos(n+ 1)x− cosnx

можна покласти Tn+2(t) = 2tTn+1(t) − Tn(t), n ≥ 0. Отже, многочлени Ta(t) iснують
при всiх цiлих a ≥ 0 та залишилося при a < 0 покласти Ta(t) = T−a(t).
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Тепер покажемо, що при кожному a ∈ Z можна подати cos(ax+ ky) як многочлен
вiд cos x, cos y та cos(x + ky). Справдi, при a = 0 та a = 1 маємо cos ky = Tk(cos y) та
cos(x+ ky) = cos(x+ ky), а рiвнiсть

cos(nx+ ky) = 2 cos x cos
(
(n± 1)x+ ky

)
− cos

(
(n± 2)x+ ky

)
дозволяє зробити iндукцiйний перехiд вiд a = n− 2, a = n− 1 до a = n при n ≥ 2 та
вiд a = n+ 1, a = n+ 2 до a = n при n ≤ −1.

Нарештi, зафiксуємо довiльне a ∈ Z та покажемо, що cos(ax+ cky) можна подати
як многочлен вiд cos x, cos y та cos(x + ky) при всiх c ∈ Z. При c = 0 та c = 1 це вже
доведено, а рiвнiсть

cos(ax+ nky) = 2Tk(cos y) cos
(
ax+ (n± 1)ky

)
− cos

(
ax+ (n± 2)ky

)
дозволяє зробити iндукцiйний перехiд вiд c = n − 2, c = n − 1 до c = n при n ≥ 2 та
вiд c = n+ 1, c = n+ 2 до c = n при n ≤ −1.

Отже, ми встановили, що cos(ax+by), де a, b — ненульовi цiлi числа, можна подати
як многочлен вiд cos x, cos y та cos(x+ ky) тодi й лише тодi, коли b дiлиться на k.

Зокрема у вихiднiй задачi cos(20x+13y) є многочленом вiд cosx, cos y та cos(x+ky)
за умови, що 13 дiлиться на k, тобто при k = ±1, ±13.

Вiдповiдь: k = ±1, ±13.
17. «Ортоцентричний тетраедр». Через точку перетину медiан кожної з граней

тетраедра перпендикулярно до цiєї гранi проведено пряму. Доведiть, що всi цi чотири
прямi перетинаються в однiй точцi тодi i тiльки тодi, коли перетинаються в однiй
точцi чотири прямi, що мiстять висоти цього тетраедра.

Розв’язання. Розглянемо довiльний тетраедр A1A2A3A4. Нехай G1, G2, G3, G4 —
точки перетину медiан його граней A2A3A4, A1A3A4, A1A2A4, A1A2A3 вiдповiдно. Вi-
домо, що вiдрiзки A1G1, A2G2, A3G3 та A4G4 (їх називають медiанами тетраедра)
перетинаються в однiй точцi G, яка дiлить кожну медiану тетраедра у вiдношен-
нi 3 : 1, рахуючи вiд вершини. Тому тетраедр G1G2G3G4 є гомотетичним тетраедру
A1A2A3A4 з центром гомотетiї у точцi G i коефiцiєнтом k = −1

3
. Вказанi перпендикуля-

ри до граней тетраедра A1A2A3A4 мiстять висоти тетраедра G1G2G3G4. Залишається
зауважити, що висоти тетраедра G1G2G3G4 перетинаються в однiй точцi тодi й лише
тодi, коли висоти тетраедра A1A2A3A4 перетинаються в однiй точцi.

21. «Найбiльше значення». Нехай n ≥ 2. Знайдiть найбiльше значення виразу√
a21 + 1 +

√
a22 + 1 + . . .+

√
a2n + 1

a1 + a2 + . . .+ an

для додатних a1, a2, . . . , an, якi задовольняють умову a1a2 . . . an = 1.
Розв’язання. Доведемо, що√

a21 + 1 +
√

a22 + 1 + . . .+
√

a2n + 1 ≤
√
2 (a1 + a2 + . . .+ an) . (∗)
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Оскiльки при a1 = . . . = an = 1 досягається рiвнiсть, то звiдси випливатиме, що
шукане найбiльше значення дорiвнює

√
2.

Розглянемо функцiю f(x) =
√
x2 + 1 − x

√
2 + lnx√

2
та покажемо, що f(x) ≤ 0 при

всiх x > 0. Маємо

f ′(x) =
x√

x2 + 1
−
√
2 +

1√
2x

=
2x2 − 2

√
2x

√
x2 + 1 +

√
2
√
x2 + 1

2x
√
x2 + 1

.

Перетворимо чисельник останнього виразу:

2x2 − 2
√
2x

√
x2 + 1 +

√
2
√
x2 + 1 =

(√
2x−

√
x2 + 1

)2
+
√
x2 + 1

(√
2−

√
x2 + 1

)
.

При 0 < x < 1 цей вираз очевидно є додатним, а при x > 1 вираз є вiд’ємним, бо√
x2 + 1 >

√
2x−

√
x2 + 1 > 0 та

√
x2 + 1−

√
2 =

x2 − 1√
x2 + 1 +

√
2
>

x2 − 1√
2x+

√
x2 + 1

=
√
2x−

√
x2 + 1 > 0,

а отже
√
x2 + 1

(√
2−

√
x2 + 1

)
< −

(√
2x−

√
x2 + 1

)2
.

Таким чином, функцiя f(x) зростає при 0 < x < 1 та спадає при x > 1, а тому при
всiх x > 0 маємо f(x) ≤ f(0) = 0. Отже,

f(a1) + . . .+ f(an) =
√

a21 + 1 + . . .+
√

a2n + 1−
√
2 (a1 + . . .+ an) ≤ 0

(ми врахували, що ln a1 + . . .+ ln an = 0). Нерiвнiсть (∗) доведено.
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