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ÂÑÒÓÏ

Ó ïðèðîäîçíàâñòâi é òåõíiöi, â åêîíîìiöi é ìåäèöèíi, â iíøèõ
ïðèêëàäíèõ íàóêàõ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ÿâèù i ïðîöåñiâ çäåáiëüøîãî
¹ íåâiä'¹ìíèì åòàïîì ¨õ äîñëiäæåíü. Öi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi
÷àñòî çâîäÿòüñÿ äî äèôåðåíöiàëüíèõ, iíòåãðàëüíèõ, ôóíêöiîíàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíøèõ êëàñiâ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü. Îñêiëüêè
ëèøå ó âèíÿòêîâèõ âèïàäêàõ âäà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàòè òàêi ðiâíÿííÿ
ó çàìêíåíîìó âèãëÿäi, òî âèíèêà¹ ïîòðåáà àíàëiçóâàòè âiäïîâiäíi
ðiâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ òèõ ÷è iíøèõ çàñîáiâ, íå ìàþ÷è ó
ñâî¹ìó ðîçïîðÿäæåííi ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ
âäà¹òüñÿ îáìåæèòèñÿ äåÿêîþ áiëüøîþ àáî ìåíøîþ ìiðîþ ÷àñòêîâîþ
iíôîðìàöi¹þ ïðî ïîâåäiíêó öèõ ðîçâ'ÿçêiâ çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ
ÿêiñíî¨ òåîði¨ ðiâíÿíü. Õî÷à é ó öié ñèòóàöi¨, ÿê ïðàâèëî, íåìîæëèâî
îáiéòèñÿ áåç áîäàé äåÿêèõ îá÷èñëåíü, ÿêi ïåðåâàæíî ðåàëiçóþòüñÿ
íàáëèæåíî. Äîáðå âiäîìà ó ÿêiñíié òåîði¨ ðîëü îïåðàòîðíèõ,
çîêðåìà, iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé, ïðèêëàäîì ÿêèõ ¹ çíàìåíèòà
ëåìà Ãðîíóîëëà. Iíòåãðàëüíèì, äèôåðåíöiàëüíèì, ôóíêöiîíàëüíèì
òà iíøèì êëàñàì îïåðàòîðíèõ íåðiâíîñòåé ïðèñâÿ÷åíi ÷èñëåííi
ïðàöi (äèâ., íàïð., [1, 3-7, 16-18, 25, 38, 73, 80, 82, 84, 96,
119, 120, 137, 138] ), çîêðåìà, ìîíîãðàôi¨ [13, 55, 92, 124,
125, 135], â ÿêèõ ìîæíà çíàéòè çíà÷íó êiëüêiñòü âèêîðèñòàíèõ
ïðàöü ç öüîãî ïðèâîäó. Â iíøèõ ñèòóàöiÿõ íåìèíó÷îþ ¹ ïîòðåáà
çíàõîäèòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü, ÿêi ïåðåâàæíî ìîæíà çíàéòè òiëüêè
íàáëèæåíî. Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹ ÷èìàëî ïðîáëåì, ñåðåä ÿêèõ,
çîêðåìà, âàæëèâîþ ¹ íåîáõiäíiñòü îöiíþâàòè ïîõèáêè íàáëèæåíü äî
øóêàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, åêîíîìiñòü ìåòîäiâ, çðó÷íiñòü ùîäî ¨õ ìàøèííî¨
ðåàëiçàöi¨, àäàïòîâàíiñòü âèêîðèñòîâóâàíèõ àëãîðèòìiâ äî êîíêðåòíî¨
çàäà÷i òà äî äîñòóïíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ çàñîáiâ. Ðîçâèòîê ñó÷àñíèõ
îá÷èñëþâàëüíèõ çàñîáiâ ñòèìóëþ¹ ìîæëèâîñòi ðîçøèðåííÿ êëàñiâ
çàäà÷, ÿêi ïiääàþòüñÿ íàáëèæåíîìó ðîçâ'ÿçàííþ � ç îäíîãî áîêó,
à ç iíøîãî � iíòåíñèôiêàöiþ äîñëiäæåíü âiäîìèõ i ïîøóê íîâèõ
íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ. ßê çàçíà÷à¹ Äæ. Òðàóá [91], äåêîëè âäà¹òüñÿ
âèÿâèòè íîâi âëàñòèâîñòi äîáðå âiäîìèõ i, çäàâàëîñÿ á, âè÷åðïíî
âèâ÷åíèõ êëàñè÷íèõ íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ íàâiòü ó ñêàëÿðíîìó
âèïàäêó.
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Ïðè ðîçâ'ÿçàííi íåëiíiéíèõ çàäà÷ i ëiíiéíèõ çàäà÷ âèñîêî¨
ðîçìiðíîñòi ç âèêîðèñòàííÿì áàãàòüîõ íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ �
ïðîåêöiéíèõ, ñêií÷åííî- ñiòêîâèõ òà ií. � çâåðíåííÿ äî iòåðàöiéíèõ
ìåòîäiâ ÷àñòî ¹ âèðiøàëüíèì çàñîáîì äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè
ïðèéíÿòíèé ïðàêòè÷íî ðåçóëüòàò. Äâîñòîðîííi iòåðàöiéíi ìåòîäè
ìàþòü âàãîìi ïåðåâàãè ïåðåä iíøèìè iòåðàöiéíèìè ìåòîäàìè, áî
äîçâîëÿþòü îõîïèòè øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê âèëêîþ, óòâîðåíîþ âåðõíiì i
íèæíiì íàáëèæåííÿìè i öèì îòðèìàòè ïðîñòó i çðó÷íó àïîñòåðiîðíó
îöiíêó ïîõèáêè äëÿ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó òà îäåðæàòè äåÿêó ÿêiñíó
iíôîðìàöiþ ïðî ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó. Äåêîëè öi ìåòîäè äîçâîëÿþòü
îòðèìàòè òâåðäæåííÿ ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ. Ç
ðiçíèìè àñïåêòàìè òåîði¨ i çàñòîñóâàíü äâîñòîðîííiõ iòåðàöiéíèõ
ìåòîäiâ ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ â [22, 24, 27, 36, 48, 49, 52-55, 92, 123,
124, 125, 130, 131, 135].

Ìîæëèâîñòi âèêîðèñòàííÿ äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ îáìåæóþòüñÿ
çäåáiëüøîãî ÷åðåç òå, ùî ¨õ îá ðóíòóâàííÿ ïîòðåáó¹ ïåâíèõ
ïðèïóùåíü ùîäî ìîíîòîííîñòi òà îïóêëîñòi îïåðàòîðiâ, êîòði íå
÷àñòî ñïðàâäæóþòüñÿ â ðåàëüíèõ óìîâàõ. Ïåâíîþ ïåðåøêîäîþ äî
¨õ âèêîðèñòàííÿ ¹ òàêîæ òå, ùî çàçâè÷àé äîñëiäæåííÿ öèõ ìåòîäiâ
íå âðàõîâóþòü çâ'ÿçàíèõ ç ïðàêòè÷íîþ ðåàëiçàöi¹þ äâîñòîðîííiõ
àëãîðèòìiâ ôàêòîðiâ, êîòði ìîæóòü ïðèçâîäèòè äî ïðàêòè÷íî¨
âòðàòè ãàðàíòîâàíèõ òåîði¹þ ïåðåâàã äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ ùîäî
äâîñòîðîííîñòi òà ìîíîòîííîñòi iòåðàöié, à òàêîæ ùîäî õàðàêòåðó
¨õ çáiæíîñòi. Çàçíà÷èìî, ùî äâîñòîðîííi îïåðàòîðíi íåðiâíîñòi ¹
îäíèì ç îñíîâíèõ çíàðÿäü îá ãóíòóâàííÿ äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ
äëÿ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü ÿê ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, òàê i äëÿ
âèïàäêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ, iíòåãðàëüíèõ, iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ,
ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíøèõ êëàñiâ ðiâíÿíü.

Öÿ ìîíîãðàôiÿ ïðèñâÿ÷åíà ïîáóäîâi i äîñëiäæåííþ çáiæíîñòi
äâîñòîðîííiõ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ äëÿ ðiâíÿíü ç íåìîíîòîííèìè
îïåðàòîðàìè, âèâ÷åííþ âïëèâó ôàêòîðiâ, ÿêi ìîæóòü  àðàíòóâàòè
çáåðåæåííÿ âëàñòèâîñòåé ìîíîòîííîñòi i äâîñòîðîííîñòi iòåðàöié i
õàðàêòåðó ¨õ çáiæíîñòi, à òàêîæ òåîði¨ äâîñòîðîííiõ äèôåðåíöiàëüíèõ,
iíòåãðàëüíèõ òà iíøèõ êëàñiâ îïåðàòîðíèõ íåðiâíîñòåé.

Äî êíèãè óâiéøëè â îñíîâíîìó ðåçóëüòàòè, ÿêi íàëåæàòü àâòîðàì.
Ç iíøèõ ðåçóëüòàòiâ íàâåäåíi òiëüêè òi, êîòði ìàþòü áåçïîñåðåäíié
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ñòîñóíîê äî òåìàòèêè, ÿêié ïðèñâÿ÷åíà öÿ êíèãà. Ìîíîãðàôiÿ ìiñòèòü
äîñëiäæåííÿ, ÿêi ¹ ïðîäîâæåííÿì äîñëiäæåíü iç [57] òà iç [101], à
òàêîæ iç [11, 99, 100, 102] òà [89]. Âîíè ïðèñâÿ÷åíi äâîñòîðîííiì
íàáëèæåíèì ìåòîäàì òà äâîñòîðîííiì îïåðàòîðíèì íåðiâíîñòÿì äëÿ
íåìîíîòîííèõ îïåðàòîðiâ. Âèíÿòêîì ¹ òðèíàäöÿòèé ðîçäië, â ÿêîìó
äîñëiäæåíèé îäèí âàðiàíò ìåòîäó iòåðàòèâíîãî àãðåãóâàííÿ, óìîâè
çáiæíîñòi öèõ ìåòîäiâ íåâiäîìi i iíøèìè àâòîðàìè äîñëiäæóþòüñÿ
çàçâè÷àé äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç äîäàòíèìè îïåðàòîðàìè (äèâ. [42]).

Íàâåäåíèé â êíèçi ñïèñîê ëiòåðàòóðè îõîïëþ¹ ëèøå íåçíà÷íó
÷àñòêó ðîáiò, ÿêi ñòîñóþòüñÿ îáðàíî¨ òåìàòèêè. Äîêëàäíiøó i
îáøèðíiøó áiáëiîãðàôiþ ìîæíà çíàéòè â [125], à òàêîæ, íàïðèêëàä,
â [13, 49, 57, 92, 123, 133, 135].

Ïåðøèé ðîçäië ìà¹ äîïîìiæíèé õàðàêòåð äî îñíîâíî¨ ÷àñòèíè.
Ðîçäiëè ç òðåòüîãî ïî äåñÿòèé âêëþ÷íî, íàïèñàíi Á.À.Øóâàðîì,
ïðè÷îìó �22 ó ðîçäiëi VIII íàïèñàíèé Á.À.Øóâàðîì i Ì.I.Êîïà÷åì.
Ðîçäiëè I i II íàïèñàâ Ì.I.Êîïà÷, ðîçäiëè XI i XII íàïèñàâ
Ñ.Ì.Ìåíòèíñüêèé, ðîçäië XIII íàïèñàâ À.Ô.Îáøòà.

Àâòîðè âäÿ÷íi äîêòîðàì ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê ïðîôåñîðàì
Ï.I.Êàëåíþêó i Ð.Ì.Òàöiþ çà íåëåãêó ïðàöþ ç ðåöåíçóâàííÿ
ìîíîãðàôi¨, ó÷àñíèêàì ñåìiíàðó êàôåäðè îá÷èñëþâàëüíî¨
ìàòåìàòèêè i ïðîãðàìóâàííÿ Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó
"Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà", íàóêîâîãî ñåìiíàðó ìàòåìàòè÷íèõ
êàôåäð Ïðèêàðïàòñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Âàñèëÿ
Ñòåôàíèêà à òàêîæ ñïiâðîáiòíèêàì öèõ êàôåäð çà ó÷àñòü ó
îáãîâîðåííi ðåçóëüòàòiâ, ÿêi óâiéøëè äî öi¹¨ êíèãè.



12

INTRODUCTION

In natural and technique, in economy and medicine, in other applied
sciences the mathematical models of the phenomena and processes very
important in of their researches. These mathematical models often reduces
to di�erential, integral functional-di�erential and others classes of the op-
erator equations. Since, only in exeptional case it is possible to solve such
equations closed kind, thus a necessity to analyse corresponding equations
by the help of those or other facilities, without solutions of those equations
arised in many cases it is suceeded to be restricted by some greater or less
partial information about solutions behavior by the help of qualiti theory
of equations. Though and in this situation, as a rule it is impossible to
do without even some calculations which mainly will be realized approx-
imately. It is well known in a high-quality theory the role of operator,
particularly, integral inequalities, example of which is famous Gronouol-
l's lemma. Integral, di�erential and other classes of operator inequalities
functional and other are devoted numerous works (see [1, 3-7, 16-18, 25,
38, 73, 80, 82 84, 96, 114, 120, 137, 138] ), in particular, monographs [13,
55, 92 124, 125, 135], where it is possible to �nd rich bibliography from
it occasion. In other situations a necessity to equations solutions which
possible to �nd only approximately. In connection with to these there are
quite a bit problems, among which, in particular, important is necessity to
estimate the errors of approaching to the solutions, economy of methods,
comfort in machine realization adapted of used algorithms to the concrete
problem and to accessible computing facilities. Development of modern
computing facilities stimulates possibilities of expansion of classes prob-
lems, which are yelded to the approximations solutions - from one side,
and with other - intensi�cation of known researches and search of new
approximations methods. As marks. Traoub [91], sometimes is succeeded
to expose new properties of well known and, it would seem, exhaustively
trained classic approximations methods even in scalar case.

At the decision of nonlinear problems and linear problems of high
dimension with the use of many approximations methods - projection,
di�erence etc. - addreses to iterative methods often is deciding mean in
order to get a result witch is practically acceptable. Twosided iterative
methods have advantages before other iterative methods, because they
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allow to cover the solutions by the fork formed by upper and lower ap-
proaches and get aposteriori simple and comfortable estimation of error
for the solutions and to get some high-quality information about the be-
havior of solutions. These methods allowed to get assertions about the
abandon of the proper equation, which can not be clear from other asser-
tions about the abandon of equations. With di�erent aspects of theory and
applications of twosided iterative methods it is possible to get acquainted
in [22, 24, 27, 36, 48, 49, 52-55, 92 123, 124, 125, 130, 131, 135].

Possibilities of the use of twosided methods are limited mostly because
their stipulation needs certain assumpitions about monotonies and con-
caviti of operators which are not often con�rmed in real terms. That is
the certain obstacle to their use is that usually researches of these meth-
ods do not take into account related to practical realization of twosided
algorithms factors, which can reduce to practical loss of the advantages
of twosided methods assured by a theory in relation to twosided and
monotony of iterations, and also in relation to the character of their con-
vergense. We will mark that twosided operator inequalities are one of
basic instruments for stipulatoon of twosided methods for operators equa-
tions as in general case so for the cases of di�erential integral, integro-
di�erential, functional-di�erential and other classes of equations.

This monograph is devoted to construction and researches of con-
vergense of twosided iterative methods for solutions with unmonotonous
operators, to the study of in�uencing factors which guarantee saving prop-
erties of monotony and twosided of iterative and character of their con-
vergense, and also theory of twosided classes of di�erential, integral and
other operators inequalities.

In a book the results which belong to the authors entered mainly.
These results were systematically reported at all-Ukrainian and interna-
tional scienti�c conferences. Some of these investigations were the part of
specialized courses, conducted by M. Kopach for students of mathemati-
cal specialities at the Precarpathian University named after V. Stefanyk.
With other results those which have direct are resulted only attitude to-
ward a subject which this book is devoted to. A monograph contains
researches which are continuation of researches with [57] and with [101],
and also with [99, 100, 102, 11] and [89]. This investigations are dedicated
for two-sided methods of approaches and two-sided operator inequalities
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for nonmonotonic operators. The only exeptions is thirteen part, where
one variant of iterative agregation method is investigated, convergence
conditions of these methods are unknown and are investigated by anoth-
er authers only for linear equations with positive operators (see [42]).

The list of literature resulted in a book include only insigni�cant part
of works only which are up to to the select subject. Bibliography more
detailed and more vast it is possible to �nd in [125], and also, for example,
in [13, 49, 57, 92, 123, 133, 135].

The �rst section has an auxiliary character to basic part. The intro-
duction and part I written by M.Kopach, parts II, III, IX, X and �� 10,
12, 15, 17-20, 22, 24 were introduced by M.Kopach and B.Shuvar. Part
V and �� 11, 16, 21, 23 was written by B.Shuvar, parts XI, XII - by
S.Mentynskyy and B.Shuvar and part XIII - by A.Obshta.

Authors beholden for valuable advices to the doctors of �zico-
matematical sciences professors P.I.Kalenyuk and R.M.Tacij and for
heavy labour with criticizing of monograph, to the participants of sem-
inar of department of calculable mathematicians and programing of the
National university "Lviv politehnica"scienti�c seminar of mathematical
chairs of the Precarpathian University named after V. Stefanyk and al-
so employees of this department for participation in discussion of results
which entered in this book.
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ÐÎÇÄIË I. ÄÎÏÎÌIÆÍI ÂIÄÎÌÎÑÒI
ÏÐÎ ÍÀÏIÂÓÏÎÐßÄÊÎÂÀÍI ÏÐÎÑÒÎÐÈ I
ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ Â ÍÈÕ

Ñòâîðåíà ó òðèäöÿòi ðîêè Ë. Â. Êàíòîðîâè÷åì (äèâ. [20, 29]) òà
iíøèìè àâòîðàìè (äèâ., íàïð., áiáëiîãðàôiþ â [41, 42]) òåîðiÿ ÷àñòêîâî
óïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðiâ, çîêðåìà, ëiíiéíèõ ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíèõ
ïðîñòîðiâ, ÿêi íàçèâàþòü íàïiâóïîðÿäêîâàíèìè ïðîñòîðàìè àáî �
äåêîëè � âåêòîðíèìè ãðàòêàìè (äèâ., íàïð., [28]), ìà¹ ÷èñëåííi
çàñòîñóâàííÿ ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè. Ç ¨¨ âèêîðèñòàííÿì
ïîâ'ÿçàíà òåîðiÿ íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ òà ÿêiñíà òåîðiÿ ðiâíÿíü.
Ìà¹ìî íà óâàçi ïåðø çà âñå ìîíîòîííi iòåðàöiéíi ïðîöåñè, â òîìó
÷èñëi, òàê çâàíi äâîñòîðîííi iòåðàöiéíi ìåòîäè. Â öüîìó ðîçäiëi
íàâîäèìî äåÿêi íàéíåîáõiäíiøi äëÿ íàñòóïíîãî âèêëàäó ôàêòè iç
òåîði¨ íàïiâóïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðiâ, äîêëàäíó iíôîðìàöiþ ùîäî
ÿêèõ ìiñòÿòü ìîíîãðàôi¨ [20, 28, 29]. Áiëüøiñòü iç íàâåäåíèõ ïîíÿòü
ìîæíà çíàéòè â [33] i [41], à òàêîæ â [57].

�1. Íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü

Äî âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé ìíîæèíè R1 äiéñíèõ ÷èñåë íàëåæèòü
¨¨ óïîðÿäêîâàíiñòü, ÿêà îçíà÷à¹, ùî äëÿ âñÿêèõ äâîõ äiéñíèõ ÷èñåë
x, y ∈ R1 ìà¹ ìiñöå áîäàé îäíå iç ñïiââiäíîøåíü x < y, y < x, x = y.
Íàéïðîñòiøi iòåðàöiéíi àëãîðèòìè äëÿ óòî÷íåííÿ êîðåíiâ ñêàëÿðíîãî
ðiâíÿííÿ

ϕ (x) = 0, (1.1)

çîêðåìà, ìåòîä ïîäiëó âiäðiçêà [a; b], íà ÿêîìó ëîêàëiçîâàíèé êîðiíü
x∗ ðiâíÿííÿ (1.1), êîìáiíîâàíèé ìåòîä õîðä i äîòè÷íèõ ùîäî
îáãðóíòóâàííÿ iñòîòíî áàçóþòüñÿ íà ïîíÿòòi óïîðÿäêîâàíîñòi R1

(äèâ., çîêðåìà áiáëiîãðàôiþ â [91]).
Îäíàê, áiëüøiñòü âèêîðèñòîâóâàíèõ â àíàëiçi ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ,

ùî óçàãàëüíþþòü R1 ùîäî òîïîëîãi÷íèõ, çîêðåìà, ìåòðè÷íèõ
âëàñòèâîñòåé, íå ¹ óïîðÿäêîâàíèìè ìíîæèíàìè. Çàçíà÷èìî, ùî
õî÷ äåêîòði ç íèõ ìîæíà óïîðÿäêóâàòè i íå îäíèì ñïîñîáîì, äëÿ
ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàííÿ ¨õ óïîðÿäêîâàíiñòü ÷àñòî ìàëî ïðèäàòíà,
áî çäåáiëüøîãî ¨¨ íå âäà¹òüñÿ äîöiëüíî óçãîäèòè ç ìåòðè÷íèìè
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âëàñòèâîñòÿìè âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ òà âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðiâ.
Òîìó äîöiëüíî êîðèñòóâàòèñÿ ïîíÿòòÿìè íàïiâóïîðÿäêîâàíîñòi òà
÷àñòêîâî¨ óïîðÿäêîâàíîñòi.

Ïðîñòèé ïðèêëàä íà îïðàâäàííÿ ïîòðåáè çàïðîâàäèòè ïîíÿòòÿ
íàïiâóïîðÿäêîâàíîñòi ñòîñó¹òüñÿ òîãî, ùî äëÿ äâîõ äiéñíèõ ôóíêöié iç
ñïiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ òðàïëÿþòüñÿ ñèòóàöi¨, êîëè â äåêîòðèõ
òî÷êàõ îäíà ç äâîõ ôóíêöié íàáóâà¹ áiëüøèõ çíà÷åíü, à â iíøèõ
� ìåíøèõ çà çíà÷åííÿ iíøî¨ ç íèõ. Ïðèðîäíî òàêi äâi ôóíêöi¨
ââàæàòè íåïîðiâíþâàíèìè. Ïîäiáíi ñèòóàöi¨ òðàïëÿþòüñÿ é ùîäî
iíøèõ îá'¹êòiâ, íàïðèêëàä, ùîäî ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ùîäî
âåêòîð-ôóíêöié, ùîäî ìàòðèöü i ò. ï.

Äàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè çäåáiëüøîãî ïîíÿòòÿ
íàïiâóïîðÿäêîâàíîñòi, íå íàãîëîøóþ÷è, ùî â äåêîòðèõ âèïàäêàõ
îêðåìi ðåçóëüòàòè äîïóñêàþòü ôîðìóëþâàííÿ â òåðìiíàõ
óïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ìíîæèíó Ì íàçèâàþòü ÷àñòêîâî
óïîðÿäêîâàíîþ, ÿêùî äëÿ äåÿêèõ ¨¨ åëåìåíòiâ u òà v îçíà÷åíå
ñïiââiäíîøåííÿ <, ÿêå ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç �u < v� i ÷èòàòèìåìî
�u ìåíøå çà v�, ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

à) ñïiââiäíîøåííÿ u < v îçíà÷à¹ íåìîæëèâiñòü ñïiââiäíîøåíü
u = v òà v < u;

á) ÿêùî u < v, v < x, òî u < x.
Â öüîìó îçíà÷åííi íå ìiñòèòüñÿ æîäíèõ îáìåæåíü àíi ùîäî

ïîòóæíîñòi ìíîæèíè Ì, àíi ùîäî äié òà ¨õ âëàñòèâîñòåé â Ì.
Ïîðÿä iç çàïèñîì u < v âæèâàòèìåìî çàïèñ u ≤ v, ÿêèé îçíà÷à¹,

ùî àáî u < v, àáî u = v. Çàçíà÷èìî, ùî, íàïðèêëàä, äëÿ äiéñíèõ
ôóíêöié u (t), v (t) ñïiââiäíîøåííÿ u ≤ v îçíà÷àòèìå, ùî u (t) ≤
v (t) ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi, òîáòî, ùî äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî
t = t0 ìà¹ìî àáî u (t0) < v (t0), àáî u (t0) = v (t0). Äëÿ âåêòîðiâ
u, v ∈ RN ðîçìiðíîñòi N (N ≤ ∞) íåðiâíiñòü u ≤ v îçíà÷àòèìå, ùî
ui ≤ vi

(
i = 1, N

)
; íåðiâíiñòü u < v îçíà÷àòèìå, ùî ui < vi

(
i = 1, N

)
.

ßêùî ÷àñòêîâà óïîðÿäêîâàíiñòü â Ì, êðiì âëàñòèâîñòåé à) òà
á), ìà¹ ùå é òó âëàñòèâiñòü, ùî äëÿ âñÿêèõ äâîõ u, v ∈ M
ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðèíàéìíi êîòðåñü îäíå iç ñïiââiäíîøåíü u < v, u = v,
v < u, òî ìíîæèíó Ì íàçèâàþòü óïîðÿäêîâàíîþ. Óïîðÿäêîâàíèìè ¹
ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë, ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë i ò. ï. Äëÿ N -âèìiðíèõ
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âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ óïîðÿäêîâàíiñòü ìîæíà çàïðîâàäèòè áàãàòüìà
ñïîñîáàìè. Îäíàê äëÿ N ≥ 2 çàäëÿ ïðàêòè÷íèõ öiëåé çäåáiëüøîãî
äîöiëüíiøå êîðèñòóâàòèñÿ ïîíÿòòÿì ÷àñòêîâî¨ óïîðÿäêîâàíîñòi, áî
óïîðÿäêîâàíiñòü äëÿ N -ìiðíèõ âåêòîðiâ ïðè N ≥ 2 âàæêî óçãîäèòè
ó áiëüøîñòi çàäà÷ ç ðåàëüíî âèêîðèñòîâóâàíèìè âëàñòèâîñòÿìè
âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ.

Ó ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðàõ ïðèðîäíèì ÷èíîì ìîæíà
çàïðîâàäèòè ïîíÿòòÿ îáìåæåíîñòi òà iíøi ïîâ'ÿçàíi ç íèì ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ìíîæèíó M0 åëåìåíòiâ iç ÷àñòêîâî
óïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè Ì íàçèâàþòü îáìåæåíîþ çíèçó, ÿêùî
çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò z ∈ M , äëÿ ÿêîãî iç ñïiââiäíîøåííÿ
x ∈ M0 âèïëèâà¹ z ≤ x. Åëåìåíò z íàçèâàþòü íèæíüîþ ãðàííþ
ìíîæèíè M0. Àíàëîãi÷íî, Z ¹ âåðõíüîþ ãðàííþ ìíîæèíè M0,
à ìíîæèíó M0 íàçèâàþòü îáìåæåíîþ çâåðõó, ÿêùî äëÿ âñÿêîãî
åëåìåíòà x ∈M0 ìà¹ìî x ≤ Z. ßêùî ìíîæèíà M0 îáìåæåíà çíèçó
i çâåðõó, òî ¨¨ íàçèâàþòü îáìåæåíîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.3. ßêùî iñíó¹ åëåìåíò m1 ∈M , ÿêèé ¹ íèæíüîþ
ãðàííþ ìíîæèíè M0, à äëÿ âñÿêî¨ íèæíüî¨ ãðàíi z ìíîæèíè M0

ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ z ≥ m1, òî m1 íàçèâàþòü òî÷íîþ
íèæíüîþ ãðàííþ ìíîæèíè M0 i ïîçíà÷àþòü m1 = infM0. ßêùî
M1 ∈ M0 ¹ âåðõíüîþ ãðàííþ ìíîæèíè M0, à äëÿ âñÿêî¨ âåðõíüî¨
ãðàíi Z ìíîæèíè M0 ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ M1 ≥ Z, òî
M1 íàçèâàþòü òî÷íîþ âåðõíüîþ ãðàííþ ìíîæèíè M0 i ïîçíà÷àþòü
M1 = supM0.

Îçíà÷åííÿ 1.4. ßêùî çàäàíi åëåìåíòè u, v ∈ M , äëÿ ÿêèõ
ìà¹ìî u ≤ v, òî ñóêóïíiñòü âñiõ x ∈ M , äëÿ ÿêèõ u ≤ x ≤ v,
íàçèâàþòü âiäðiçêîì i ïîçíà÷àþòü [u, v].

Îçíà÷åííÿ 1.5. ßêùî äëÿ âñÿêèõ äâîõ åëåìåíòiâ x, y ∈ M
÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè Ì îçíà÷åíi inf {x, y} ∈ M òà
sup {x, y} ∈ M , òî Ì íàçèâàþòü ñòðóêòóðîþ.

Ñòðóêòóðîþ ¹, íàïðèêëàä, ìíîæèíà C [0; 1] íåïåðåðâíèõ íà
ñåãìåíòi [0; 1] ôóíêöié, ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíèõ ïðèðîäíèì
ñïîñîáîì: x ≤ y ⇔ x (t) ≤ y (t) ∀t ∈ [0; 1]. Ìíîæèíà
C1 [0; 1] íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ íà [0; 1] ôóíêöié, ÷àñòêîâî
óïîðÿäêîâàíèõ ïðèðîäíèì ñïîñîáîì, çà ÿêîãî ñïiââiäíîøåííÿ x ≤ y
ðiâíîñèëüíå ïàði ñïiââiäíîøåíü x (t) ≤ y (t) òà x′ (t) ≤ y′ (t), íå
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¹ ñòðóêòóðîþ, áî ôóíêöiÿ h (t) = sup {x (t) , y (t)} ìîæå íå áóòè
äèôåðåíöiéîâíîþ i òîäi ðiâíiñòü h′ (t) = sup {x′ (t) , y′ (t)} ñòà¹
íåìîæëèâîþ.

Ïîíÿòòÿ ÷àñòêîâî¨ óïîðÿäêîâàíîñòi Å äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿäàòè
òàêîæ çáiæíiñòü â Å â ðîçóìiííi òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ ÷àñòêîâîþ
óïîðÿäêîâàíiñòþ.

Çóïèíèìîñÿ äîêëàäíiøå íà ñèòóàöi¨, êîëè ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíà
ìíîæèíà ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

Îçíà÷åííÿ 1.6. Íàïiâóïîðÿäêîâàíèì ïðîñòîðîì íàçèâàþòü
òàêèé ëiíiéíèé ïðîñòið Å, ó ÿêîìó çàïðîâàäæåíî ÷àñòêîâó
óïîðÿäêîâàíiñòü ç àêñiîìàìè à) òà á) iç îçíà÷åííÿ 1.1 i äëÿ ÿêîãî,
êðiì òîãî, ìàþòü ìiñöå àêñiîìè:

â) ÿêùî x ∈ E i x ≥ θ, äå θ � íóëüîâèé åëåìåíò â Å, òî äëÿ
âñÿêîãî äîäàòíîãî äiéñíîãî ÷èñëà λ ìàòèìåìî λx ≥ θ;

ã) ÿêùî x ≤ y, u ≤ v (x, y, u, v ∈ E), òî x+ u ≤ y + v.
Ó íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði Å âiäðiçîê [u, v] ¹ îïóêëîþ

ìíîæèíîþ.
Îçíà÷åííÿ 1.7. Íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið Å íàçèâàþòü

Ê-ëiíåàëîì, ÿêùî âií ¹ ñòðóêòóðîþ. Ê-ëiíåàë Å íàçèâàþòü
àðõiìåäîâèì, ÿêùî äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n iç ñïiââiäíîøåíü
x, y ∈ E, nx ≤ y âèïëèâà¹, ùî x ≤ θ.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Íåõàé Å ¹ Ê-ëiíåàëîì. Äëÿ x ∈ E îçíà÷èìî
äîäàòíó x+ i âiä'¹ìíó x− ÷àñòèíè åëåìåíòà x çà äîïîìîãîþ
ðiâíîñòåé

x+ = sup {x, θ} , x− = − inf {x, θ} .

Î÷åâèäíî, ùî x = x+ − x−. Åëåìåíò x+ + x− = |x| íàçèâàþòü
ìîäóëåì åëåìåíòà x.

Ê-ëiíåàëàìè ¹, íàïðèêëàä:
à) ìíîæèíà lp (p ≥ 1) âñiõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé x = {xn}, äëÿ

ÿêèõ
∞∑
n=1

|xn|p <∞, ÿêùî x ≥ 0 îçíà÷à¹, ùî xi ≥ 0 (i = 1, 2, . . .);

á) ìíîæèíà Lp (a; b) (p ≥ 1) âñiõ äiéñíèõ âèìiðíèõ ôóíêöié

x = x (t), çàäàíèõ ïðè t ∈ [a; b], äëÿ ÿêèõ
b∫
a
|x (t)|p dt < ∞, ç
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íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòþ, ÿêà îçíà÷à¹, ùî x > 0, ÿêùî x (t) ≥ 0 ìàéæå
âñþäè, ïðè÷îìó íà ìíîæèíi äîäàòíî¨ ìiðè ìà¹ìî x (t) > 0.

Âñi ñêií÷åííîâèìiðíi íàïiâóïîðÿäêîâàíi ïðîñòîðè ¹ Ê-ëiíåëàìè.
Îçíà÷åííÿ 1.9. ßêùî Å � áàíàõiâ ïðîñòið i öåé ïðîñòið ¹

Ê-ëiíåàëîì ç íîðìîþ ‖·‖, äëÿ ÿêî¨ íåðiâíiñòü |x| ≤ |y| ïðèçâîäèòü
äî íåðiâíîñòi ‖x‖ ≤ ‖y‖, òî Å íàçèâàþòü íàïiâóïîðÿäêîâàíèì
áàíàõîâèì ïðîñòîðîì. Òîáòî, íàïiâóïîðÿäêîâàíèì áàíàõîâèì
ïðîñòîðîì íàçèâàþòü áàíàõiâ ïðîñòið, ÿêèé ¹ Ê-ëiíåàëîì ç
ìîíîòîííîþ íîðìîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.10. Íàïiâóïîðÿäêîâàíèé áàíàõiâ ïðîñòið Å
íàçèâàþòü ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèì, ÿêùî âñÿêà ìîíîòîííà
îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ç Å ìà¹ â Å ãðàíèöþ. ßêùî
âñÿêà ìîíîòîííà îáìåæåíà çà íîðìîþ ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ç
Å ìà¹ ãðàíèöþ â Å, òî òàêèé íàïiâóïîðÿäêîâàíèé áàíàõiâ ïðîñòið Å
íàçèâàþòü öiëêîì ïðàâèëüíî óïîðÿäêîâàíèì.

Âñÿêèé öiëêîì ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið ¹
ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèì. Ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé
ïðîñòið íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ öiëêîì ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèì.
Ïðîñòîðè Lp [a, b] òà lp ¹ öiëêîì ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèìè.
Âñi ñêií÷åííîâèìiðíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè � öiëêîì ïðàâèëüíî
íàïiâóïîðÿäêîâàíi.

Ïðîñòið C [0; 1] íåïåðåðâíèõ íà ñåãìåíòi [0; 1] ôóíêöié, à òàêîæ
ïðîñòið M îáìåæåíèõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé ¹ íå òiëüêè íå
öiëêîì ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèìè, àëå íå ¹ i ïðàâèëüíî
íàïiâóïîðÿäêîâàíèìè. Íàïðèêëàä, ïîñëiäîâíiñòü xn = tn åëåìåíòiâ
iç C [0; 1] � ìîíîòîííà i îáìåæåíà, àëå ãðàíèöi â C [0; 1] íå ìà¹,
áî íå çáiãà¹òüñÿ çà íîðìîþ ‖x‖ = max

t∈[0, 1]
|x (t)| áàíàõîâîãî ïðîñòîðó

C [0; 1] äî íåïåðåðâíî¨ íà [0; 1] ôóíêöi¨. Ó ïðîñòîði M îáìåæåíèõ
÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé íå çáiãà¹òüñÿ çà íîðìîþ ‖x‖ = sup

i
|xi|

öüîãî ïðîñòîðó, íàïðèêëàä, ìîíîòîííà îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü {xn}
åëåìåíòiâ {xn} = {xn,1, xn,2, . . . , xn,i, . . .}, ó ÿêié xn,i = n

n+i .
Îçíà÷åííÿ 1.11. Çàìêíåíó ìíîæèíó K ⊂ E åëåìåíòiâ äiéñíîãî

áàíàõîâîãî ïðîñòîðó Å íàçèâàþòü êîíóñîì, ÿêùî çàäîâîëüíÿþòüñÿ
òàêi äâi âèìîãè:

1) ÿêùî α, β � äiéñíi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà i x, y ∈ K, òî αx + βy ∈ K;
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2) ÿêùî x ∈ K, x 6= θ, òî −x /∈ K.
Ïîíÿòòÿ êîíóñà ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü (äèâ. [41, 42]) äëÿ

îçíà÷åííÿ íàïiâóïîðÿäêîâàíîñòi, ïðèéìàþ÷è, ùî u ≤ v, ÿêùî
v − u ∈ K. Ó âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ íàéïðîñòiøèìè ïðèêëàäàìè
êîíóñiâ ¹ ìíîæèíè âåêòîðiâ ç íåâiä'¹ìíèìè êîîðäèíàòàìè. Â
C [a; b], Lp [a; b] êîíóñè óòâîðþþòü ìíîæèíè íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié.
Òiëåñíèìè íàçèâàþòü êîíóñè, ÿêi ìiñòÿòü âíóòðiøíi åëåìåíòè.
Ó ñêií÷åííîâèìiðíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ êîíóñè âåêòîðiâ ç
íåâiä'¹ìíèìè êîîðäèíàòàìè ¹ òiëåñíèìè. Êîíóñ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié
â C [a; b] � òiëåñíèé. Êîíóñ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié â Lp [a; b] íå
¹ òiëåñíèì. Ó ïðîñòîði E, ç ïîðîäæåíîþ òiëåñíèì êîíóñîì K
íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòþ âæèâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ x << y ó òîìó
âèïàäêó, êîëè y − x � âíóòðiøíié åëåìåíò êîíóñà, çáåðiãàþ÷è
ïîçíà÷åííÿ x ≤ y äëÿ ñèòóàöi¨, êîëè y − x ∈ K.

Ó íàïiâóïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðàõ ÷àñòî ìîæíà çàïðîâàäèòè
óçàãàëüíåíó ìåòðèêó, ÿêó iíîäi íàçèâàþòü ïñåâäîìåòðèêîþ (äèâ.,
íàïð. [33]); óçàãàëüíåíà ìåòðèêà çàïðîâàäæó¹ ïîíÿòòÿ âiääàëi ρ (x, y)
ìiæ åëåìåíòàìè x, y ç äåÿêîãî ïðîñòîðó E1 òàêèì ñïîñîáîì,
ùî ρ (x, y) ¹ åëåìåíòîì íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó E (äèâ.
[3]). Ó ëiíiéíèõ ïñåâäîìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ ìîæíà çàïðîâàäèòè
òàêîæ óçàãàëüíåíó íîðìó. Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó, ñòðóêòóðíî-
íîðìîâàíîãî åëåìåíòàìè äåÿêîãî Ê-ëiíåàëó, íå êîðèñòóþ÷èñü ïðè
öüîìó ïîíÿòòÿì ïñåâäîìåòðèêè.

Îçíà÷åííÿ 1.12. Äiéñíèé ëiíiéíèé ïðîñòið, ó ÿêîìó âñÿêîìó
åëåìåíòîâi x ∈ E ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü íåâiä'¹ìíèé åëåìåíò
ç Ê-ëiíåàëó N (öåé åëåìåíò ïîçíà÷èìî ÷åðåç ‖x‖) íàçèâàþòü
ïðîñòîðîì, ñòðóêòóðíî-íîðìîâàíèì åëåìåíòàìè Ê-ëiíåàëó N ,
ÿêùî ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ àêñiîìè íîðìè ó çâè÷àéíîìó
ðîçóìiííi. Âæèâàþòü ó öié ñèòóàöi¨ òàêîæ òåðìií: N -íîðìîâàíèé
ïðîñòið.

Çáiæíiñòü â N -íîðìîâàíîìó ïðîñòîði îçíà÷à¹, ùî äëÿ
ïîñëiäîâíîñòi {xn} (xn ∈ E) åëåìåíò x ∈ E ¹ ãðàíèöåþ,
ÿêùî lim

n→∞
‖xn − x‖ = θN , äå θN � íóëüîâèé åëåìåíò â N ,

à ãðàíèöþ òðàêòó¹ìî ó ðîçóìiííi òîïîëîãi¨ â N , ïîðîäæåíî¨
íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòþ, ÿêó íàçèâàþòü òàêîæ (0)-çáiæíiñòþ
(äèâ. [20, 28, 29], ïîðiâí. òàêîæ [33]). Äîêëàäíiøèé îïèñ öèõ
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ïîíÿòü íå íàâîäèìî, áî äëÿ îñíîâíîãî âèêëàäó ðåçóëüòàòiâ
âèêîðèñòîâóâàòèìåìî �çâè÷àéíó� ÷èñëîâó íîðìó, çàëèøàþ÷è
çà ðàìêàìè êíèãè ôîðìóëþâàííÿ i îáãðóíòóâàííÿ îòðèìàíèõ
ðåçóëüòàòiâ ó çàãàëüíiøèõ òåðìiíàõ ïñåâäîìåòðè÷íèõ i ñòðóêòóðíî-
íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ.

ßêùî íîðìóþ÷èì Ê-ëiíåàëîì N ¹ ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R1, òî
N -íîðìà ñïiâïàäà¹ iç çâè÷àéíîþ íîðìîþ.

Ñêií÷åííî-âèìiðíi i íåñêií÷åííî-âèìiðíi âåêòîðíi ïðîñòîðè ìîæíà
ñòðóêòóðíî íîðìóâàòè, ïðèéíÿâøè ‖x‖ = {|x1| , |x2| , . . . , |xn|}
(n ≤ ∞), äå |xi| � àáñîëþòíà âåëè÷èíà êîîðäèíàòè xi âåêòîðà
x = {x1, x2, . . . , xn}.

Ó ïðîñòîðàõ Ñ òà Lp íåïåðåðâíèõ òà, âiäïîâiäíî, iíòåãðîâíèõ iç
ñòåïåíåì p ôóíêöié x (t) ìîæíà çà N -íîðìó ‖x‖ âçÿòè àáñîëþòíó
âåëè÷èíó |x (t)| ôóíêöi¨ x (t).

Ïðîñòið E âåêòîðíèõ ôóíêöié x (t) = {x1 (t) , x2 (t) , . . . , xn (t)}
(n ≤ ∞) ìîæíà ñòðóêòóðíî íîðìóâàòè, íàïðèêëàä, çà äîïîìîãîþ
îäíi¹¨ iç ôîðìóë:

‖x‖ = {|x1 (t)| , |x2 (t)| , . . . , |xn (t)|} ,

‖x‖ = {‖x1‖0 , ‖x2‖0 , . . . , ‖xn‖0} ,

‖x‖ = ‖x (t)‖1 .

Òóò ‖xi‖0 � ÿêà-íåáóäü çâè÷àéíà (÷èñëîâà) íîðìà ôóíêöi¨ xi (t),
çàëåæíî âiä òîãî, ó ÿêîìó ïðîñòîði ðîçãëÿäà¹ìî ôóíêöiþ xi (t);
íå âèêëþ÷åíî ïðè öüîìó, ùî xi (t), xj (t) ïðè i 6= j íàëåæàòü äî
ðiçíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ; ‖x‖1� ÿêà-íåáóäü íîðìà âåêòîðà
x = {x1, x2, . . . , xn}.

Â ñòðóêòóðíî-íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿäàòè
ïîíÿòòÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi i ïîâíîòè ïðîñòîðó.

�2. Îïåðàòîðè ó íàïiâóïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðàõ

Çàäàìî äâi äîâiëüíi ìíîæèíè E1 i E2 òà îïåðàòîð T : E1 → E2,
òîáòî çàäàìî ïðàâèëî T , çà ÿêèì êîæíîìó åëåìåíòîâi x ∈ E1 ñòàâèìî
ó âiäïîâiäíiñòü öiëêîì âèçíà÷åíèé öèì ïðàâèëîì åëåìåíò y ∈ E2.
Ââàæàþ÷è, ùî â E1 òà â E2 îçíà÷åíi ïîíÿòòÿ çáiæíîñòi ó òîìó ÷è
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iíøîìó ðîçóìiííi, ìîæíà ãîâîðèòè ïðî íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà T ,
ÿêà îçíà÷à¹, ùî iç çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {xn} åëåìåíòiâ ç E1 äî
x ∈ E1 âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {Txn} åëåìåíòiâ ç E2 äî
Tx ∈ E2.

Ïiä ëiíiéíiñòþ îïåðàòîðà T ðîçóìiþòü òàêó âëàñòèâiñòü
âèçíà÷åíîãî íà E1 àáî íà ëiíiéíié ïiäìíîæèíi D ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
E1 îïåðàòîðà T , ùî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

T (αx1 + βx2) = αTx1 + βTx2

äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ (àáî êîìïëåêñíèõ) ÷èñåë α, β.
Îçíà÷åííÿ 2.1. ßêùî Ê � êîíóñ (äîäàòíèõ åëåìåíòiâ) ó

íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði Å i T� ëiíiéíèé îïåðàòîð, òî
äîäàòíiñòü îïåðàòîðà T îçíà÷à¹, ùî TE ⊆ E.

Îçíà÷åííÿ 2.2. ßêùî iç ñïiââiäíîøåííÿ x ≤ y (x, y ∈ E)
âèïëèâà¹ îäíå iç ñïiââiäíîøåíü Tx ≤ Ty àáî Ty ≤ Tx, òî îïåðàòîð
T íàçèâàþòü ìîíîòîííèì. ßêùî ïðè öüîìó ìà¹ìî Tx ≤ Ty,
òî ãîâîðèòèìåìî, ùî T � içîòîííèé îïåðàòîð, à òàêîæ, ùî T
� ìîíîòîííî íåñïàäíèé îïåðàòîð; ÿêùî æ ç íåðiâíîñòi x ≤ y
âèïëèâà¹, ùî Ty ≤ Tx, òî ãîâîðÿòü, ùî T � àíòèòîííèé àáî
ìîíîòîííî íåçðîñòàþ÷èé îïåðàòîð.

Ó âèïàäêó ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ïîíÿòòÿ içîòîííîñòi i äîäàòíîñòi
ñïiâïàäàþòü.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Âæèâàòèìåìî òåðìií �ãåòåðîòîííèé
îïåðàòîð� äëÿ ïîçíà÷åííÿ òi¹¨ âëàñòèâîñòi, ùî îïåðàòîð T (x, y)
íå ñïàäà¹ ùîäî x, íå çðîñòà¹ ùîäî y. Òîáòî, äëÿ ãåòåðîòîííîãî
îïåðàòîðà ìà¹ìî, ùî iç ñïiââiäíîøåíü y ≤ z, u ≥ v (y, z, u, v ∈ E)
âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü T (y, u) ≤ T (z, v).

Ïîíÿòòÿ ãåòåðîòîííîãî îïåðàòîðà ñïiâïàäà¹ ç ïîíÿòòÿì içîòîííîãî
îïåðàòîðà, ÿêùî T (y, z) íå çàëåæèòü âiä z. ßêùî T (y, z) íå çàëåæèòü
âiä y, òî ïîíÿòòÿ ãåòåðîòîííîãî îïåðàòîðà ñïiâïàäà¹ ç ïîíÿòòÿì
àíòèòîííîãî îïåðàòîðà.

Çàóâàæèìî, ùî âèâ÷åííÿ ãåòåðîòîííèõ îïåðàòîðiâ ìîæíà
çâåñòè ôîðìàëüíî äî âèâ÷åííÿ içîòîííèõ îïåðàòîðiâ, çàïðîâàäèâøè
íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü ïàð (y, z) (y, z ∈ E) çà ïðàâèëîì (y, z) ≤ (u, v),
ÿêùî y ≤ u, z ≥ v. Òîäi ìîæíà ââàæàòè, ùî îïåðàòîð T1ω içîòîííèé
ùîäî ω, äå T1ω = (T (ω) , T (ω)), ω = (y, z), y, z ∈ E. Ïðîòå ÷àñòî
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íàäàþòü ïåðåâàãó âèêëàäó, ó ÿêîìó óíèêàþòü òàêî¨ çàìiíè ïîíÿòòÿ
ãåòåðîòîííîñòi ïîíÿòòÿì ìîíîòîííîñòi (äèâ., íàïð. [29, 33, 41, 57,
123]).

ßêùî A : E → E � ëiíiéíèé îïåðàòîð, òî çà äîâîëi çàãàëüíèõ
ïðèïóùåíü éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ðiçíèöi A = A1 − A2 äâîõ
ëiíiéíèõ äîäàòíèõ, îòæå, içîòîííèõ îïåðàòîðiâ A1 òà A2 (äèâ. [20,
29]). Ñõîæèé ðåçóëüòàò ìîæíà îòðèìàòè i äëÿ íåëiíiéíîãî îïåðàòîðà
T â òîìó ðîçóìiííi, ùî çà äåÿêèõ ïðèïóùåíü éîãî ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi ðiçíèöi T = T1 − T2, äå T1, T2 � içîòîííi îïåðàòîðè.

Çàäëÿ ïðèêëàäó íàâîäèìî îäèí ðåçóëüòàò Ï. Ôîëüêìàíà [93].
Òåîðåìà 2.1. (äèâ. [93, òåîðåìà 3]). Íåõàé Ì � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið, E1, E2 � ñêií÷åííî-âèìiðíi áàíàõîâi ïðîñòîðè,
íàïiâóïîðÿäêîâàíi çà äîïîìîãîþ òiëåñíèõ êîíóñiâ �E1 ⊆ E1, �E2 ⊆ E2.
Íåõàé f : M × E1 → E2 � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ

F : M × E1 × E1 → E2,

äëÿ ÿêî¨
F (ξ, x, x) = f (ξ, x) , ξ ∈M, x ∈ E1 (2.1)

i iç ñïiââiäíîøåíü y ≤ z, u ≥ v, ξ ∈M , y, z, u, v ∈ E1 âèïëèâà¹

F (ξ, y, u) ≤ F (ξ, z, v) . (2.2)

Çàçíà÷èìî, ùî äîâåäåííÿ òåîðåìè Ï.Ôîëüêìàíà ñïèðà¹òüñÿ íà
âñòàíîâëåíó ó òié ñàìié ðîáîòi [93] ëåìó, äîâåäåííÿ ÿêî¨ ïðîïîíó¹ é
êîíñòðóêöiþ äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ F iç òåîðåìè 2.1. Öÿ êîíñòðóêöiÿ
öiëêîì áàçó¹òüñÿ íà òîìó, ùî ó âèïàäêó, êîëè N -ìiðíèé âåêòîðíèé
ïðîñòið RN , íàïiâóïîðÿäêîâàíèé çà äîïîìîãîþ êîíóñà RN+ , f : M ×
RN → R1 � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, äå M � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,

RN+ =
{
x|x = {x1, . . . , xN} ∈ RN , x1 ≥ 0, . . . , xN ≥ 0

}
,

ìîæíà ïðèéíÿòè

F (ξ, y, z) = FN (ξ, y1, z1, . . . , yN , zN ) , (ξ ∈M,y, z ∈ RN ), (2.3)

äå
F0 (ξ, x1, . . . , xN ) = f (ξ, x1, . . . , xN ) ,
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Fk (ξ, y1, z1, . . . , yk, zk, xk+1, . . . xN ) =

=


min

yk≤xk≤zk

Fk−1 (ξ, y1, z1, . . ., yk−1, zk−1, xk, . . .xN ) ,

ÿêùî yk ≤ zk,
max

yk≤xk≤zk

Fk−1 (ξ, y1, z1, . . . , yk−1, zk−1, xk, . . .xN ) ,

ÿêùî zk ≤ yk (k = 1, N).

Â òåîði¨ ðiçíèõ êëàñiâ ðiâíÿíü ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü âëàñòèâiñòü
ëiïøèöi¹âîñòi îïåðàòîðà T .

Îçíà÷åííÿ 2.4. Íåõàé � áàíàõiâ ïðîñòið. ßêùî iñíó¹ ÷èñëî
L>0, äëÿ ÿêîãî íà ìíîæèíi D ⊆ E ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

‖Tx− Ty‖ ≤ L ‖x− y‖ (x, y ∈ D), (2.4)

òî îïåðàòîð T íàçèâàþòü ëiïøèöi¹âèì îïåðàòîðîì, à ÷èñëî L �
êîíñòàíòîþ Ëiïøèöÿ.

Çàìiñòü ÷èñëîâî¨ íîðìè ‖·‖ â îçíà÷åííi 2.4 ìîæíà âèêîðèñòàòè N -
íîðìó ‖·‖N . Òîäi çàìiñòü (2.4) ìàòèìåìî íåðiâíiñòü ‖Tx− Ty‖N ≤
L ‖x− y‖N . Òóò Lω � ëiíiéíèé äîäàòíèé îïåðàòîð, ùî äi¹ ç N â
N , äå N ¹ Ê-ëiíåàëîì, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ñòðóêòóðíî íîðìîâàíî
áàíàõiâ ïðîñòið Å. Îïåðàòîð Lω ââàæà¹ìî ïîñòiéíèì, ÿêùî âií
ëiíiéíî çàëåæèòü òiëüêè âiä ω.

Â òåðìiíàõ íàïiâóïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðiâ ìîæíà
âèêîðèñòîâóâàòè ëiïøèöi¹âiñòü îïåðàòîðà T ó äåùî iíøîìó
ôîðìàëüíîìó òðàêòóâàííi.

Îçíà÷åííÿ 2.5. Íåõàé D � ìíîæèíà åëåìåíòiâ
íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó Å, íà ÿêié îçíà÷åíi òàêi ëiíiéíi
ùîäî ω ≥ θ (θ � íóëüîâèé åëåìåíò â Å) îïåðàòîðè L1 (y, z)ω,
L2 (y, z)ω (ÿêi, âçàãàëi êàæó÷è, çàëåæàòü âiä y, z íåëiíiéíî), ùî iç
ñïiââiäíîøåíü y ≤ z, y, z ∈ D âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ

−L1 (y, z) (z − y) ≤ Tz − Ty ≤ L2 (y, z) (z − y) , (2.5)

òî îïåðàòîð T íàçèâàþòü ëiïøèöi¹âèì.
ßêùî, çîêðåìà, îïåðàòîðè L1 (y, z)ω, L2 (y, z)ω îáìåæåíi ïðè

y, z ∈ D, à Å � áàíàõiâ ïðîñòið, òî ç îçíà÷åííÿ 2.5 âèïëèâà¹
ëiïøèöi¹âiñòü îïåðàòîðà T çà îçíà÷åííÿì 2.4. Ïðàâîìó îïåðàòîðîâi
Ëiïøèöÿ L2 (y, z)ω i ëiâîìó îïåðàòîðîâi Ëiïøèöÿ � L1 (y, z)ω
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íàëåæèòü, ÿê âèäíî iç âèêëàäó ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ, âçàãàëi êàæó÷è,
íåîäíàêîâà ðîëü, íàïðèêëàä, â òåîði¨ äâîñòîðîííiõ îïåðàòîðíèõ
íåðiâíîñòåé, ó ïèòàííÿõ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ x = Tx, ó
ïèòàííÿõ îáãðóíòóâàííÿ ìîíîòîííîñòi i äâîñòîðîííîñòi iòåðàöiéíèõ
ïðîöåñiâ òà ¨õ çáiæíîñòi. Òîìó îïðàâäàíîþ ¹ ïîòðåáà ðîçãëÿäàòè
îäíîñòîðîííüî ëiïøèöi¹âi îïåðàòîðè.

Áóäåìî ãîâîðèòè ïðî ëiâîñòîðîííþ ëiïøèöi¹âiñòü îïåðàòîðà T ,
ÿêùî ó ïîïåðåäíüîìó îçíà÷åííi éäåòüñÿ òiëüêè ïðî iñíóâàííÿ
ëiíiéíîãî ùîäî ω îïåðàòîðà L1 (y, z)ω, äëÿ ÿêîãî iç ñïiââiäíîøåíü
y ≤ z, y, z ∈ D âèïëèâà¹ ëiâà ç íåðiâíîñòåé (2.5), òîáòî

−L1 (y, z) (z − y) ≤ Tz − Ty. (2.6)

ßêùî â îçíà÷åííi 2.5 éäåòüñÿ òiëüêè ïðî iñíóâàííÿ ëiíiéíîãî ùîäî
ω îïåðàòîðà L2 (y, z)ω, äëÿ ÿêîãî iç ñïiââiäíîøåíü y ≤ z, y, z ∈ D
âèïëèâà¹ ïðàâà ç íåðiâíîñòåé (2.5), òîáòî

Tz − Ty ≤ L2 (y, z) (z − y) ,

òî ãîâîðèòèìåìî ïðî ïðàâîñòîðîííþ ëiïøèöi¹âiñòü îïåðàòîðà T .
Çàçíà÷èìî, ùî ïðè îáãðóíòóâàííi ìîíîòîííîñòi i äâîñòîðîííîñòi
äåÿêèõ iòåðàöiéíèõ ïðîöåñiâ, íàïðèêëàä, ç ïðàâîñòîðîííüîþ
ëiïøèöi¹âiñòþ îïåðàòîðà T âiä îïåðàòîðà L2 (y, z)ω ïîòðiáíî
âèìàãàòè äîäàòíîñòi éîãî ÿê ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ùîäî ω, òà
íåñïàäàííÿ ùîäî z i íåçðîñòàííÿ ùîäî y. Äëÿ îöiíêè çáiæíîñòi
iòåðàöiéíèõ ïðîöåñiâ ïðè öüîìó âiä îïåðàòîðà L1 (y, z)ω äîñòàòíüî
âèìàãàòè ëèøå éîãî îáìåæåíîñòi ÿê ëiíiéíîãî îïåðàòîðà âiä ω ïðè
y, z ∈ D.

Âiäìiòèìî, ùî ïîíÿòòÿ îäíîñòîðîííüî¨ ëiïøèöi¹âîñòi â òåîði¨
iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé âiäîìå ÿê L1 (L2)-óìîâà Ì. Â. Àçáåë¹âà
[5,6], ÿêó âèêîðèñòîâóâàâ òàêîæ ó òåîði¨ iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé
Â. Âàëüòåð [135]. Òîìó ¨¨ äåêîëè íàçèâàþòü òàêîæ W-óìîâîþ
Â.Âàëüòåðà. Â îáèäâîõ âèïàäêàõ éäåòüñÿ ïðî ñèòóàöiþ, êîëè
îïåðàòîðè L1 (y, z)ω òà L2 (y, z)ω ¹ ïîñòiéíèìè, òîáòî, íåçàëåæíèìè
âiä y, z ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè ùîäî ω. Â òåîði¨ äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ
îäíîñòîðîííÿ ëiïøèöi¹âiñòü ç ïîñòiéíèìè ùîäî y, z ëiíiéíèìè ùîäî
ω îïåðàòîðàìè L1 (y, z)ω = L1ω, L2 (y, z)ω = L2ω âiäîìà òàêîæ ó
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çâ'ÿçêó ç äîñëiäæåííÿìè Þ. Â. Ïîêîðíîãî [83], äå îïåðàòîðè T , ùî
çàäîâîëüíÿþòü îäíîñòîðîííþ óìîâó Ëiïøèöÿ, íàçâàíi Â-äîäàòíiìè òà
Â-ìîíîòîííèìè (äèâ. òàêîæ [49]). Íàäàëi äîòðèìóâàòèìåìîñÿ òåðìiíó
�îäíîñòîðîííÿ ëiïøèöi¹âiñòü� ÷åðåç ôîðìàëüíó ñïîðiäíåíiñòü öüîãî
ïîíÿòòÿ iç çâè÷àéíîþ ëiïøèöi¹âiñòþ òà ÷åðåç çàïðîâàäæóâàíå äàëi
ïîíÿòòÿ ÷àñòêîâî¨ ëiïøèöi¹âîñòi îïåðàòîðà T . Çàçíà÷èìî òàêîæ,
ùî âèêîðèñòàííÿ îäíîñòîðîííüî¨ ëiïøèöi¹âîñòi ç ëiâèì îïåðàòîðîì
Ëiïøèöÿ L1 (y, z)ω òà ç ïðàâèì îïåðàòîðîì Ëiïøèöÿ L2 (y, z)ω
äîçâîëÿ¹ êîíñòðóþâàòè, çîêðåìà, àëãîðèòìè, ÿêi íàçèâàòèìåìî ó
íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ àíàëîãàìè ìåòîäó ×àïëèãiíà òà àíàëîãàìè
ìîíîòîííîãî ìåòîäó Íüþòîíà äëÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó x = Tx.
Ïðè öüîìó îïåðàòîð T ìîæå i íå áóäè äèôåðåíöiéîâíèì. Çà
ïåâíî¨ ñòðóêòóðè îïåðàòîðiâ L1 (y, z)ω òà L2 (y, z)ω öi àëãîðèòìè
õàðàêòåðèçóþòüñÿ íàäëiíiéíîþ, çîêðåìà, êâàäðàòè÷íîþ çáiæíiñòþ
áåç ïîñòóëþâàííÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi îïåðàòîðà T .

Îçíà÷åííÿ 2.6. Íåõàé íà ìíîæèíi D åëåìåíòiâ
íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó Å îçíà÷åíi ëiíiéíi ùîäî ω ≥ θ
îïåðàòîðè L1 (y, z)ω, L2 (y, z)ω, äëÿ ÿêèõ iç ñïiââiäíîøåíü y ≤ z,
y, z, x ∈ D âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

−L1 (y, z) (z − y) ≤ F (z, x)− F (y, x) ,
F (x, z)− F (x, y) ≤ L2 (y, z) (z − y) ,

(2.7)

äå îïåðàòîð F (y, z) : D ×D → E çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü F (x, x) = Tx
(x ∈ D). Òîäi îïåðàòîð F íàçèâàòèìåìî ÷àñòêîâî ëiïøèöi¹âèì.

Äëÿ ÷àñòêîâî ëiïøèöi¹âèõ îïåðàòîðiâ â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ
ïîáóäîâàíi àíàëîãè äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ Êóðïåëÿ, ÿêi óçàãàëüíþþòü
ìåòîä ×àïëèãiíà. Äëÿ ïîáóäîâàíèõ àëãîðèòìiâ ç íåäèôåðåíöiéîâíèì
îïåðàòîðîì T ìîæíà îòðèìàòè õàðàêòåðíó äëÿ ìåòîäó Êóðïåëÿ
êâàäðàòè÷íó çáiæíiñòü. Ó âèïàäêó îäíîñòîðîííüî¨ ëiïøèöi¹âîñòi öi
àíàëîãè ìåòîäó Êóðïåëÿ ïåðåòâîðþþòüñÿ ó çãàäàíi àíàëîãè ìåòîäó
×àïëèãiíà.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè¹äíàííÿ äî óìîâ (2.7) äîäàòêîâîãî
ïðèïóùåííÿ, ùî Tθ = θ, ïåðåòâîðþ¹ îçíà÷åííÿ ïðàâîñòîðîííüî¨
ëiïøèöi¹âîñòi â îçíà÷åííÿ ïiäëiíiéíîñòi îïåðàòîðà T â òîìó ðîçóìiííi,
ó ÿêîìó âîíî ïîòðàêòîâàíå Ì. Ñ. Êóðïåëåì (äèâ. [49]).

Ó íàñòóïíèõ âèêëàäàõ òåðìií �ïiäëiíiéíèé îïåðàòîð� áóäåìî
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âæèâàòè â iíøîìó ðîçóìiííi. À ñàìå: ïiä ïiäëiíiéíèì îïåðàòîðîì â �10
ðîçóìi¹ìî òàêèé îïåðàòîð F :E→ E (Å � áàíàõiâ ïðîñòið), äëÿ ÿêîãî
ç íåðiâíîñòi ‖x‖ ≥M , äå M � äåÿêà êîíñòàíòà, âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

‖Fx‖ ≤ ‖x‖ . (2.8)

Ïiäëiíiéíèìè ó öüîìó òðàêòóâàííi áóäå, çîêðåìà, îïåðàòîð F , äëÿ
ÿêîãî

lim
‖x‖→∞

‖Fx‖
‖x‖

= α < 1. (2.9)

Âèïàäîê, êîëè â (2.9) ìà¹ìî α = 0, ðîçãëÿäàâñÿ â [23, 40]. Óìîâó (2.9)
äëÿ α = 0 çàäîâîëüíÿ¹, íàïðèêëàä, îïåðàòîð, îçíà÷åíèé çà äîïîìîãîþ
ôîðìóëè

Fx =

b∫
a

K (t, s)xγ (s) ds, (γ < 1)

ç íåïåðåðâíèì ïðè t, s ∈ [a; b] ÿäðîì K (t, s).
Îçíà÷åííÿ 2.7. ([95]). Îïåðàòîð Tx = T (t, x) íàçèâàþòü

îïåðàòîðîì Âîëüòåððà, ÿêùî âií îçíà÷åíèé äëÿ t ∈ [a; b],
x = x (t) ∈ C (E, [a; b]) i êîæíié ôóíêöi¨ x (t) ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ, ùî íàáóâà¹ çíà÷åííÿ ç Å, ïðè÷îìó ç ðiâíîñòi
x1 (s) = x2 (s) ïðè s ∈ [a; b] âèïëèâà¹ ðiâíiñòü T (t, x1) = T (t, x2).
Òóò [a; b] � âiäðiçîê â N -ìiðíîìó äiéñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði RN ,
C (E, [a; b]) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ íà [a; b] ôóíêöié iç çíà÷åííÿìè â
E. Ïîçíà÷åííÿ C (E, [a; b]) çàïîçè÷åíå iç [16, 17].

Â [57, 58] âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêîæ çàïðîâàäæåíå â [58] ïîíÿòòÿ
Va-îïåðàòîðà, ÿêå îçíà÷à¹, ùî T (a, x) = θ äëÿ ∀x ∈ E.

Íåõàé, çîêðåìà îçíà÷åíi îïåðàòîðè f (t, s, x), h (t, s, y, z),
g (t, s, y, z, ω) ïðè t, s ∈ [a; b], y, z, ω ∈ E, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åííÿ ç Å i
íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ. Íåõàé òàêîæ çàäàíi íåïåðåðâíi
ôóíêöi¨ τi (s) : [a; b] → RN , äëÿ ÿêèõ 0 ≤ τi (s) ≤ α < ∞ (i = 1, 2).
Òîäi îçíà÷åíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

F (t, x) =

t∫
a

f (t, s, x (s)) ds,
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H (t, x) =

t∫
a

h (t, s, x (s) , x (s− τ1 (s))) ds,

G (t, x) =

t∫
a

g

t,s,x (s) ,x (s−τ1 (s)) ,

s∫
a

h (s,ξ,x (ξ) ,x (ξ−τ2 (ξ))) dξ

 ds
îïåðàòîðè F (t, x), H (t, x), G (t, x) ¹ îïåðàòîðàìè Âîëüòåðà i Va-
îïåðàòîðàìè.

�3. Ïðèíöèïè íåðóõîìî¨ òî÷êè

Ïðèíöèïîì íåðóõîìî¨ òî÷êè íàçèâàþòü âñÿêå òâåðäæåííÿ, ÿêå çà
äåÿêèõ ïðèïóùåíü âñòàíîâëþ¹ iñíóâàííÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè îïåðàòîðà
T , òîáòî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

x = Tx. (3.1)

Îäíèì ç íàéâiäîìiøèõ ïðèíöèïiâ íåðóõîìî¨ òî÷êè ¹ áàíàõiâ ïðèíöèï
ñòèñêó.

Îçíà÷åííÿ 3.1. ßêùî íà ìíîæèíi D áàíàõîâîãî ïðîñòîðó Å
ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà Ëiïøèöÿ (2.4) çi ñòàëîþ L < 1, òî îïåðàòîð
T íàçèâàþòü ñòèñêóþ÷èì îïåðàòîðîì àáî ñòèñêîì.

Òåîðåìà 3.1 (ïðèíöèï ñòèñêó Áàíàõà). Íåõàé T ¹
îïåðàòîðîì ñòèñêó íà çàìêíóòié ìíîæèíi D áàíàõîâîãî ïðîñòîðó
Å. Òîäi îïåðàòîð T ìà¹ ¹äèíó íåðóõîìó òî÷êó â D.

Öÿ òåîðåìà äîïóñêà¹ óçàãàëüíåííÿ, íàïðèêëàä, òàêîãî âèãëÿäó.
Òåîðåìà 3.2 [43]. Íåõàé T (TD ⊆ D) ¹ îïåðàòîðîì óçàãàëüíåíîãî

ñòèñêó, òîáòî, äëÿ âñÿêèõ x, y ∈ D ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖Tx− Ty‖ ≤ ϕ (‖x− y‖) (3.2)

ç äiéñíîþ íåïåðåðâíîþ íåñïàäíîþ ôóíêöi¹þ ϕ (t), äëÿ ÿêî¨ ïðè
âñÿêîìó t ∈ (0; b] ìà¹ìî ϕ (t) < t, äå b � äiàìåòð îáìåæåíî¨
çàìêíåíî¨ ìíîæèíè D áàíàõîâîãî ïðîñòîðó Å. Òîäi iñíó¹ ¹äèíà â D
íåðóõîìà òî÷êà x∗ îïåðàòîðà T .
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Óìîâè òåîðåìè 3.2 òà ¨¨ ÷àñòêîâîãî âèïàäêó � òåîðåìè 3.1.
çàáåçïå÷óþòü çáiæíiñòü äî ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ D ðiâíÿííÿ (3.1)
ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü

xn+1 = Txn(n = 0, 1, . . .) (3.3)

ç óñÿêèì ñòàðòîâèì íàáëèæåííÿì x0 ∈ D. Ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ
îöiíêè

‖xn − x∗‖ ≤ ϕn (‖x0 − x∗‖) ,

äå ϕ0 (c) = c, ϕk (c) = ϕ (ϕk−1 (c)) , (k = 1, 2, . . .).
ßêùî ìà¹ìî äîäàòêîâî, ùî

‖x1 − x0‖ ≤ b− ϕ (b) ,

òî ìîæíà îòðèìàòè òàêîæ îöiíêó

‖xn − x∗‖ ≤ ϕn (m) , (3.4)

äå m = m (ϕ1 (‖x1 − x0‖)) � âåðõíié íà [0; b] ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
x = ϕ (x) + ‖x1 − x0‖. Äëÿ òåîðåìè 3.1. îöiíêà (3.4) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â
îöiíêó

‖xn − x∗‖ ≤ Ln

1− L
‖x1 − x0‖ .

Â îáèäâîõ òåîðåìàõ çáåðiãàþòüñÿ ¨õ òâåðäæåííÿ, ÿêùî âèìàãàòè,
ùîá óìîâè (3.1) òà (3.2) ñïðàâäæóâàëèñÿ äëÿ îïåðàòîðà Tm çàìiñòü
T , äå m ≥ 1 � íàòóðàëüíå ÷èñëî.

ßêùî A ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, ùî äi¹ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Å,
ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ρ (A) ÿêîãî, îçíà÷åíèé çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

ρ (A) = lim
n→∞

n
√
‖An‖,

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü
ρ (A) < 1, (3.5)

òî öüîãî äîñòàòíüî äëÿ iñíóâàííÿ ¹äèíî¨ íåðóõîìî¨ òî÷êè x∗ ∈ E
îïåðàòîðà Tx = f + Ax çà äîâiëüíîãî f ∈ E. Ïðè öüîìó äî
x∗ çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü {xn}, óòâîðåíà çà äîïîìîãîþ ìåòîäó
ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü
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xn+1 = f +Axn(n = 0, 1 . . . , ) (3.6)

ç ïî÷àòêîâèì íàáëèæåííÿì x0 ∈ E.
Îçíà÷åííÿ 3.2. Ìíîæèíó D áàíàõîâîãî ïðîñòîðó Å íàçèâàþòü

êîìïàêòíîþ, ÿêùî âñÿêà íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè Ì
ìiñòèòü çáiæíó ïîñëiäîâíiñòü.

Ìîæíà äîâåñòè, ùî ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði êîìïàêòíà ìíîæèíà
îáìåæåíà çà íîðìîþ.

Êîìïàêòíiñòü ìíîæèíè D ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ ïðèïóùåíü iíøîãî
ïðèíöèïó íåðóõîìî¨ òî÷êè � ïðèíöèïó Øàóäåðà.

Òåîðåìà 3.3 (ïðèíöèï Øàóäåðà). Íåõàé: 1) íåïåðåðâíèé
îïåðàòîð T ïåðåòâîðþ¹ îïóêëó çàìêíåíó ìíîæèíó D áàíàõîâîãî
ïðîñòîðó Å â D; 2) ìíîæèíà çíà÷åíü TD îïåðàòîðà T ¹
êîìïàêòíîþ. Òîäi îïåðàòîð T ìà¹ â D áîäàé îäíó íåðóõîìó òî÷êó.

Óìîâè òåîðåìè 3.3 íå çàáåçïå÷óþòü, âçàãàëi êàæó÷è, ¹äèíîñòi
íåðóõîìî¨ òî÷êè.

Çàñòîñóâàííÿ ïðèíöèïó Øàóäåðà ãðóíòó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi
çðó÷íèõ êðèòåði¨â êîìïàêòíîñòi. Â ïðîñòîði Ñ íåïåðåðâíèõ ôóíêöi¨
çàäëÿ öüîãî ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü âiäîìó ëåìó Àð÷åëà (äèâ., íàïð.
[94]) .

Íàâåäåìî îäíå òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè
îïåðàòîðà, ùî äi¹ ó íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði Å, ÿêå  ðóíòó¹òüñÿ
íà ïðèíöèïi Øàóäåðà.

Òåîðåìà 3.4 [57]. Íåõàé çàäàíèé ãåòåðîòîííèé íåïåðåðâíèé
îïåðàòîð T (y, z) :D × D → E, äëÿ ÿêîãî: 1) T (x, x) = Tx, äå D �
îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà â íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði Å; 2)
çàäàíi åëåìåíòè u0, v0 ∈ D, u0 ≤ v0 òàêi, ùî åëåìåíòè u1, v1,
îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

un+1 = T (un, vn) , vn+1 = T (vn, un) , (n = 0, 1, . . .) (3.7)

ïðè n = 0, çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

u0 ≤ u1 ≤ v1 ≤ v0. (3.8)

Òîäi îïåðàòîð T (x, x) ïåðåòâîðþ¹ âiäðiçêè Dn = [un, vn] â ñåáå.
ßêùî ïðè öüîìó ìíîæèíà TDn çíà÷åíü îïåðàòîðà T äëÿ êîæíîãî
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n = 0, 1, . . . êîìïàêòíà, òî ðiâíÿííÿ (3.1) ìà¹ íà [u0, v0] áîäàé îäèí
ðîçâ'ÿçîê x∗, äëÿ ÿêîãî ïðè êîæíîìó n = 0, 1, . . . ìà¹ìî x∗ ∈ Dn.

Äåùî äîêëàäíiøå çóïèíèìîñÿ íà àíàëiçi ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ
íàáëèæåíü (3.6) äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

x = Ax+ f. (3.9)

ßê çàçíà÷àëîñÿ, çáiæíiñòü iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (3.6) äî ¹äèíîãî
ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (3.9) çà âñÿêîãî ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ
x0 ∈ E ãàðàíòîâàíà çà óìîâè (3.5). Óìîâà (3.5) ¹ �ìàéæå íåîáõiäíîþ�
äëÿ çáiæíîñòi ïðîöåñó (3.6) äî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (3.9)
çà ïðèïóùåííÿ, ùî çà ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ ìîæíà âçÿòè âñÿêèé
åëåìåíò x0 ∈ E. Òî÷íiøå, ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.5 [42]. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (3.6) çà âñÿêèõ f ∈ E,
x0 ∈ E çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (3.9), òî ρ (A) ≤ 1.

Çà äîâiëüíîãî âèáîðó x0 ∈ E òà óìîâè ρ (A) > 1 iòåðàöi¨
(3.6), âçàãàëi êàæó÷è, íå çáiãàþòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (3.9).
Îäíàê ñïåöiàëüíèé âèáið x0 ìîæå ñïðè÷èíèòè çáiæíiñòü iòåðàöié
(3.6) äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (3.9) íåðiäêî i òîäi, êîëè ρ (A) > 1. Íà
ïiäòâåðäæåííÿ öüîãî íàâåäåìî ïðîñòèé ïðèêëàä.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

x = 2x+ 3y − 130,
y = 1, 92x+ 2y − 202

(3.10)

ìà¹ î÷åâèäíèé ðîçâ'ÿçîê x = 100, y = 10. Âëàñíèìè ÷èñëàìè ìàòðèöi
À =

(
2 3
1, 92 2

)
¹ ÷èñëà λ1 = 4, 4, λ2 = −0, 4. Äëÿ ¨¨ ñïåêòðàëüíîãî

ðàäióñà ρ (A) ìà¹ìî ρ (A) = 4, 4 > 1. Âèáåðåìî x0, y0 òàêèì ñïîñîáîì,
ùîá

4x0 + 5y0 =
4b1 + 5b2
1− λ1

= 450, (3.11)

äå b1 = −130, b2 = −202. Çàäëÿ êîíêðåòíîñòi ïðèéìåìî, íàïðèêëàä,
x0 = −130

1−4,4 , y0 = −202
1−4,4 . Áåçïîñåðåäíi îá÷èñëåííÿ çà ôîðìóëàìè (3.6)

äëÿ n = 7, íàïðèêëàä, äàþòü òàêèé ðåçóëüòàò: x7 = 100, 06366,
y7 = 9, 88741. Îòæå, íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ρ (A) = 4, 4 >
1, iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (3.10) äîçâîëÿ¹ óòî÷íþâàòè íàáëèæåííÿ äî
ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (3.11). ßê âèÿâëÿ¹òüñÿ, öÿ ñèòóàöiÿ ñïðè÷èíåíà



32

ñàìå âèáîðîì ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ (x0, y0) iç ñïåöiàëüíî¨
ìíîæèíè, îïèñàíî¨ ðiâíiñòþ (3.11), à òàêîæ òèì, ùî |λ2| = 0, 4 < 1.
Âëàñíå ÷èñëî |λ2| õàðàêòåðèçó¹ çáiæíiñòü iòåðàöié çà âèáîðó (x0, y0)
çà (3.11). Çàçíà÷èìî äîäàòêîâî, ùî çà öi¹¨ ñèòóàöi¨ iòåðàöiéíèé ïðîöåñ
(3.6) ÷èñåëüíî íåñòiéêèé. Öå âèäíî ç òîãî, ùî ïðàêòè÷íî ïî÷èíàþ÷è
ç n = 8, îòðèìó¹ìî x8 = 99, 78555, y8 = 9, 89320; x9 = 99, 25070,
y9 = 9, 37480. Ïðîòå äîêëàäíiøèé àíàëiç äà¹ çìîãó ç'ÿñóâàòè ïðè÷èíè
òàêîãî ïîãiðøåííÿ ñèòóàöi¨ i âèÿâèòè ñïîñîáè, ÿê óíèêíóòè öüîãî.
Ñïðàâà â òîìó, ùî ðiâíiñòü (3.11) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

(ϕ1, x̃) =
(ϕ1, b)
1− λ1

, x̃ = {x, y} , b = {b1, b2} , (3.12)

äå ϕ1 = (4; 5) � âëàñíèé âåêòîð ìàòðèöi A∗ =
(

2 1, 92
3 2

)
, ñïðÿæåíî¨

äî ìàòðèöi A =
(

2 3
1, 92 2

)
ñèñòåìè (3.10). Ïðè÷îìó ϕ1 âiäïîâiäà¹

íàéáiëüøîìó çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ âëàñíîìó ÷èñëîâi ρ (A) =
|λ1| = 4, 4 ìàòðèöi A. Ìàþòü ìiñöå òàêi ôàêòè: à) ðîçâ'ÿçîê x̃∗

ñèñòåìè (3.10) íàëåæèòü äî ìíîæèíè E0 äâîìiðíèõ âåêòîðiâ x̃ =
{x, y}, îïèñàíèõ ðiâíiñòþ (3.12); á) ÿêùî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ x̃0 =
{x0, y0} ∈ E0, òî x̃n ∈ E0 ; çáiæíiñòü iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (3.6) äëÿ
ñèñòåìè (3.10) ãàðàíòó¹ òå, ùî |λ2| = 0, 4 < 1. Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ,
ùî âíåñåííÿ ïîïðàâîê â îá÷èñëåííÿ òàêèì ñïîñîáîì, ùîá ðiâíiñòü
(3.12) íå ïîðóøóâàëàñÿ, äîçâîëÿ¹ çàïîáiãòè ïîðóøåííþ ÷èñåëüíî¨
ñòiéêîñòi ïðîöåñó.

Ìîæíà íàâåñòè ùå òðèâiàëüíiøèé ïðèêëàä. Éäåòüñÿ ïðî îäíå
ñêàëÿðíå ðiâíÿííÿ x = ax + b, äå a, b � äiéñíi ÷èñëà. ßêùî ρ (A) =
|a| 6= 1, x0 = b

1−a , òî iòåðàöi¨ xn+1 = axn + b çáiãàþòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó
x∗ = b

1−a ÿê ïðè |a| < 1, òàê i ïðè |a| > 1.
Íàâåäåíi ïðèêëàäè iëþñòðóþòü ñèòóàöiþ, êîëè íåðóõîìà òî÷êà x∗

îïåðàòîðà T íå ¹ ïðèòÿãóþ÷îþ â D ⊆ E, àëå iñíó¹ òàêà ïiäìíîæèíà
E0 ìíîæèíè D, ó ÿêié öÿ íåðóõîìà òî÷êà ¹ ïðèòÿãóþ÷îþ.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (3.1) iç, âçàãàëi êàæó÷è, íåëiíiéíèì
îïåðàòîðîì T : D → E. Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi
óìîâè.

À. Çàäàíà çàìêíåíà ïiäìíîæèíà E0 åëåìåíòiâ iç çàìêíåíî¨
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ìíîæèíè D ⊆ E, äå Å � áàíàõiâ ïðîñòið, òàêà ùî iç âêëþ÷åííÿ
x ∈ E0 âèïëèâà¹ y = Tx ∈ E0.

Á. Îçíà÷åíèé òàêèé îïåðàòîð G : D → E, ùî ïðèïóùåííÿ x ∈ E0

ïðèçâîäèòü äî ðiâíîñòi Gx = θ, äå θ � íóëüîâèé åëåìåíò â E.
Â. Îïåðàòîð H, îçíà÷åíèé çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi Hx = Tx −

Gx(x ∈ D), íà ìíîæèíi E0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ

‖Hx−Hy‖ ≤ Q ‖x− y‖ (x, y ∈ E0),

ïðè÷îìó Q < 1.
Çàäëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî ãîâîðèòè ó öüîìó âèïàäêó, ùî îïåðàòîð

T ¹ G-ñòèñêîì íà ìíîæèíi E0, ÿêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À-Â.
Òåîðåìà 3.6. ßêùî x ∈ E0 i îïåðàòîð T ¹ G-ñòèñêîì íà

ìíîæèíi E0, òî îïåðàòîð T ìà¹ ¹äèíó â E0 íåðóõîìó òî÷êó
x∗, äî ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (3.6). Öÿ çáiæíiñòü íå
ïîâiëüíiøà çà çáiæíiñòü ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ iç çíàìåííèêîì Q.

Àíàëîãè öi¹¨ òåîðåìè äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (3.9) ìiñòÿòü äåùî
êîíñòðóêòèâíiøi ôîðìóëþâàííÿ. Ââàæàòèìåìî, ùî Å � áàíàõiâ
ïðîñòið, ëiíiéíèé îïåðàòîð A : E → E òàêèé, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ
òàêi àíàëîãè óìîâ À-Â.

À1. Çàäàíà çàìêíåíà ïiäìíîæèíà E0 ⊆ E, äëÿ ÿêî¨ ïðè x ∈ E0

ìàòèìåìî
y = Ax+ b ∈ E0(b ∈ E).

Á1. Îçíà÷åíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð G : E → E òà åëåìåíò a ∈ E,
äëÿ ÿêèõ

Gx = a, ÿêùî x ∈ E0.

Â1. Ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ρ (H) îïåðàòîðà H = A −G ìåíøèé çà
îäèíèöþ.

Òåîðåìà 3.7. Äëÿ âñÿêîãî x0 ∈ E0 ç óìîâ À1�Â1 âèïëèâà¹
çáiæíiñòü iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (3.6) äî ¹äèíîãî â Å ðîçâ'ÿçêó x∗

ðiâíÿííÿ (3.9). Ïðè öüîìó x∗ ∈ E0.
Çàóâàæèìî, ùî ïðè ρ (H) < 1 òà ρ (A) > 1 òåîðåòè÷íà çáiæíiñòü

ìîæå âèÿâèòèñÿ ÷èñåëüíî íåñòiéêîþ. Îäíàê ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
ïðè x0 ∈ E0 ìàòèìåìî xn ∈ E0 äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, . . . Öèì ôàêòîì
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ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ äëÿ ïðàêòè÷íîãî êîðåãóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ
îá÷èñëåíü, âèêëèêàíèõ ïîõèáêàìè çàîêðóãëåíü, íàãðîìàäæåííÿ ÿêèõ
ïðè ρ (A) > 1 ìîæå ïðàêòè÷íî ïîðóøèòè òåîðåòè÷íî ãàðàíòîâàíå
âêëþ÷åííÿ xn ∈ E0.

ßêùî âiäîìå íàéáiëüøå çà ìîäóëåì âëàñíå ÷èñëî λ 6= 1
ñïðÿæåíîãî äî A îïåðàòîðà A∗ òà âiäïîâiäíèé éîìó âëàñíèé âåêòîð
îïåðàòîðà A∗, òîáòî

A∗ϕ = λϕ,

òî ïðèéìåìî çà E0 ìíîæèíó òèõ x ∈ E, äëÿ ÿêèõ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

(ϕ, x) =
(ϕ1, b)
1− λ

,

äå ÷åðåç (ϕ, x) ïîçíà÷à¹ìî ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë ϕ íà åëåìåíòàõ x ∈ E.
ßêùî ψ ∈ E � ôiêñîâàíèé åëåìåíò ç Å, òî îïåðàòîð Gx îçíà÷èìî çà
ôîðìóëîþ

Gx = ψ (ϕ, x) (x ∈ E).

Êîíñòðóêöiÿ ìíîæèíè E0 i îïåðàòîðà G äîçâîëÿ¹ óñóíóòè âïëèâ íà
çáiæíiñòü iòåðàöié (3.6) âëàñíîãî ÷èñëà λ = λ1. ßêùî äëÿ âñiõ iíøèõ
âëàñíèõ çíà÷åíü λi ìàòèìåìî |λi| ≤ Q < 1, òî îïåðàòîð G çàäîâîëüíÿ¹
ïîñòóëüîâàíi òåîðåìîþ 3.7 âèìîãè.

Óñóíóòè âïëèâ êiëüêîõ âëàñíèõ ÷èñåë îïåðàòîðà A ìîæíà çà
äîïîìîãîþ ñêëàäíiøèõ êîíñòðóêöié äëÿ îïåðàòîðà G i ìíîæèíè
ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü E0. Â îñíîâi òàêèõ êîíñòðóêöié ëåæàòü
ìiðêóâàííÿ, ùî ïåâíîþ ìiðîþ áëèçüêi äî íàâåäåíèõ.

Òåîðåìè 3.6 òà 3.7 ¹ ÷àñòèíîþ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ
äîñëiäæåííÿ ìàëî âèâ÷åíèõ (äèâ. [42]) àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíèõ
ìåòîäiâ. Òî÷íiøå, òåîðåìè 3.6 òà 3.7 ¹ âèíÿòêîâèìè âèïàäêàìè
çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ òî¨ ñèòóàöi¨, êîëè îäíîïàðàìåòðè÷íi
àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíi àëãîðèòìè âèðîäæóþòüñÿ äî çâè÷àéíîãî
ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü.

Äëÿ îïåðàòîðà A, âëàñíi ÷èñëà ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

|λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . ≥ |λn| ≥ . . . (3.13)

çà ïðèïóùåííÿ, ùî äëÿ A ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïåêòðàëüíå çîáðàæåííÿ,
ìîæíà îòðèìàòè çáiæíèé ïðîöåñ i ïðè |λ1| > 1, ÿêùî âîäíî÷àñ
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|λ2| < 1. ßêùî æ |λ1| < 1, ìîæíà îòðèìàòè ðåçóëüòàòè, ÿêi
õàðàêòåðèçóþòü ïðèñêîðåííÿ çáiæíîñòi çà äîïîìîãîþ âiäíîøåííÿ∣∣∣λ1
λ2

∣∣∣.
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ÐÎÇÄIË II. ÄÅßÊI ÑÏÎÑÎÁÈ ÄÂÎ-
ÑÒÎÐÎÍÍÜÎ� ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÖI� ÐÎÇÂ'ßÇ-
ÊIÂ ÐIÂÍßÍÜ

Äâîñòîðîííi ìåòîäè íàáëèæåííÿ äî ðîçâ'ÿçêiâ îïåðàòîðíèõ
ðiâíÿíü äåêîëè íàçèâàþòü ìåòîäàìè ÷àïëèãiíñüêîãî òèïó, îñêiëüêè
îäíèì ç íàéâiäîìiøèõ ïðèêëàäiâ äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ ¹ çíàìåíèòèé
ìåòîä ×àïëèãiíà. Çàäëÿ çðó÷íîñòi â òåêñòi äàëi ãîâîðèòèìåìî ïðî
ìåòîäè ÷àïëèãiíñüêîãî òèïó äëÿ òàêèõ äâîñòîðîííiõ iòåðàöiéíèõ
àëãîðèòìiâ, äëÿ ÿêèõ ïiäòâåðäæóþòüñÿ íàéõàðàêòåðíiøi ðèñè ñàìîãî
ìåòîäó ×àïëèãiíà � äâîñòîðîííiñòü àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ òà
êâàäðàòè÷íà øâèäêiñòü çáiæíîñòi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó. Ç öüîãî
ïîãëÿäó äâîñòîðîííi iòåðàöiéíi ìåòîäè ç ëiíiéíîþ çáiæíiñòþ íå
ââàæàòèìåìî ìåòîäàìè ÷àïëèãiíñüêîãî òèïó. Ìîíîòîííèé àíàëîã
ìåòîäó Íüþòîíà òåæ íå áóäåìî ââàæàòè ìåòîäîì ÷àïëèãiíñüêîãî
òèïó, áî âií, ìàþ÷è íàäëiíiéíèé õàðàêòåð çáiæíîñòi, íå ìîæå áóòè
äâîñòîðîííiì. Ìàþ÷è íà óâàçi çðîáëåíèé 1969 ðîêó Ì.Ñ.Êóðïåëåì
[44] (äèâ. òàêîæ [46, 49, 57]) ïðèíöèïîâèé êðîê ùîäî ïîáóäîâè
äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ íà îñíîâi ìåòîäó ×àïëèãiíà (çi çáåðåæåííÿì
äâîñòîðîííîñòi i êâàäðàòè÷íîãî õàðàêòåðó çáiæíîñòi) äëÿ ðiâíÿíü ç
íåîïóêëèìè îïåðàòîðàìè, áóäåìî ãîâîðèòè ïðî ìåòîäè Êóðïåëÿ, êîëè
éäåòüñÿ ïðî ìåòîäè ÷àïëèãiíñüêîãî òèïó äëÿ ðiâíÿíü ç íåîïóêëèìè
îïåðàòîðàìè. Â öüîìó ðîçäiëi íàâîäèìî äåÿêi ðåçóëüòàòè ïðî
äâîñòîðîííi ñïîñîáè íàáëèæåííÿ äî ðîçâ'ÿçêiâ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü
ó íàïiâóïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðàõ (äèâ. [20, 33, 41, 57, 62, 63, 79, 101,
123, 125]).

�4. Äâîñòîðîííi iòåðàöiéíi ìåòîäè

Iòåðàöiéíi ìåòîäè ÷àñòî ¹ íåìèíó÷èì åòàïîì ðåàëiçàöi¨ iíøèõ
íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ. Öå ñòîñó¹òüñÿ â ïåðøó ÷åðãó íåëiíiéíèõ
çàäà÷ òà ëiíiéíèõ çàäà÷ âåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi, ùî âèíèêàþòü ïðè
âèêîðèñòàííi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ïðèêëàäíèõ íàóê. Âåëèêà
êiëüêiñòü íàóêîâèõ ïóáëiêàöié ùîäî òåîði¨ i ïðàêòèêè âèêîðèñòàííÿ
ðiçíîìàíiòíèõ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ çóìîâëåíà äâîìà ôàêòîðàìè �
ïðîñòîòîþ îá÷èñëþâàëüíèõ ñõåì i çðó÷íiñòþ ¨õ ïðèñòîñóâàííÿ äî
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ñó÷àñíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ çàñîáiâ � ç îäíîãî áîêó, òà òèì, ùî
íåðiäêî ñàìå iòåðàöiéíi àëãîðèòìè âèÿâëÿþòüñÿ ¹äèíî ñïðîìîæíèì
çàñîáîì äîâåñòè �äî ÷èñëà� òó ÷è iíøi çàäà÷ó � ç äðóãîãî
áîêó. Íåçâàæàþ÷è íà çíà÷íèé iñòîðè÷íèé âiê ¨õ äîñëiäæåííÿ i
çàñòîñóâàííÿ, íàâiòü äëÿ îäíîãî ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ ïîðiâíÿíî
íåäàâíî îïóáëiêîâàíà ìîíîãðàôiÿ Äæ. Òðàóáà [100], â îñíîâíîìó
ïðèñâÿ÷åíà ñàìå ñêàëÿðíîìó ðiâíÿííþ ϕ (x) = 0, ìiñòèòü ðåçóëüòàòè,
�áiëüøiñòü ç ÿêèõ ¹ íîâèìè i ðàíiøå íå áóëè îïóáëiêîâàíèìè� (äèâ.
[91, Ïðåäèñëîâèå]). Ïðèíàãiäíî âiäìiòèìî ñïîðiäíåíiñòü iäåé iç [91] òà
iäåé ìîíîãðàôi¨ À. Îñòðîâñüêîãî (äèâ. òàêîæ áiáëiîãðàôiþ â [91]).

Äâîñòîðîííi iòåðàöiéíi ìåòîäè âèðiçíÿþòüñÿ ç-ïîìiæ iíøèõ
iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ äâîìà îçíàêàìè. Ïåðøà ç íèõ ñòîñó¹òüñÿ òîãî,
ùî íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê
îõîïëþ¹òüñÿ âèëêîþ � ïàðîþ âåðõíüîãî i íèæíüîãî íàáëèæåíü.
Äðóãà ç íèõ îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü íèæíiõ íàáëèæåíü ìîíîòîííî
çðîñòà¹, à ïîñëiäîâíiñòü âåðõíiõ íàáëèæåíü ìîíîòîííî ñïàäà¹ (ùîäî
íîìåðà iòåðàöi¨). Öi äâà ôàêòîðè ñïðè÷èíþþòü ìîæëèâiñòü íà
êîæíîìó êðîöi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó îòðèìóâàòè çðó÷íó àïîñòåðiîðíó
îöiíêó ïîõèáêè íàáëèæåíü. Ç iíøîãî áîêó ìîíîòîííiñòü íèæíiõ
i âåðõíiõ iòåðàöié ãàðàíòó¹ ïîêðàùåííÿ íàáëèæåíü iç çðîñòàííÿì
íîìåðà iòåðàöi¨.

Ïðîòå âèêîðèñòàííÿ çàçíà÷åíèõ ïåðåâàã äâîñòîðîííiõ íàáëèæåíèõ
ìåòîäiâ íàøòîâõó¹òüñÿ íà âiäîìi òðóäíîùi. Òðóäíîùi òåîðåòè÷íîãî
õàðàêòåðó âèêëèêàíi òèì, ùî îáãðóíòóâàííÿ òàêèõ àëãîðèòìiâ
âèìàãà¹ âiä âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ ñïåöèôi÷íèõ âëàñòèâîñòåé,
çîêðåìà, ¨õ ìîíîòîííîñòi é îïóêëîñòi. Îïåðàòîðè, ùî òðàïëÿþòüñÿ â
áiëüøîñòi ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷, íå ÷àñòî ìàþòü ïîòðiáíi âëàñòèâîñòi.
Öå iñòîòíî îáìåæó¹ êëàñè çàäà÷, äî ÿêèõ ìîæíà çàñòîñóâàòè
äâîñòîðîííi ìåòîäè.

Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì äâîñòîðîííüîãî ìåòîäó àïðîêñèìàöi¨
êîðåíÿ ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ ϕ (x) = 0 ¹ ìåòîä ïîäiëó íàâïië
âiäðiçêà [a; b], íà ÿêîìó öåé êîðiíü ëîêàëiçîâàíî. Iíøèì ïðèêëàäîì
äâîñòîðîííüîãî ìåòîäó äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà ââàæàòè
êîìáiíîâàíèé ìåòîä õîðä i äîòè÷íèõ.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

x = Ax+ b. (4.1)
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â íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Å.
Òåîðåìà 4.1. Íåõàé ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ρ (A) îïåðàòîðà A

ìåíøèé çà îäèíèöþ i öåé îïåðàòîð içîòîííèé, òîáòî, ç íåðiâíîñòi
u ≤ v âèïëèâà¹, ùî Au ≤ Av. ßêùî y0, y1 çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ

yn+1 = Ayn + b (4.2)

ïðè n = 0 i, êðiì òîãî, y0 ≤ y1, òî ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ x∗(n = 0, 1, . . .) (4.3)

äëÿ ¹äèíîãî â Å ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (4.1). Ïðè öüîìó lim
n→∞

yn = x∗.

ßêùî çàìiñòü íåðiâíîñòi y0 ≤ y1 ìà¹ìî y0 ≥ y1, òî çáåðiãàþòüñÿ âñi
òâåðäæåííÿ iç çàìiíîþ íåðiâíîñòåé (4.3) íåðiâíîñòÿìè x∗ ≤ yn+1 ≤
yn (n = 0, 1, . . .).

Îá'¹äíàííÿ îáèäâîõ ÷àñòèí òåîðåìè ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó
âèãëÿäi.

Òåîðåìà 4.1'. Íåõàé ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ρ (A) îïåðàòîðà A
ìåíøèé çà îäèíèöþ i öåé îïåðàòîð içîòîííèé. ßêùî äëÿ y0, y1, z0, z1,
ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

yn+1 = Ayn + b, zn+1 = Azn + b, (4.4)

äëÿ n = 0, ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

y0 ≤ y1 ≤ z1 ≤ z0, (4.5)

òî ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn}, óòâîðåíi çà ôîðìóëàìè (4.4),
çáiãàþòüñÿ äî ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (4.1) i ìàþòü ìiñöå
ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn(n = 0, 1, . . .). (4.6)

Äëÿ íåìîíîòîííîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A ÷àñòî ìîæíà
ñêîðèñòàòèñÿ ç òîãî, ùî éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ðiçíèöi
A = A1 − A2 äâîõ içîòîííèõ (äîäàòíèõ) îïåðàòîðiâ. Íàïðèêëàä, ó
âèïàäêó A = {aij} , i, j = 1, N , ìîæíà ïðèéíÿòè

a1
ij =

{
aij , aij ≥ 0,
0, aij < 0,

a2
ij =

{
0, aij ≥ 0,
−aij , aij < 0,
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A1 =
{
a1
ij

}
, i, j = 1, N, A2 =

{
a2
ij

}
, i, j = 1, N.

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ρ (A1 +A2) = ρ (|A|)
îïåðàòîðà |A| = A1 + A2 ìåíøèé çà îäèíèöþ. Ðîçãëÿíåìî
iòåðàöiéíèé àëãîðèòì

yn+1 = A1yn −A2zn + b,
zn+1 = A1zn −A2yn + b, (n = 0, 1, . . .).

(4.7)

ßêùî äëÿ y0, y1, z0, z1, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (4.7) ïðè n = 0,
cïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (4.5), òî ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn},
óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (4.7), çáiãàþòüñÿ äî ¹äèíîãî â Å
ðîçâ'ÿçêó x∗ i ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (4.6).

Ïîäiáíî âèãëÿäà¹ ñèòóàöiÿ ó íåëiíiéíîìó âèïàäêó. Îïèøåìî
çàäëÿ ïðèêëàäó ñèòóàöiþ, ÿêà ñòîñó¹òüñÿ îäíîãî çàãàëüíîãî ñïîñîáó
ïîáóäîâè äâîñòîðîííiõ íàáëèæåíü. Öåé ñïîñiá äîñëiäæåíèé â [57] i
íàëåæèòü Ì. Ñ. Êóðïåëþ.

Íåõàé E1 = {x| a ≤ x ≤ b, a, b, x ∈ E} � âiäðiçîê ó ïðàâèëüíî
÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði E. Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî
îïåðàòîðè T1 (p, q, y, z), T2 (p, q, y, z) : E1 × E1 × E1 × E1 → E1

çàäîâîëüíÿþòü ïðèïóùåííÿ

T1 (x, x, x, x) ≤ Fx ≤ T2 (x, x, x, x) (4.8)

i ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ
x = Fx. (4.9)

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi óìîâè.
À. ßêùî p, q, y, z ∈ E, òî T1 (p, q, y, z) ≤ T2 (p, q, y, z).
Á. Îïåðàòîðè T1 (p, q, y, z) íå ñïàäàþòü ùîäî p, y, íå çðîñòàþòü

ùîäî q, z i íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ.
Ïðèéìåìî

y0 = a, z0 = b (4.10)

i ðîçãëÿíåìî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ

yn+1 = T1 (yn+1, zn+1, yn, zn) ,
zn+1 = T2 (zn+1, yn+1, zn, yn) (n = 0, 1, . . .).

(4.11)
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Îçíà÷åííÿ 4.1. Ðîçâ'ÿçîê (y∗, z∗) ñèñòåìè ðiâíÿíü

y = F1 (y, z) ,
z = F2 (z, y)

(4.12)

íàçèâàþòü êðàéíiì â äåÿêié ìíîæèíi D íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî
ïðîñòîðó E, ÿêùî äëÿ âñÿêîãî iíøîãî ðîçâ'ÿçêó (y, z) (y, z ∈ D) öi¹¨
ñèñòåìè ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

y∗ ≤ y ≤ z∗, y∗ ≤ z ≤ z∗. (4.13)

Ïîíÿòòÿ êðàéíüîãî ðîçâ'ÿçêó, çàïðîâàäæåíå Ì. Ñ. Êóðïåëåì
(äèâ. [49, 57]), áëèçüêå äî ïîíÿòòÿ ìiíiìàêñíîãî ðîçâ'ÿçêó
Â.Ëàêøìiêàíòàìà [123]. Â ðàìêàõ íàâåäåíîãî ùîéíî îçíà÷åííÿ
êðàéíié ðîçâ'ÿçîê Ì.Ñ.Êóðïåëÿ ñïiâïàäà¹ ç ìiíiìàêñíèì ðîçâ'ÿçêîì
Â. Ëàêøìiêàíòàìà, ÿêùî îïåðàòîðè F1 òà F2 ñïiâïàäàþòü íà D×D.

Ó âèïàäêó, êîëè F1 (y, z) òà F2 (y, z) íå çàëåæàòü âiä z ìàòèìåìî
F1 (y) = F2 (y) = Fy, é òîìó êîìïîíåíòè y∗ òà z∗ ñïiâïàäàþòü
âiäïîâiäíî ç íèæíiì òà âåðõíiìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (4.9).

Òåîðåìà 4.3 [57]. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À òà Á, òî ïðè
êîæíîìó n = 0, 1, . . . iñíó¹ êðàéíié íà âiäðiçêó [yn; zn] ðîçâ'ÿçîê
(yn+1; zn+1) ñèñòåìè (4.11). Ïîñëiäîâíîñòi {yn} òà {zn}, ïîáóäîâàíi
çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (4.10), (4.11), çáiãàþòüñÿ
âiäïîâiäíî äî êîìïîíåíò y∗ òà z∗ êðàéíüîãî íà [a; b] ðîçâ'ÿçêó (y∗; z∗)
ñèñòåìè ðiâíÿíü

y = T1 (y, z, y, z) ,
z = T2 (z, y, z, y)

(4.14)

i ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ y∗ ≤ x ≤ z∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) (4.15)

äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x ∈ [a; b] ðiâíÿííÿ (4.8).
Îáãðóíòóâàííÿ òåîðåìè 4.3 íàâåäåíå â [57, ñòîð. 58-61].
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi óìîâè.
À1. Ïðè x ∈ E1 ñïiââiäíîøåííÿ (4.8) ¹ ðiâíîñòÿìè, òîáòî

T1 (x, x, x, x) = Fx = T2 (x, x, x, x)
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i ïðè öüîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà À.
Á1. Îïåðàòîðè T k1 (p, q, y, z), T k2 (p, q, y, z), óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ

ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë

T 1
i (p, q, y, z) = Ti (p, q, y, z) (i = 1, 2) .
T j1 (p, q, y, z) = T1

(
p, q, T j−1

1 (p, q, y, z) , T j−1
2 (q, p, z, y)

)
,

T j2 (p, q, y, z) = T2

(
p, q, T j−1

2 (p, q, y, z) , T j−1
1 (q, p, z, y)

) (4.16)

ïðè j = 2, 3, ..., k, äå k � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, íå ñïàäàþòü
ùîäî p, y, íå çðîñòàþòü ùîäî q, z i íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ
àðãóìåíòiâ. Iíøèìè ñëîâàìè, óìîâà Á1 îçíà÷à¹, ùî óìîâó Á
çàäîâîëüíÿþòü îïåðàòîðè T ki (p, q, y, z), ïîáóäîâàíi çà ôîðìóëàìè
(4.16).

Òåîðåìà 4.4 [57]. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À1, Á1, òî
ïðàâäèâi âñi òâåðäæåííÿ òåîðåìè 4.3 iç çàìiíîþ îïåðàòîðiâ T1,
T2 îïåðàòîðàìè T k1 , T

k
2 . Çîêðåìà, iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (4.11) òðåáà

çàìiíèòè ïðîöåñîì

yn+1 = T k1 (yn+1, zn+1, yn, zn) ,
zn+1 = T k2 (zn+1, yn+1, zn, yn) , (n = 0, 1, . . .).

(4.17)

à ñèñòåìó (4.14) ñèñòåìîþ

y = T k1 (y, z, y, z) ,
z = T k2 (z, y, z, y) .

Çàçíà÷èìî, ùî çà îäíî÷àñíîãî âèêîíàííÿ óìîâ À, Á òà À1, Á1,
iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (4.17) çáiãà¹òüñÿ, âçàãàëi êàæó÷è, øâèäøå çà
ïðîöåñ (4.11), ùî òàêîæ äîâåäåíî â [57, �10].

Íåõàé íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið Å ¹ ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì.
Âiääàëü ìiæ åëåìåíòàìè x, y ∈ E ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç d (x, y).
Ïîñòóëþ¹ìî òàêi âèìîãè.

Â. Çàäàíà íåïåðåðâíà íåñïàäíà ùîäî êîæíî¨ iç çìiííèõ ôóíêöiÿ
h (t, s) : [0, d0]× [0, d0], äå d0 = d (a; b), äëÿ ÿêî¨ h (d0, d0) ≤ d0.

Ã. Ç íåðiâíîñòåé y ≤ z, u ≤ v (y, z, u, v ∈ E) âèïëèâàþòü
íåðiâíîñòi

d (T2 (z, y, v, u) , T1 (y, z, u, v)) ≤ h (d (y, z) , d (u, v)) . (4.18)
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Ïîçíà÷èìî
dn = d (yn, zn) .

Òåîðåìà 4.5. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À-Â, òî äëÿ
iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (4.10), (4.11) ìàþòü ìiñöå îöiíêè

dn ≤ t∗k,n (d0) ≤ t∗k,n−1 (d0) , (4.19)

äå t∗k,p (d0) � âåðõíié íà ñåãìåíòi [0, d0] ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

t = hk (t, dp−1) .

Âiäìiòèìî, ùî òàêi æ îöiíêè ìîæíà îòðèìàòè i äëÿ iòåðàöiéíîãî
ïðîöåñó (4.10), (4.17), ÿêùî (4.18) çàìiíèòè îïåðàòîðàìè T k2 , T k1
îïåðàòîðè T2, T1 âiäïîâiäíî.

ßêùî, çîêðåìà, ôóíêöiÿ h (t, s) ìà¹ âèãëÿä

h (t, s) = g +Kt+ Ls,

òî íåðiâíiñòü (4.18) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

d (T2 (z, y, v, u) , T1 (y, z, u, v)) ≤ g +Kd (y, z) + Ld (u, v) .

Ïîçíà÷èâøè,

Ak =
k−1∑
j=0

LjK, gk = (1−Ak)
−1

k−1∑
j=0

Ljg, Λk = (1−Ak)
−1 Lk

i ïðèïóñêàþ÷è, ùî ðÿä
∞∑
i=0

Aik

çáiãà¹òüñÿ, ìîæíà îòðèìàòè

dn ≤ gk + Λkdn−1 ≤ Λn−pk dp +
n−p−1∑
i=0

Λkgk.
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Äîêëàäíiøèé àíàëiç iòåðàöiéíèõ ïðîöåñiâ (4.10), (4.11) òà (4.10), (4.17)
ïðèâåäåíî â [49, 57].

Çàóâàæèìî ùå, ùî óìîâè À-Ã ñïðàâäæóþòüñÿ, íàïðèêëàä, ó òîìó
âèïàäêó, êîëè îïåðàòîð F ìà¹ âèãëÿä F = F1+F2 i iñíóþòü îïåðàòîðè
L,N : E1 → E1, äëÿ ÿêèõ ñïiââiäíîøåííÿ x ≤ y, x, y ∈ E1
ñïðè÷èíþþòü íåðiâíîñòi

−Ly + Lx ≤ F1y − F1x ≤ Ly − Lx,

−Ny +Nx ≤ F2y − F2x ≤ Ny −Nx.

Â òàêîìó ðàçi ìîæíà ïðèéíÿòè

T1 (p, q, y, z) = T2 (p, q, y, z) =
= 1

2 (F1p+ Lp+ F1q − L1q + F2y +Ny + F2z −Nz) .

Î÷åâèäíî, ùî
Ti (x, x, x, x) = Fx (i = 1, 2) .

Â íàñòóïíèõ ïàðàãðàôàõ çóïèíèìîñÿ äåùî äîêëàäíiøå íà
îêðåìèõ äâîñòîðîííiõ ìåòîäàõ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü ñïåöiàëüíi
êîíñòðóêöi¨ iòåðàöiéíèõ ôîðìóë (4.11), âðàõîâóþ÷è, ùî äîñëiäæåííÿ
¨õ äîöiëüíiøå ïîäàòè, íå âäàþ÷èñü äî çàãàëüíèõ ñõåì, íàâåäåíèõ
âèùå.

�5. Ïðèñêîðåííÿ çáiæíîñòi äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ

Ïðèñêîðåííÿ çáiæíîñòi ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé ¹ äàâíüîþ
çàäà÷åþ, ùî ñÿãà¹ ðîáiò Å. Êóììåðà (äèâ. [49, ñòîð. 60]).
Îäèí ç íàéâiäîìiøèõ ñïîñîáiâ ïðèñêîðåííÿ çáiæíîñòi ÷èñëîâèõ
ïîñëiäîâíîñòåé ãðóíòó¹òüñÿ íà δ2-ïåðåòâîðåííi Àéòêåíà (äèâ. [49, 91])
i éîãî óçàãàëüíåííi � ïåðåòâîðåííi Øåíêñà. Âiäîìó ìåòîäèêó Ë. À.
Ëþñòåðíèêà äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {xn} åëåìåíòiâ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó Å
ìîæíà àñîöiþâàòè ç ïåðåòâîðåííÿ Àéòêåíà

yn+1 =
xn+1xn−1 − x2

n

xn+1 − 2xn + xn−1
(5.1)
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äëÿ ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn} çà ôîðìàëüíîþ ñõîæiñòþ ôîðìóë
(äèâ. [42, ñòîð. 122])

yn+1 =
f (xn+1 − xn)xn − f (xn − xn−1)xn+1

f (xn+1 − 2xn + xn−1)
, (5.2)

äå f � ÿêèé-íåáóäü ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë, ùî ïðèéìà¹ íåíóëüîâi
çíà÷åííÿ íà âëàñíîìó âåêòîðîâi îïåðàòîðà A, ÿêèé âiäïîâiäà¹
âëàñíîìó çíà÷åííþ λ0 ≈ f(xn+1−xn)

f(xn−xn−1) . Òóò A � ëiíiéíèé îïåðàòîð, ÿêèé
ôiãóðó¹ ó ðiâíÿííi

x = Ax+ b, (5.3)

ïîñëiäîâíiñòü {xn} ïîáóäîâàíà çà ôîðìóëàìè

xn+1 = Axn + b (x0 ∈ E) . (5.4)

Ñïîñîáè ïðèñêîðåííÿ çáiæíîñòi äâîñòîðîííiõ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ
ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ òåæ ãðóíòó¹òüñÿ íà iäåÿõ ïåðåòâîðåííÿ
Àéòêåíà. Öå ñòîñó¹òüñÿ, çîêðåìà, ìåòîäèêè, âèêîðèñòàíî¨ ó
äîñëiäæåííÿõÞ.Àëüáðåõòà, Ë.Êîëàòöà, É.Øìiäòà (äèâ. [49]). Iíøèé,
çàïðîïîíîâàíèé Â.ß.Ñòåöåíêîì (äèâ. [41]) ïiäõiä äî ïðèñêîðåííÿ
çáiæíîñòi ïðîöåñiâ äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (5.3) ÿê ç ìîíîòîííèì,
òàê i ç íåìîíîòîííèì îïåðàòîðîì A, äîñëiäæóâàâñÿ òàêîæ â [49, 57].
Îïèøåìî äîêëàäíiøå öåé ïiäõiä, äîòðèìóþ÷èñü ïðèéíÿòî¨ â [57, �16]
ñõåìè, ó çàñòîñóâàííi äî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

Lx = f (5.5)

ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì L : E → E, äå E � ïðàâèëüíî
íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið. Ââàæàòèìåìî, ùî îïåðàòîð L ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi

L = G+H −M +N, (5.6)

äå G,H,M,N : E → E � ëiíiéíi íåïåðåðâíi îïåðàòîðè, ïðè÷îìó M,N
� äîäàòíi îïåðàòîðè.

Ëåìà 5.1 [57, òåîðåìà 16.1]. Íåõàé: 1) çàäàíi äîäàòíi åëåìåíòè
u0, v0 ∈ E, u0 ≤ v0, äëÿ ÿêèõ

(G−M)u0 + (H +N) v0 ≤ f,
(G−M) v0 + (H +N)u0 ≥ f ;

(5.7)
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2) äëÿ âñÿêèõ un, vn ∈ E ñèñòåìà ðiâíÿíü

Gun+1 +Hvn+1 = Mun −Nvn + f,
Gvn+1 +Hun+1 = Mvn −Nun = f

(5.8)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (un+1, vn+1); 3) ç íåðiâíîñòåé

Gy −Hz ≥ θ, Gz −Hy ≤ θ,

äå θ � íóëüîâèé åëåìåíò â E, âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi y ≥ θ, z ≥ θ.
Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (5.5), ïðè÷îìó ïîñëiäîâíîñòi
{un}, {vn} çáiãàþòüñÿ äî ãðàíèöü âiäïîâiäíî u, v ∈ E i x∗ = 1

2 (u+ v),
à òàêîæ ïðàâäèâi ñïiââiäíîøåííÿ

un ≤ un+1 ≤ u ≤ x∗ ≤ v ≤ vn+1 ≤ vn (n = 0, 1, . . .) . (5.9)

Òåîðåìà 5.1 [57, òåîðåìà 16.2]. Íåõàé: 1) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè
ëåìè 5.1; 2) çàäàíå äiéñíå ÷èñëî β0 ∈ [0; 1], äëÿ ÿêîãî

u1 − u0 ≥ β0 (v0 − v1) ,
v1 − v0 ≥ β0 (u1 − u0) .

(5.10)

Òîäi ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

u1 ≤ y1 ≤ x∗ ≤ z1 ≤ v1,

äå
y1 = u1 + β0

1+β0
(v1 − u1) ,

z1 = v1 + β0

1+β0
(v1 − u1) .

Ïðèéíÿâøè [y1, z1] çà íîâèé ñòàðòîâèé âiäðiçîê çàìiñòü [u0, v0], öåé
ïðîöåñ ìîæíà ïðîäîâæèòè, ÿêùî iñíó¹ òàêå β1, ùî äëÿ íîâèõ u0 =
y1, v0 = z1 i íîâèõ u1, v1, óòâîðåíèõ çà ôîðìóëàìè (5.8), ìàòèìåìî
ñïiââiäíîøåííÿ (5.10) ç β1 çàìiñòü β0.

Íàâåäåìî ùå äåÿêi çàóâàæåííÿ Äæ. Òðàóáà [91], îáìåæèâøèñü
âèïàäêîì ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {xn}
çáiãà¹òüñÿ äî α ∈ R1. Ïîçíà÷èìî tn = xn−α. ßêùî tn+1 = Ktn, òî äëÿ
|K| < 1 ( K ∈ R1 ) ãîâîðÿòü ïðî ãåîìåòðè÷íó çáiæíiñòü, ðåçåðâóþ÷è
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òåðìií �ëiíiéíà çáiæíiñòü� äëÿ ñèòóàöi¨, êîëè tn+1 = |K + σn| tn äëÿ
|K| < 1 i σn → θ. Äæ. Òðàóáîì [91, ñòîð. 218] âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ
ïåðåòâîðåííÿ Åéòêåíà çà ïðèïóùåííÿ, ùî

σn = wntn, wn → w,

ìàòèìåìî
τn
t2n
→ wK

K − 1
, (5.11)

äå
τn =

tn+1tn−1 − t2n
tn+1 − 2tn + tn−1

.

Â òîìó âèïàäêó, êîëè

xn+1 = ϕ (xn) = α+ ϕ′ (α) tn + 1
2ϕ

′′ (ξn) t2n,

ïðè÷îìó |ϕ′ (α)| < 1, ϕ′′ � íåïåðåðâíà, ìîæíà ïðèéíÿòè K = ϕ′ (α),
wn = 1

2ϕ
′′ (ξn). Òîäi (5.11) ìàòèìå âèãëÿä

τn
t2n

=
1
2
ϕ′′ (α)ϕ′ (α)
ϕ′ (α)− 1

.

Çàçíà÷èìî, ùî, ÿê âiäìi÷åíî Äæ. Òðàóáîì [91, ñòîð. 219], δ2-
ïåðåòâîðåííÿ Åéòêåíà íå ïðèçâîäèòü äî ïðèñêîðåííÿ çáiæíîñòi
ïîñëiäîâíîñòåé ç êâàäðàòè÷íîþ çáiæíiñòþ. Ùîäî ïåðåòâîðåíü
Øåíêñà m-ãî ïîðÿäêó, ÿêi ðîçãëÿäàþòü δ2-ïåðåòâîðåííÿ Åéòêåíà ÿê
îêðåìèé âèïàäîê ç m = 2, ìîæíà çðîáèòè ïîäiáíå çàóâàæåííÿ ïðî
òå, ùî ïåðåòâîðåííÿ Øåíêñà ïðèñêîðþ¹ çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi xn,
ÿêùî ¨¨ øâèäêiñòü çáiæíîñòi K < m.

�6. Àíàëîãè ïðèíöèïó Òàðñüêîãî ïðî íåðóõîìó
òî÷êó

Òåîðåìà ïðî íåðóõîìó òî÷êó ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà, ÿêà
íàëåæèòü À. Òàðñüêîìó (äèâ. [20]) i âiäîìà òàêîæ ÿê ïðèíöèï
íåðóõîìî¨ òî÷êè Áiðêãîôà-Òàðñüêîãî (äèâ. òàêîæ [20]), óçàãàëüíåíà
Ì.Ñ.Êóðïåëåì [47] íà âèïàäîê ðiâíÿííÿ ç ãåòåðîòîííèì îïåðàòîðîì
âèãëÿäó

x = T (x, x) . (6.1)
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Òîáòî, éäåòüñÿ ïðî ñèòóàöiþ, êîëè ó ðiâíÿííi

x = Fx (6.2)

îïåðàòîð Fx ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Fx = T (x, x) (6.3)

òàêèì ñïîñîáîì, ùî îïåðàòîð T (y, z) íå ñïàäà¹ ùîäî y, íå çðîñòà¹
ùîäî z. Ñôîðìóëþ¹ìî ñïî÷àòêó ñàìó òåîðåìó Òàðñüêîãî.

Òåîðåìà 6.1 (À. Òàðñüêîãî, [20]). Íåõàé E � ïîâíà ñòðóêòóðà,
F :E→ E, ïðè÷îìó îïåðàòîð F � içîòîííèé, òîáòî, íåðiâíiñòü y ≤ z
ïðèçâîäèòü äî íåðiâíîñòi Fy ≤ Fz. Òîäi ðiâíÿííÿ (6.2) ìà¹ áîäàé
îäèí ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìîæíà çíàéòè â [20].
Íàñòóïíi äâi òåîðåìè ¹ àíàëîãàìè òåîðåìè À. Òàðñüêîãî

äëÿ ðiâíÿííÿ (6.2) ç îäíîñòîðîííüî ëiïøèöi¹âèì îïåðàòîðîì F .
Ââàæàòèìåìî íàäàëi E ïîâíîþ ñòðóêòóðîþ.

Òåîðåìà 6.2. Íåõàé: 1) îïåðàòîð F ìà¹ âëàñòèâiñòü
ëiâîñòîðîííüî¨ ëiïøèöi¹âîñòi, òîáòî iñíó¹ ëiíiéíèé äîäàòíié
ùîäî w îïåðàòîð A1 (y, z)w, äëÿ ÿêîãî ç íåðiâíîñòi y ≤ z âèïëèâà¹
íåðiâíiñòü

−A1 (z, y) (z − y) ≤ Fz − Fy, (6.4)

ïðè÷îìó îïåðàòîð A1 (y, z)w íå ñïàäà¹ ùîäî y, íå çðîñòà¹ ùîäî z ïðè
w ≥ θ, äå θ � íóëüîâèé åëåìåíò â E, i îïåðàòîðè

F1 (u, v) = −A1 (v, u) (v − u) + Fu,
F2 (u, v) = A1 (u, v) (u− v) + Fu

(6.5)

äiþòü ç E × E â E; 2) ÿêùî ñèñòåìà ðiâíÿíü

y = −A1 (z, y) (z − y) + Fy,
z = A1 (z, y) (z − y) + Fz

(6.6)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (y, z), òî (y, y) òà (z, z) òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè öi¹¨
ñèñòåìè. Òîäi iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.2).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E1 òà E2 ìíîæèíè åëåìåíòiâ u òà v
âiäïîâiäíî, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u ≤ −A1 (v, u) (v − u) + Fu,
v ≥ A1 (v, u) (v − u) + Fv.

(6.7)
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Ìíîæèíè E1, E2 � íåïîðîæíi, áî íàéìåíøèé åëåìåíò a ñòðóêòóðè
E òà íàéáiëüøèé ¨¨ åëåìåíò b çàäîâîëüíÿþòü (6.7) ïðè u = a,
v = b. Ïîâíîòà ñòðóêòóðè E ïðèçâîäèòü äî âèñíîâêó ïðî iñíóâàííÿ
åëåìåíòiâ y0 = supE1, z0 = inf E2, y0, z0 ∈ E. Îñêiëüêè î÷åâèäíî, ùî
îïåðàòîðè F1 (y, z), F2 (y, z), îçíà÷åíi çà äîïîìîãîþ (6.5), íå ñïàäàþòü
ùîäî y, íå çðîñòàþòü ùîäî z, òî

y0 ≤ −A1 (z0, y0) (z0 − y0) + Fy0 = u0,
z0 ≥ A1 (z0, y0) (z0 − y0) + Fz0 = v0.

Òîìó u0 ∈ E1, v0 ∈ E2. Ç äðóãîãî áîêó, çâàæàþ÷è íà òå, ùî y0 =
supE1, z0 = inf E2, ìà¹ìî y0 ≥ u0, z0 ≤ v0. Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê,
ùî y0 = u0, z0 = v0, òîáòî, ùî ïàðà (y0, z0) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (6.6).
Íà ïiäñòàâi óìîâè 2) ìà¹ìî, ùî y0 òà z0 ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (6.2).
Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ñõîæèé ðåçóëüòàò îòðèìó¹òüñÿ äëÿ ðiâíÿííÿ (6.2) ç
ïðàâîñòîðîííüî ëiïøèöi¹âèì îïåðàòîðîì F .

Òåîðåìà 6.3. Íåõàé: 1) iñíó¹ ïðàâîñòîðîííié îïåðàòîð Ëiïøèöÿ
A2 (y, z), ëiíiéíèé äîäàòíié ùîäî w, íåñïàäíèé ùîäî y, íåçðîñòàþ÷èé
ùîäî z, äëÿ ÿêîãî ç íåðiâíîñòi y ≤ z âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

Fz − Fy ≤ A2 (z, y) (z − y) ,

ïðè÷îìó îïåðàòîðè

F3 (u, v) = −A2 (v, u) (v − u) + Fu,
F4 (u, v) = A2 (u, v) (u− v) + Fu

äiþòü ç E × E â E; 2) ÿêùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê (y, z) ñèñòåìè

y = −A2 (z, y) (z − y) + Fz,
z = A2 (z, y) (z − y) + Fy,

òî (y, y) òà (z, z) òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè öi¹¨ ñèñòåìè. Òîäi iñíó¹
ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.2).

Îáèäâi ùîéíî íàâåäåíi òåîðåìè, à òàêîæ òåîðåìà 6.1, ¹ ÷àñòêîâèìè
âèïàäêàìè çàãàëüíiøî¨ òåîðåìè äëÿ ðiâíÿííÿ (6.1) ç ÷àñòêîâî
ëiïøèöi¹âèì îïåðàòîðîì T (y, z). Çàäëÿ ôîðìàëüíî¨ çðó÷íîñòi ùîäî
ïîðiâíÿííÿ ç âiäïîâiäíîþ òåîðåìîþ Ì.Ñ.Êóðïåëÿ iç [47], áóäåìî
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ââàæàòè, ùî ìà¹ìî äâà îïåðàòîðè T1 (y, z) , T2 (y, z) : E × E → E,
äëÿ ÿêèõ çàìiñòü (6.3) ìà¹ìî ðiâíîñòi

T1 (x, x) = T (x, x) = T2 (x, x) . (6.8)

Òåîðåìà 6.4. Íåõàé: 1) çàäàíi ëiíiéíi íåïåðåðâíi äîäàòíi ùîäî w,
íåñïàäíi ùîäî y, íåçðîñòàþ÷i ùîäî z ïðè w ≥ θ îïåðàòîðè A1 (y, z)w,
A2 (y, z)w, äëÿ ÿêèõ ç íåðiâíîñòi y ≤ z âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

−A1 (z, y) (z − y) ≤ T1 (z, x)− T1 (y, x) ,
T2 (x, z)− T2 (x, y) ≤ A2 (z, y) (z − y) ,

(6.9)

ïðè÷îìó îïåðàòîðè

F5 (u, v) = − (A1 (v, u) +A2 (v, u)) (v − u) + T1 (u, v) ,
F6 (u, v) = (A1 (u, v) +A2 (u, v)) (v − u) + T2 (u, v) ,

(6.10)

äiþòü ç E × E â E; 2) ÿêùî (y, z) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü

y = − (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) + T1 (y, z) ,
z = (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) + T2 (z, y) ,

(6.11)

òî (y, y) òà (z, z) òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè öi¹¨ ñèñòåìè. Òîäi iñíó¹
ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.2).

Äîâåäåííÿ. Çíîâó ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ÷åðåç E3 òà E4 ìíîæèíè
òàêèõ åëåìåíòiâ u òà v, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

u ≤ − (A1 (v, u) +A2 (v, u)) (v − u) + T1 (u, v) ,
v ≥ (A1 (v, u) +A2 (v, u)) (v − u) + T2 (v, u) .

(6.12)

Öi ìíîæèíè íåïîðîæíi, áî åëåìåíòè u = a, v = b, äå a i b ¹ âiäïîâiäíî
íàéìåíøèì i íàéáiëüøèì åëåìåíòàìè ñòðóêòóðè Å, çàäîâîëüíÿþòü
(6.12). Îñêiëüêè Å � ïîâíà ñòðóêòóðà, òî y0 = supE3, z0 = inf E4

iñíóþòü i y0, z0 ∈ E. Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî îïåðàòîðè F5 (u, v),
F6 (u, v), îçíà÷åíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (6.10), íå ñïàäàþòü ùîäî u,
íå çðîñòàþòü ùîäî v. Òîìó ñïðàâæäóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

y0 ≤ − (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0) + T1 (y0, z0) = u0,
z0 ≥ (A1 (z0, y0) +A0 (z0, y0)) (z0 − y0) + T2 (z0, y0) = v0.

(6.13)
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Îòæå, u0 ∈ E3, v0 ∈ E4. Ç äðóãîãî áîêó, îñêiëüêè y0 = supE3,
z0 = inf E4, òî

y0 ≥ − (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0) + T1 (y0, z0) = u0,
z0 ≤ (A1 (z5, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0) + T5 (z0, y0) = v0.

(6.14)

Ïîðiâíþþ÷è (6.13) i (6.14), ìàòèìåìî, òàêèì ÷èíîì, ùî y0 = u0,
z0 = v0, òîáòî, ùî (y0, z0) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (6.11). Óìîâà 2)
îçíà÷à¹, ùî ìà¹ìî òàêîæ ðiâíîñòi

y0 = T1 (y0, y0)

òà
z0 = T2 (z0, z0) .

Áåðó÷è äî óâàãè (6.1) i (6.8), ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî òåîðåìó
äîâåäåíî.

Çàçíà÷èìî, ùî â [47] íàâåäåíi äåÿêi äîñòàòíi óìîâè âiäñóòíîñòi ó
ñèñòåì âèãëÿäó (6.3) i (6.11) ðîçâ'ÿçêiâ âiäìiííèõ âiä (y, y)

Òåîðåìà 3.2 ÿê çà ôîðìóëþâàííÿì òàê i çà ñïîñîáîì äîâåäåííÿ
áëèçüêà äî òåîðåìè Ì.Ñ.Êóðïåëÿ iç [47], ÿêó ìîæíà îòðèìàòè i ÿê
÷àñòêîâèé âèïàäîê ç òåîðåìè 6.4 çà ïðèïóùåííÿ, ùî A1 òà A2 ¹
íóëüîâèìè îïåðàòîðàìè.

Òåîðåìà 6.5 (Ì.Ñ.Êóðïåëÿ, äèâ. [47, òåîðåìà 1]). Íåõàé: 1)
ç íåðiâíîñòåé y ≤ z, u ≤ v âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi Ti (y, v) ≤
Ti (z, u) (i = 1, 2); 2) ÿêùî ñèñòåìà ðiâíÿíü

y = T1 (y, z) ,
z = T2 (z, y)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (y, z), òî (y, y) òà (z, z) ¹ òàêîæ ¨¨ ðîçâ'ÿçêàìè. Òîäi
ðiâíÿííÿ (6.1) ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê.



51

ÐÎÇÄIË III. ÌÅÒÎÄÈ
×ÀÏËÈÃIÍÑÜÊÎÃÎ ÒÈÏÓ

Âiäîìî ÷èìàëî ñïðîá ðîçøèðèòè ìîæëèâîñòi çàñòîñóâàííÿ
äâîñòîðîííüîãî ìåòîäó Ñ.À.×àïëèãiíà [97], ÿêèé, ÿê âñòàíîâèâ
Í.Í.Ëóçií [60], ìà¹ êâàäðàòè÷íó øâèäêiñòü çáiæíîñòi, õàðàêòåðíó çà
ïåâíèõ ïðèïóùåíü òàêîæ äëÿ îñíîâíîãî âàðiàíòó ìåòîäó Íüþòîíà,
÷àñòî âæèâàíîãî i ç òåîðåòè÷íîþ ìåòîþ i äëÿ ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëåíü.
Çàçíà÷èìî, ùî â ìîíîãðàôi¨ [91], äå äîêëàäíî ïðîàíàëiçîâàíî
ìåòîä Íüþòîíà, âñòàíîâëåíî, ùî îñíîâíèé éîãî âàðiàíò íàâiòü äëÿ
ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ ìîæå ìàòè òiëüêè ëiíiéíó øâèäêiñòü çáiæíîñòi,
à êâàäðàòè÷íà øâèäêiñòü çáiæíîñòi öüîãî ìåòîäó õàðàêòåðíà
äëÿ âèïàäêó, êîëè éäåòüñÿ ïðî àïðîêñèìàöiþ êîðåíÿ ïåðøî¨
êðàòíîñòi. Â öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíi, çîêðåìà, âàðiàíòè ìåòîäó
×àïëèãiíà, â ÿêèõ ó ëiíåàðèçîâàíié ÷àñòèíi äëÿ âiäøóêàííÿ
íàñòóïíèõ iòåðàöié âèêîðèñòîâóþòüñÿ îïåðàòîðè, ÿêi ìîæóòü íå áóòè
ïîõiäíèìè âiä çàäàíîãî îïåðàòîðà, íå âèêëþ÷àþ÷è ñèòóàöi¨, êîëè
âiäïîâiäíèé îïåðàòîð íå ¹ äèôåðåíöiéîâíèì. Âñòàíîâëåíi óìîâè,
ÿêi çà öi¹¨ ñèòóàöi¨ çáåðiãàþòü íàéâàæëèâiøi âëàñòèâîñòi ìåòîäó
×àïëèãiíà � äâîñòîðîííiñòü i ìîíîòîííiñòü iòåðàöié òà êâàäðàòè÷íó
çáiæíiñòü. Öi àëãîðèòìè, ÿêi íàçèâà¹ìî àíàëîãàìè ìåòîäó ×àïëèãiíà,
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê çàñiá âðàõóâàííÿ çáóðåíü ó âiäïîâiäíèõ
ëiíåàðèçîâàíèõ äîäàíêàõ çàäëÿ çáåðåæåííÿ äâîñòîðîííîñòi i
ìîíîòîííîñòi òà êâàäðàòè÷íî¨ çáiæíîñòi iòåðàöié, êîëè ïîòðiáíî,
íàïðèêëàä, âðàõîâóâàòè ïîõèáêè çàîêðóãëåíü. Ðåçóëüòàòè öüîãî
ðîçäiëó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïðîäîâæåííÿ äîñëiäæåíü iç [57].

�7. Ìåòîä ×àïëèãiíà

Ç-ïîìiæ íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ f (x) = 0
ç äiéñíîþ ôóíêöi¹þ f ìîæíà âèðiçíèòè àëãîðèòìè, ÿêi äàþòü
çìîãó îòðèìóâàòè ïàðè íàáëèæåíü y òà z, ùî îõîïëþþòü çíèçó
i çâåðõó âèëêîþ øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê x∗ òàê, ùî y ≤ x∗ ≤ z.
Ñåðåä iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ öþ âëàñòèâiñòü ìàþòü, íàïðèêëàä, ìåòîä
ïîäiëó íàâïië âiäðiçêà [a; b], íà ÿêîìó ëîêàëiçîâàíî êîðiíü x∗, òà òàê
çâàíèé êîìáiíîâàíèé ìåòîä õîðä i äîòè÷íèõ. Æîäíèõ îáìåæåíü ùîäî
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ìîíîòîííîñòi àáî îïóêëîñòi f (x) ìåòîä ïîäiëó âiäðiçêà íàâïië, âçàãàëi
êàæó÷è, íå ïîòðåáó¹. Ïðè âèêîðèñòàííi êîìáiíîâàíîãî ìåòîäó õîðä i
äîòè÷íèõ âèãiäíî âèìàãàòè, ùîá f (x) áóëà ìîíîòîííîþ i âèïóêëîþ
ôóíêöi¹þ ïðèíàéìíi äëÿ áëèçüêèõ âiä x∗ çíà÷åíü x. Ñõîæèé ñïîñiá
ïîáóäîâè äâîñòîðîííiõ íàáëèæåíü äî ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

x′ = f (t, x) (7.1)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ
x (t0) = x0 (7.2)

çàïðîïîíóâàâ 1918 ðîêó Ñ. Î. ×àïëèãií [97] (äèâ. òàêîæ [81, 87]).
Ñóòü ìåòîäó ×àïëèãiíà ó çàñòîñóâàííi äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü âèãëÿäó (7.1) çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíîãî. Ââàæàòèìåìî
çàäàíèìè � ó îäíîìó ç äâîõ îñíîâíèõ âàðiàíòiâ ìåòîäó � íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ u (t), v (t), äëÿ ÿêèõ ïðè t = t0 ìà¹ìî

u (t0) = v (t0) = x0, (7.3)

à ïðè t ≥ t0 ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

u′ (t) ≤ f (t, u (t)) , v′ (t) ≥ f (t, v (t)) , (7.4)

ç ÿêèõ çà ïåâíèõ îáñòàâèí âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

u (t) ≤ x∗ (t) ≤ v (t) (t ∈ [t0, t0 + T ] , T > 0) , (7.5)

äëÿ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) çàäà÷i (7.1), (7.2).
Ïåðøèé ç îñíîâíèõ âàðiàíòiâ ìåòîäó ×àïëèãiíà ìîæíà îïèñàòè çà
äîïîìîãîþ ôîðìóë

y0 (t) = u (t) , z0 (t) = v (t) , (7.6)

y′n+1 (t) = ∂f(t,yn(t))
∂x (yn+1 (t)− yn (t)) + f (t, yn (t)) ,

z′n+1 (t) = f(t,zn(t))−f(t,yn(t))
zn(t)−yn(t) (zn+1 (t)− zn (t)) + f (t, zn (t)) ,

(7.7)

yn+1 (t0) = zn+1 (t0) = x0. (7.8)

Â ðàçi, êîëè iñíó¹ äðóãà ïîõiäíà ∂2f
∂x2 , îá ðóíòóâàííÿ öüîãî

àëãîðèòìó çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ïîñòóëþâàííÿì çíàêîñòàëîñòi ∂2f
∂x2 ≥ 0.
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Iíøi ìîæëèâi âàðiàíòè ìåòîäó ×àïëèãiíà òåæ âèêîðèñòîâóþòü
ïðèïóùåííÿ ïðî îïóêëiñòü àáî âãíóòiñòü f (t, x) ùîäî x. Çîêðåìà,
ó äðóãîìó âàðiàíòi ìåòîäó, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ çàìiíîþ ôîðìóë (7.7)
ôîðìóëàìè

y′n+1 (t) = ∂f(t,yn(t))
∂x (zn+1 (t)− zn (t)) + f (t, zn (t)) ,

z′n+1 (t) = f(t,zn(t))−f(t,yn(t))
zn(t)−yn(t) (yn+1 (t)− yn (t)) + f (t, yn (t)) ,

(7.9)

äëÿ éîãî îá ðóíòóâàííÿ ñåðåä iíøèõ ïðèïóùåíü ïîòðiáíî � çà
iñíóâàííÿ äðóãî¨ ïîõiäíî¨ ∂2f

∂x2 � âèìàãàòè, ùîá ∂2f
∂x2 ≤ 0.

Ìåòîäîâi ×àïëèãiíà âëàñòèâi äâi ïðèâàáëèâi ðèñè. Ïåðøà ç íèõ �
ìîæëèâiñòü ïîáóäîâè äâîõ ìîíîòîííèõ ïîñëiäîâíîñòåé {yn (t)} òà
{zn (t)}, ÿêi íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó óòâîðþþòü âèëêó
äëÿ øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) çàäà÷i (7.1), (7.2), òîáòî.

yn (t) ≤ yn+1 (t) ≤ x∗ (t) ≤ zn+1 (t) ≤ zn (t) (n = 0, 1, . . .) . (7.10)

Äðóãà ç íèõ � êâàäðàòè÷íèé õàðàêòåð çáiæíîñòi ìåòîäó, ùî ìîæíà
îïèñàòè çà äîïîìîãîþ îöiíêè âèãëÿäó

zn+1 (t)− yn+1 (t) ≤ C (zn (t)− yn (t))2 (C = const) . (7.11)

Ìåòîä ×àïëèãiíà ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê àëãîðèòì, ÿêèé ó çàñòîñóâàííi
äî ðiâíÿííÿ

x = Fx (7.12)

ïîõîäèòü âiä åëåìåíòàðíîãî ìåòîäó õîðä i äîòè÷íèõ äëÿ âèïàäêó
ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (7.12).

Áóäåìî ââàæàòè, ùî äëÿ îïåðàòîðà F : E0 → E, äå E0 � âiäðiçîê
[a; b] ó íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði E, iñíó¹ íåïåðåðâíà ùîäî x
ïîõiäíà F ′ (x)w ïðè x ∈ [a; b], ÿêà ¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì
ùîäî w ïðè w ∈ [θ; b− a], äå θ � íóëüîâèé åëåìåíò â E. Íåõàé, êðiì
òîãî, çàäàíèé íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé äîäàòíié ùîäî w ∈ [θ; b− a],
íåïåðåðâíèé ùîäî y, z ∈ E0 îïåðàòîð α (y, z)w. Ïðèéìåìî

y0 = a, z0 = b (7.13)
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i âèçíà÷àòèìåìî ïðè êîæíîìó n = 0, 1, . . . åëåìåíòè yn+1, zn+1 ÿê
ðîçâ'ÿçêè ïàðè ðiâíÿíü

yn+1 = F ′ (yn) (yn+1 − yn) + Fyn,
zn+1 = (F ′ (yn) + α (yn, zn)) (zn+1 − zn) + Fzn.

(7.14)

Çà ïåâíèõ îáñòàâèí öåé iòåðàöiéíèé ïðîöåñ ïîðîäæó¹ ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (7.15)

Äëÿ ç'ÿñóâàííÿ öèõ îáñòàâèí ïðèïóñêàòèìåìî, ùî íåðiâíîñòi (7.15)
ìàþòü ìiñöå äëÿ n = 0, òîáòî, ùî

y0 ≤ y1 ≤ z1 ≤ z0. (7.16)

Òîäi äëÿ n = 1 ìîæíà çíàéòè

y2 − y1 = Fy1 − Fy0 + F ′ (y1) (y2 − y1)− F ′ (y0) (y1 − y0) ,
z1 − z2 = Fz0 − Fz1 + (F ′ (y1) + α (y1, z1)) (z1 − z2)−
− (F ′ (y0) + α (y0, z0)) (z0 − z1) .

Áåðó÷è äî óâàãè (7.13), áà÷èìî, ùî çà ïðèïóùåííÿ ïðî ïðàâäèâiñòü
íåðiâíîñòåé

Fy1 − Fy0 − F ′ (y0) (y1 − y0) ≥ θ,
Fz0 − Fz1 − (F ′ (y0) + α (y0, z0)) (z0 − z1) ≥ θ

(7.17)

îïåðàòîðè F ′ (y)w òà (F ′ (y) + α (y, z))w ïîâèííi áóòè òàêèìè, ùîá ç
êîæíî¨ ç íåðiâíîñòåé

w ≥ F ′ (y)w,
w ≥ (F ′ (y) + α (y, z))w

(7.18)

âèïëèâàëà íåðiâíiñòü w ≥ θ. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî, íàïðèêëàä, ùîá: à)
îïåðàòîðè F ′ (y)w, (F ′ (y) + α (y, z))w áóëè îïåðàòîðàìè ñòèñêó ÿê
ëiíiéíi îïåðàòîðè ùîäî w ïðè w ∈ [θ; b− a], y, z ∈ [a; b]; á) ïðè y, z ∈
[a; b] îïåðàòîðè F ′ (y)w, (F ′ (y) + α (y, z))w ÿê ëiíiéíi îïåðàòîðè
ùîäî w ¹ äîäàòíèìè íåïåðåðâíèìè ïðè w ∈ [θ; b− a], y, z ∈ [a; b].
Çàçíà÷åíi âèìîãè à) òà á) ¹ òèïîâèìè äëÿ òåîðåì ïðî îïåðàòîðíi
íåðiâíîñòi. Äåùî ñêëàäíiøîþ âèäà¹òüñÿ ñèòóàöiÿ ùîäî ç'ÿñóâàííÿ
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ïðèðîäè óìîâ, ÿêi ãàðàíòóþòü íåðiâíîñòi (7.17). Ñïðîùó¹ öþ ñèòóàöiþ
ïðèïóùåííÿ, ùî iñíó¹ ëiíiéíèé ùîäî w îïåðàòîð F0 (y, z)w, äëÿ ÿêîãî
ç íåðiâíîñòi y ≤ z (y, z ∈ [a, b]) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

Fz − Fy ≥ F0 (y, z) (z − y) . (7.19)

Çà äèôåðåíöiéîâíîñòi F íåðiâíiñòü (7.19) çàáåçïå÷ó¹ (7.17), ÿêùî

F0 (y, z)w ≥ F ′ (y) (z − y) , (7.20)

F0 (y, z)w ≥
(
F ′ (y) + α (y, z)

)
w (7.21)

ïðè w ∈ [θ, b− a], y, z ∈ [a, b].
Îïèñàíèé ôàêò íåÿâíî âèêîðèñòàíèé â [57, �14] i � äîêëàäíiøå �

â [101]. Âèêîðèñòàííÿ éîãî ïðèçâîäèòü äî êîíñòðóþâàííÿ àíàëîãiâ
ìåòîäó ×àïëèãiíà, ó ÿêèõ îïåðàòîð F ç ðiâíÿííÿ (7.12) íå êîí÷å
ìóñèòü áóòè äèôåðåíöiéîâíèì i ÿêi âîäíî÷àñ ìîæóòü ìàòè íàäëiíiéíó,
çîêðåìà, êâàäðàòè÷íó øâèäêiñòü çáiæíîñòi.

Çàçíà÷èìî, ùî, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó, êîëè y, z ¹ ÷èñëàìè àáî
äiéñíèìè ôóíêöiÿìè, ìîæíà ïðèéíÿòè

F ′ (y) + α (y, z) =
Fz − Fy

z − y
.

Â òàêîìó ðàçi àëãîðèòì (7.13), (7.14) ñïiâïàäà¹ ç îäíèì iç ïåðâiñíèõ
âàðiàíòiâ ìåòîäó ×àïëèãiíà (äèâ. [97, 81]).

Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà ïðîàíàëiçóâàòè é äðóãèé îñíîâíèé
âàðiàíò ïåðâiñíîãî ìåòîäó ×àïëèãiíà, ÿêèé � çà âèêîðèñòàííÿ âæèòèõ
âèùå ïîçíà÷åíü � ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

yn+1 = F ′ (zn) (zn+1 − zn) + Fzn,
zn+1 = (F ′ (zn) + α (yn, zn)) (yn+1 − yn) + Fyn

(7.22)

çàìiñòü ôîðìóë (7.14), êîòði îïèñóþòü ïåðøèé îñíîâíèé âàðiàíò
ìåòîäó ×àïëèãiíà.

ßê îäíó ç ðiçíîâèäíîñòåé àëãîðèòìó (7.14) ìîæíà îòðèìàòè ïðè
α (y, z) = 0 àëãîðèòì, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëàìè

yn+1 = F ′ (yn) (yn+1 − yn) + Fyn,
zn+1 = F ′ (yn) (zn+1 − zn) + Fzn (n = 0, 1, . . .) .

(7.23)
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Ïîäiáíèì ñïîñîáîì àëãîðèòì

yn+1 = F ′ (zn) (zn+1 − zn) + Fzn,
zn+1 = F ′ (zn) (yn+1 − yn) + Fyn (n = 0, 1, . . .)

(7.24)

ìîæíà îòðèìàòè, ñêîðèñòàâøèñü ç ôîðìóë (7.22). Àëãîðèòìè, â îñíîâi
ÿêèõ ëåæàòü ôîðìóëè (7.23) òà (7.24), òåæ íàçèâàþòü ìåòîäàìè
×àïëèãiíà (äèâ., íàïð., [49, 57]). Öi àëãîðèòìè äîñëiäæóâàëèñÿ
áàãàòüìà àâòîðàìè (äèâ. òàêîæ [11, 12, 63, 62, 81, 87, 125]).

Âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ×àïëèãiíà îáìåæåíà ÷åðåç iñòîòíi éîãî
âàäè. Ïî- ïåðøå, îáãðóíòóâàííÿ ìåòîäó ×àïëèãiíà ïîòðåáó¹ ïåâíèõ
ïðèïóùåíü ùîäî ìîíîòîííîñòi òà îïóêëîñòi âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ,
ùî íå÷àñòî òðàïëÿ¹òüñÿ ó ïðàêòè÷íèõ çàäà÷àõ. Ïî-äðóãå, ÿê i
äëÿ ìåòîäó Íüþòîíà, äëÿ áiëüøîñòi êëàñiâ ðiâíÿíü ëiíåàðèçîâàíi
ðiâíÿííÿ âäà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàòè òî÷íî ëèøå ó âèíÿòêîâèõ âèïàäêàõ.
Ïî-òðåò¹, íàâiòü ÿêùî âäà¹òüñÿ îòðèìàòè ÿâíi âèðàçè äëÿ yn+1 òà
zn+1, ÿê öå, íàïðèêëàä, ìà¹ìî ïðè çàñòîñóâàííi ìåòîäó ×àïëèãiíà
äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òî ïðàêòè÷íà ðåàëiçàöiÿ
êâàäðàòóð ïîòðåáó¹ âèêîðèñòàííÿ òèõ ÷è iíøèõ îá÷èñëþâàëüíèõ
ïðîöåäóð. Ïåðåðàõîâàíi ôàêòîðè ìîæóòü çâåñòè íàíiâåöü ïåðåâàãè
ìåòîäó ×àïëèãiíà ïåðåä iíøèìè ìåòîäàìè àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ
òèõ ÷è iíøèõ êëàñiâ ðiâíÿíü.

Ç öüîãî ïîãëÿäó ìåíøå êëîïîòó çàâäà¹, íàïðèêëàä, çâè÷àéíèé
ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü xn+1 = Fxn äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ
x = Fx, ÿêå ðîçãëÿäàþòü, íàïðèêëàä, ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Å. ßêùî
ïðè öüîìó áàíàõiâ ïðîñòið Å � íàïiâóïîðÿäêîâàíèé, à îïåðàòîð F
� ìîíîòîííèé (çîêðåìà, içîòîííèé), òî ç iñíóâàííÿ òàêèõ u, v ∈ E,
ùî u ≤ v, u ≤ Fu, v ≥ Fv, òà ç iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ [u, v]
ðiâíÿííÿ x = Fx ìîæóòü âèïëèâàòè ñïiââiäíîøåííÿ yn ≤ yn+1 ≤
x∗ ≤ zn+1 ≤ zn, äå yn+1 = Fyn, zn+1 = Fzn, y0 = u, z0 = v. Îäíàê
ïðàêòè÷íà ïðèäàòíiñòü òàêîãî àëãîðèòìó òåæ iñòîòíî îáìåæåíà ÿê
âèìîãîþ ïðî ìîíîòîííiñòü F òàê i, çäåáiëüøîãî, íàäòî ïîâiëüíèì
õàðàêòåðîì çáiæíîñòi.

Çàöiêàâëåíiñòü äâîñòîðîííiìè ìåòîäàìè ñïîíóêàëè ÿê ñàìà
ïîÿâà ìåòîäó ×àïëèãiíà òàê i � îñîáëèâî � âèÿâëåíà Í.Í.Ëóçiíèì
êâàäðàòè÷íà øâèäêiñòü çáiæíîñòi ïåðâiñíîãî âàðiàíòó ìåòîäó
×àïëèãiíà. Íàìàãàííÿ óíèêíóòè îáìåæåíü ùîäî ìîíîòîííîñòi òà
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îïóêëîñòi âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ ïðèçâåëè äî ôóíäàìåíòàëüíèõ
äîñëiäæåíü îñíîâíèõ âàðiàíòiâ ìåòîäó ×àïëèãiíà òà äî ïîÿâè éîãî
àíàëîãiâ ó ïðàöÿõ Â. Êâàäå [127], Á. Í. Áàáêiíà [8, 9], à òàêîæ
äîñëiäæåíü À. Í. Áàëó¹âà [11, 12], Ñ. Í. Ñëóãiíà [87] i íèçêè iíøèõ
ïðàöü (äèâ., íàïð., áiáëiîãðàôiþ â [125]). Àíàëîãè ìåòîäó ×àïëèãiíà,
çàïðîïîíîâàíi Â. Êâàäå òà Á. Í. Áàáêiíèì, óñóâàþ÷è ïðèïóùåííÿ
ïðî ìîíîòîííiñòü òà îïóêëiñòü âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ, ïðèçâîäÿòü
âîäíî÷àñ äî âòðàòè öèìè àëãîðèòìàìè êâàäðàòè÷íîãî õàðàêòåðó
çáiæíîñòi. Äâîñòîðîííi àëãîðèòìè ÷àïëèãiíñüêîãî òèïó äëÿ ðiâíÿíü
ç íåìîíîòîííèìè i íåîïóêëèìè îïåðàòîðàìè iç çáåðåæåííÿì
êâàäðàòè÷íî¨ çáiæíîñòi âïåðøå çàïðîïîíóâàâ Ì.Ñ.Êóðïåëü 1969
ð. [44, 46] (äèâ. òàêîæ [57]). Àëãîðèòìè Ì.Ñ.Êóðïåëÿ õèáóþòü,
îäíàê, òèì, ùî ïîòðåáóþòü äèôåðåíöiéîâíîñòi îïåðàòîðà òà
çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíåàðèçîâàíèõ ðiâíÿíü. Ñïðîáó
ïîáóäîâè âèäîçìiíåíèõ àëãîðèòìiâ ×àïëèãiíà i Êóðïåëÿ áåç
âèêîðèñòàííÿ, âçàãàëi êàæó÷è, äèôåðåíöiéîâíîñòi âiäïîâiäíèõ
îïåðàòîðiâ çðîáëåíî â [101]. Ïðè öüîìó äîñëiäæåíi â [101] àëãîðèòìè
íå êîí÷å ïîòðåáóþòü ðîçâ'ÿçóâàòè ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ òî÷íî,
âîäíî÷àñ ìàþ÷è çà ïåâíèõ îáñòàâèí êâàäðàòè÷íó çáiæíiñòü.

�8. Ñïðîùåíi ìîäèôiêàöi¨ ìåòîäó ×àïëèãiíà

ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, ðåàëiçàöiÿ ìåòîäó ×àïëèãiíà ïðèçâîäèòü
äî ïîòðåáè íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó ðîçâ'ÿçóâàòè
ëiíiéíi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (7.14) àáî ¨õ ñèñòåìè âèãëÿäó (7.22) òî÷íî
àáî �äîñòàòíüî òî÷íî�. Îñêiëüêè öå ìîæëèâî òiëüêè äëÿ äåêîòðèõ
êëàñiâ ðiâíÿíü, òî âèíèêà¹ ïîòðåáà áóäóâàòè i äîñëiäæóâàòè òi
÷è iíøi ñïðîùåíi âàðiàíòè âiäïîâiäíèõ àëãîðèòìiâ. Çðåøòîþ, i
â òèõ âèïàäêàõ, êîëè ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ ôîðìàëüíî ìîæíà
ðîçâ'ÿçàòè òî÷íî, íàäìiðíà ãðîìiçäêiñòü òàêîãî ðîçâ'ÿçêó ìîæå
ñòàâèòè ïiä ñóìíiâ äîöiëüíiñòü éîãî ïðàêòè÷íîãî çíàõîäæåííÿ.
Ñïðîáè êîíñòðóþâàííÿ ñïðîùåíèõ àíàëîãiâ ìåòîäó ×àïëèãiíà
íàëåæàòü Â. Êâàäå [127] òà Á. Í. Áàáêiíó [8, 9] (äèâ. òàêîæ [125]).

Iäåþ àëãîðèòìó Â. Êâàäå ó çàñòîñóâàííi äî çàäà÷i Êîøi

x′ = f (t, x) , x (t0) = x0 (8.1)

ìîæíà ïîäàòè â òàêèé ñïîñiá. Íåõàé L � ïîñòiéíà Ëiïøèöÿ ùîäî
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x äëÿ ôóíêöi¨ f (t, x). Çàäëÿ çðó÷íîñòi i äîòðèìóþ÷èñü âèêëàäó
â [125], ââàæàòèìåìî, ùî x, t, f � äiéñíi i f (t, x) � íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ. Ìàòèìåìî íà óâàçi ñåãìåíò [t0, t0 + a] i áóäåìî øóêàòè
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèé íà [t0, t0 + a] ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8.1).
Çãiäíî ç ïîäàíèì â [125] îïèñîì ìåòîäó Â. Êâàäå ïîñëiäîâíiñòü {yn}
íèæíiõ íàáëèæåíü áóäóþòü çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

yn+1 (t) = yn (t)−
t∫

t0

e−L(t−s) [y′n (s)− f (s, yn (s))
]
ds (8.2)

çà ïðèïóùåííÿ, ùî y′0 (t) ≤ f (t, y0 (t)). Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ
ñïðîùåíü ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî yn+1 (t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

y′n+1 (t) = L (yn+1 (t)− yn (t)) + f (t, yn (t)) , y (t0) = x0. (8.3)

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî z′0 (t) ≥ f (t, z0 (t)) , ïðè¹äíà¹ìî äî (8.3) ðiâíÿííÿ

z′n+1 (t) = L (zn+1 (t)− zn (t)) + f (t, zn (t)) , z (t0) = x0. (8.4)

Çâàæàþ÷è íà òå, ùî ðîçâ'ÿçîê zn+1 (t) çàäà÷i (8.4) òåæ ìîæíà
ïîäàòè â àíàëîãi÷íîìó äî (8.2) âèãëÿäi, ìîæíà òðàêòóâàòè àëãîðèòì
Â.Êâàäå ÿê ñïðîùåíèé ðiçíîâèä ìåòîäó ×àïëèãiíà. Ç (8.3) òà ç (8.4)
îòðèìó¹òüñÿ îöiíêà çáiæíîñòi öüîãî àëãîðèòìó

‖zn+1 (t)− yn+1 (t)‖ ≤ (2La)n+1

(n+ 1)!
M0, (8.5)

äå M0 ≥ ‖z0 (t)− y0 (t)‖, ‖x (t)‖ = max
t∈[t0,t0+a]

|x (t)|. Çàâäÿêè
íåðiâíîñòÿì

yn (t) ≤ yn+1 (t) ≤ x∗ (t) ≤ zn+1 (t) ≤ zn (t) (n = 0, 1, . . .) , (8.6)

ÿêi ìîæíà îòðèìàòè äëÿ àëãîðèòìó (8.3), (8.4), îöiíêà (8.5) ¹ âîäíî÷àñ
îöiíêîþ äëÿ zn+1 (t)− x (t) òà äëÿ x (t)− yn+1 (t).
Òàêèì ÷èíîì, ìåòîä Â. Êâàäå ÿê ñïðîùåíèé ðiçíîâèä ìåòîäó
×àïëèãiíà ìà¹, íà âiäìiíó âiä ìåòîäó ×àïëèãiíà ó çàñòîñóâàííi äî
çàäà÷i (8.1), ôàêòîðiàëüíó çáiæíiñòü.
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Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà ïîáóäóâàòè àëãîðèòìè âèãëÿäó

yn+1 = L (yn+1 − yn) + Fyn,
zn+1 = L (zn+1 − zn) + Fzn,

(8.7)

ùî óçàãàëüíþþòü ìåòîä Â. Êâàäå äëÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

x = Fx (8.8)

ó íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði E, ÿêùî îïåðàòîð F çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó Ëiïøèöÿ ç îïåðàòîðîì Ëiïøèöÿ L.

Çàçíà÷èìî, ùî àëãîðèòì Â. Êâàäå ìîæíà îòðèìàòè i ÿê
ñïðîùåíèé ðiçíîâèä ìîíîòîííîãî ìåòîäó Íüþòîíà.

Áëèçüêèé çà iäå¹þ äî ìåòîäó Â. Êâàäå äâîñòîðîííié ìåòîä
Á.Í.Áàáêiíà [8, 9] (äèâ. òàêîæ [125]) çàïðîïîíîâàíèé â [8, 9] ÿê
äâîñòîðîííié ìåòîä àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ íåÿâíîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

F
(
t, x, x′

)
= 0, x (t0) = x0 (8.9)

ç äiéñíèìè F òà x. Îñíîâíi ïðèïóùåííÿ, ÿêi åêñïëóàòóþòüñÿ ïðè
ïîáóäîâi ìåòîäó Á. Í. Áàáêiíà òàêi:∣∣∣∣∂F (t, x, p)

∂x

∣∣∣∣ < S, M ≥ ∂F (t, x, p)
∂p

> q > 0, (8.10)

ÿêùî çàçíà÷åíi ïîõiäíi iñíóþòü i íåïåðåðâíi. Iòåðàöiéíèé ïðîöåñ
áóäó¹ìî çà ôîðìóëàìè

y′n+1 − y′n = S
q (yn+1 − yn) + 1

MF (t, yn, y′n) = 0,

z′n+1 − z′n = S
q (zn+1 − zn) + 1

MF (t, zn, z′n) = 0.
(8.11)

Íåõàé
y0 (t) ≤ y1 (t) ≤ z1 (t) ≤ z0 (t) . (8.12)

Ââàæàòèìåìî, ùî t ∈ [t0, t1], x ∈ [y0 (t) , z0 (t)], |y′ (t)| < T . Çà öèõ
ïðèïóùåíü ìîæíà ãàðàíòóâàòè, ùî äëÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) çàäà÷i
(8.9) i iòåðàöié (8.11) ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

yn (t) ≤ yn+1 (t) ≤ x∗ (t) ≤ zn+1 (t) ≤ zn (t) (n = 0, 1, . . .) (8.13)
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ïðè t ∈ [t0, t1]. Â [125] íàâåäåíî äëÿ [x0, x1] îöiíêó

x1 − x0 <
q

S
ln 2.

Äëÿ ñåãìåíòó [x0, x1] ìàþòü ìiñöå îöiíêè

vn+1 (t)− un+1 (t) ≤ αδn

M − q
S

(
1− e

−S
q
(t1−t0)

)
,

v′n+1 (t)− u′n+1 (t) ≤ αδn

M ,

äå
δ = 1− q

M

(
2e−

S
q
(t1−t0) − 1

)
,

α ≥ F (t, x, p) (t ∈ [t0, t1] , y0 (t) ≤ x ≤ z0 (t) , |p| < T ) .

Çàçíà÷èìî, ùî àëãîðèòì (8.11) ìîæíà îòðèìàòè ÿê ñïðîùåíèé
âàðiàíò äëÿ àëãîðèòìó ×àïëèãiíà, ÿêèé äëÿ ðiâíÿííÿ (8.9) ìîæíà
îïèñàòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

∂F (t,yn,y′n)
∂x′

(
y′n+1 − y′n

)
+ ∂F (t,yn,y′n)

∂x (yn+1 − yn) + F (t, yn, y′n) = 0,

∂F (t,yn,y′n)
∂x′

(
z′n+1 − z′n

)
+ ∂F (t,yn,y′n)

∂x (zn+1 − zn) + F (t, zn, z′n) = 0.

Çâåðíåìî ùå óâàãó íà âiäîìèé ìåòîä êâàçiëiíåàðèçàöi¨, iäåþ ÿêîãî
÷àñòî îïèñóþòü äëÿ ïðèêëàäó ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

x′ = x2 + p (t)x (t) + q (t) ,

ÿêå çàìiíþþòü �êâàçiëiíiéíèì� ðiâíÿííÿì i ÿêå çðó÷íî ïîäàòè ÿê êðîê
iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó

y′n+1 = y2
n + 2ynyn+1 + p (t) yn+1 + q (t) . (8.14)

Ç öüîãî ïðèâîäó äèâ. [14].
Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôîðìóëè (8.14) çà òèõ ïðèïóùåíü, çà

ÿêèx ðåàëiçó¹òüñÿ öåé ìåòîä, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê iòåðàöiéíèé êðîê
ìîíîòîííîãî ìåòîäó Íüþòîíà.
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�9. Àíàëîãè ìåòîäó ×àïëèãiíà

Ìîâà éòèìå ïðî äâîñòîðîííi àëãîðèòìè äëÿ ðiâíÿíü âèãëÿäó

Lx = Tx (9.1)

ç íåëiíiéíèì îïåðàòîðîì T òà ëiíiéíèì îïåðàòîðîì L, ÿêèé ìà¹
îáìåæåíèé îáåðíåíèé îïåðàòîð L−1. Òîìó ââàæàþ÷è, ùî F = L−1T ,
ðîçãëÿäàòèìåìî ðiâíÿííÿ

x = Fx. (9.2)

Õàðàêòåðíîþ ïðèêìåòîþ ïðîïîíîâàíèõ àëãîðèòìiâ ¹ òå, ùî � ç
îäíîãî áîêó � äèôåðåíöiéîâíiñòü îïåðàòîðà F íå ïîñòóëþ¹ìî, à ç
iíøîãî áîêó � çà ïåâíèõ ïðèïóùåíü âîíè ìàþòü íàäëiíiéíó, çîêðåìà,
êâàäðàòè÷íó çáiæíiñòü. Ó âèïàäêó äèôåðåíöiéîâíîñòi îïåðàòîðà F
öi àëãîðèòìè ìîæóòü ñïiâïàäàòè ç âëàñíå ìåòîäîì ×àïëèãiíà. Â
îñíîâi öèõ ðåçóëüòàòiâ � çàïðîïîíîâàíèé â [101] ïiäõiä äî ïîáóäîâè
äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ. Çàçíà÷èìî, ùî öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ ðåàëiçóâàòè
íåïîìi÷åíó, íàïðèêëàä, Â. Êâàäå [127], Á. Í. Áàáêiíèì [8, 9] òà
iíøèìè àâòîðàìè (äèâ., íàïð., [125, 57]) ìîæëèâiñòü êîíñòðóþâàííÿ
àíàëîãiâ ìåòîäiâ ×àïëèãiíà äëÿ ðiâíÿíü ç íåäèôåðåíöiéîâíèìè
îïåðàòîðàìè, çáåðiãàþ÷è çà öi¹¨ ñèòóàöi¨ õàðàêòåðíó äëÿ ìåòîäó
×àïëèãiíà êâàäðàòè÷íó çáiæíiñòü iòåðàöié.

Íåõàé F : E0 → E, äå E0 � îïóêëà ìíîæèíà åëåìåíòiâ ç
íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó E. Ïîñòóëþ¹ìî òàêi ïðèïóùåííÿ.

À) Îïåðàòîð F � íåïåðåðâíèé â E0 i çàäàíi íåïåðåðâíi ùîäî y, z ∈
E0, ëiíiéíi íåïåðåðâíi ùîäî w ∈ E îïåðàòîðè G1 (y, z)w, α1 (y, z)w,
ÿêi ïðè y ≤ z çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

(G1 (y, z) + α1 (y, z)) (z − y) ≤ Fz − Fy. (9.3)

Á) Îïåðàòîðè G1 (y, z)w, α1 (y, z)w íå ñïàäàþòü ùîäî y, íå
çðîñòàþòü ùîäî z, ïðè÷îìó α1 (y, z)w ¹ äîäàòíiì ÿê ëiíiéíèé
îïåðàòîð ùîäî w ∈ E.

Â) Êîæíà ç íåðiâíîñòåé

w ≥ G1 (y, z)w,
w ≥ (G1 (y, z) + α1 (y, z))w
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ñïðè÷èíþ¹ íåðiâíiñòü w ≥ θ (θ � íóëüîâèé åëåìåíò â E, y ≤ z,
y, z ∈ E0).

Òåîðåìà 9.1. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À) � Â), iñíó¹
ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ E0 ðiâíÿííÿ (9.2) i äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, . . . ñèñòåìà
ðiâíÿíü

yn+1 = G1 (yn, zn) (yn+1 − yn) + Fyn,
zn+1 = (G1 (yn, zn) + α1 (yn, zn)) (zn+1 − zn) + Fzn

(9.4)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (yn+1, zn+1). Êðiì òîãî, íåõàé

y0 ≤ y1 ≤ x∗ ≤ z1 ≤ z0, (9.5)

äå (y1, z1) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (9.4) ïðè n = 0. Òîäi ñïðàâäæóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (9.6)

Äîâåäåííÿ. Ç ðiâíîñòåé (9.4) òà ç óìîâè À) âèïëèâà¹

y2 − y1 = G1 (y1, z1) (y2 − y1) + Fy1 − Fy0 −G1 (y0, z0) (y1 − y0) ≥
≥ G1 (y1, z1) (y2 − y1)−G1 (y0, z0) (y1 − y0) +
+ (G1 (y0, y1) + α1 (y0, y1)) (y1 − y0) ,

îñêiëüêè ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (9.3). Çàâäÿêè óìîâi Á) òà
(9.3) çâiäñè çíàõîäèìî

y2 − y1 ≥ G1 (y1, z1) (y2 − y1) + (G1 (y0, y1)−G1 (y0, z0)) (y1 − y0) ≥
≥ G1 (y1, z1) (y2 − y1) .

Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà çíàéòè

z1 − z2 = (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z0) + Fz0 − (G1 (y1, z1) +

+α1 (y1, z1)) (z2 − z1)− Fz1 ≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z1 − z2)−

− (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − z1) + (G1 (z1, z0) + α1 (z1, z0))×

× (z0 − z1) ≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z1 − z2) + (G1 (z1, z0)−
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−G1 (y0, z0)) (z0 − z1) + (α1 (z1, z0)− α1 (y0, z0)) (z0 − z1) ≥

≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z1 − z2) .

Îòæå, ìà¹ìî íåðiâíîñòi

y2 − y1 ≥ G1 (y1, z1) (y2 − y1) ,
z1 − z2 ≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z1 − z2) ,

ç ÿêèõ çà óìîâè Â) ìà¹ìî

y1 ≤ y2, z1 ≥ z2. (9.7)

Ç ðiâíîñòåé (9.2), (9.4) îòðèìó¹ìî ïîäiáíèì ñïîñîáîì

x∗ − y2 = Fx∗ − Fy1 +G1 (y1, z1) (x∗ − y2)−G1 (y1, z1) (x∗ − y1) ≥
≥ (G1 (x∗, y1) + α1 (x∗, y1)) (x∗ − y1) +G1 (y1, z1) (x∗ − y2)−
−G1 (y1, z1) (x∗ − y1) ≥ G1 (y1, z1) (x∗ − y2) ,
z2 − x∗ = (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z2 − x∗)− (G1 (y1, z1) +
+α1 (y1, z1)) (z1 − x∗) + +Fz1 − Fx∗ ≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1))×
× (z2 − x∗) + (G1 (x∗, z1)−G1 (y1, z1)) (z1 − x∗) + (α1 (x∗, z1)−
−α1 (y1, z1)) (z1 − x∗) ≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z2 − x∗) .

Óìîâà Â) ¹ ïiäñòàâîþ, ùîá îòðèìàòè çâiäñè íåðiâíîñòi x∗ − y2 ≥ θ,
z2 − x∗ ≥ θ. Òîìó, áåðó÷è äî óâàãè (9.7), áóäåìî ìàòè

y1 ≤ y2 ≤ x∗ ≤ z2 ≤ z1. (9.8)

Ç (9.7) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi (9.8). Çàâäÿêè öüîìó, ïîêëàâøèñü íà
ïðèíöèï iíäóêöi¨, òåîðåìó ìîæíà ââàæàòè äîâåäåíîþ.

Íàçâåìî óìîâîþ À0) ïðèïóùåííÿ, ÿêå îòðèìó¹òüñÿ ç óìîâè À),
ÿêùî íå âèìàãàòè, ùîá íåðiâíiñòü (9.3) âèïëèâàëà ç íåðiâíîñòi y ≤ z.
Òîáòî, âèìàãàòèìåìî, ùîá íåðiâíiñòü (9.3) ñïðàâäæóâàëàñü äëÿ âñiõ
y, z ∈ E0, à íå òiëüêè äëÿ òèõ y, z ∈ E0, äëÿ ÿêèõ y ≤ z:

À0) Îïåðàòîð F � íåïåðåðâíèé â E0 i çàäà¹ íåïåðåðâíi ùîäî y, z,
ëiíiéíi íåïåðåðâíi ùîäî w îïåðàòîðè G1 (y, z)w, α1 (y, z)w, äëÿ ÿêèõ
ïðè y, z ∈ E0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (9.3).

Óìîâàìè íàñòóïíî¨ òåîðåìè íå ïåðåäáà÷åíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó
x∗ ∈ E0 ðiâíÿííÿ (9.2) i íå ïîñòóëþ¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (9.5).
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Òåîðåìà 9.2. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À0), Á), Â) i ïðè
y0, z0 ∈ E0 ñèñòåìà (9.4) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (yn+1, zn+1) äëÿ êîæíîãî n =
0, 1, 2, . . . ßêùî çàäàíi åëåìåíòè u, v ∈ E0 äëÿ ÿêèõ

u ≤ Fu, v ≥ Fv, (9.9)

òî ïðè
y0 = u, z0 = v (9.10)

ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, 2, . . .) . (9.11)

Äîâåäåííÿ. Ðiâíîñòi (9.4), (9.10) òà íåðiâíîñòi (9.9) î÷åâèäíèì
ñïîñîáîì ïðèçâîäÿòü äî íåðiâíîñòåé

y1 − y0 ≥ G1 (y0, z0) (y1 − y0) ,
z0 − z1 ≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − z1) .

Òîìó çàâäÿêè óìîâi Â) ìàòèìåìî

y0 ≤ y1, z1 ≤ z0. (9.12)

Êðiì òîãî, ç (9.9), (9.10) òà ç óìîâè À0) âèïëèâà¹

z0 − y0 = v − u ≥ Fv − Fu ≥ (G1 (u, v) + α1 (u, v)) (v − u) =
= (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − y0) .

Òîìó, çâàæàþ÷è íà óìîâó Â), áóäåìî ìàòè

y0 ≤ z0. (9.13)

Äîâåäåìî òåïåð íåðiâíiñòü

y1 ≤ z1. (9.14)

Çàäëÿ öüîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è (9.3), (9.4), çíàõîäèìî

z1 − y0 ≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z0) + Fz0 − Fy0 ≥
≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z0) + (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0))×

× (z0 − y0) = (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − y0) .
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Ðàçîì ç óìîâîþ Â) öå äà¹ ïiäñòàâó äëÿ íåðiâíîñòi z1 − y0 ≥ θ.
Ñêîðèñòàâøèñü ñõîæèìè ìiðêóâàííÿìè, îòðèìó¹ìî òàêîæ

z1 − y1 = (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z0) + Fz0 − Fy0 −G1 (y0, z0)×
× (y1 − y0) ≥ G1 (y0, z0) (z1 − y1) + α1 (y0, z0) (z1 − y0) .

Îñêiëüêè, ÿê ùîéíî âñòàíîâëåíî z1 − y0 ≥ θ i îïåðàòîð α1 (y, z)w �
äîäàòíié ÿê ëiíiéíèé îïåðàòîð ùîäî w, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

z1 − y1 ≥ G1 (y0, z0) (z1 − y1) .

Îòæå, ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ç óìîâè Â), ùîá îòðèìàòè (9.14).
Ïî¹äíàííÿ ñïiââiäíîøåíü (9.12), (9.14) îçíà÷à¹, ùî

y0 ≤ y1 ≤ z1 ≤ z0. (9.15)

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ òåïåð ó íåðiâíîñòÿõ

y1 ≤ Fy1, z1 ≥ Fz1. (9.16)

Ç öi¹þ ìåòîþ çíàéäåìî

Fy1 − y1 = Fy1 −G1 (y0, z0) (y1 − y0)− Fy0 ≥

≥ (G1 (y0, y1)−G1 (y0, z0)) (y1 − y0) + α1 (y0, y1) (y1 − y0) ≥ θ,

z1 − Fz1 = (G1 (y0, z0)− α1 (y0, z0)) (z1 − z0) + Fz0 − Fz1 ≥

≥ (G1 (z1, z0)−G1 (y0, z0)) (z0 − z1) + α1 (y0, z0) (z0 − z1) ≥ θ,

áî ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà Á). Òàêèì ÷èíîì åëåìåíòè y1, z1
çàäîâîëüíÿþòü âñi âèìîãè, ÿêi óìîâàìè òåîðåìè ïåðåäáà÷åíi äëÿ
åëåìåíòiâ y0, z0. Öå äîçâîëÿ¹ ââàæàòè òåîðåìó äîâåäåíîþ íà ïiäñòàâi
ïðèíöèïó iíäóêöi¨.

Ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ, çà ÿêî¨ îïåðàòîð F çàäîâîëüíÿ¹
ïðàâîñòîðîííþ óìîâó Ëiïøèöÿ çàìiñòü ëiâîñòîðîííüî¨ óìîâè
Ëiïøèöÿ (9.3). Öå îçíà÷à¹ çàìiíó óìîâ À) � Â) iíøèìè óìîâàìè.

À1) Îïåðàòîð F � íåïåðåðâíèé â E0 i çàäàíi íåïåðåðâíi ùîäî y, z ∈
E0, ëiíiéíi íåïåðåðâíi ùîäî w ∈ E îïåðàòîðè G2 (y, z)w, α2 (y, z)w,
ÿêi ïðè y ≤ z çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

Fz − Fy ≤ − (G2 (y, z) + α2 (y, z)) (z − y) . (9.17)
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Á1) Îïåðàòîðè G2 (y, z)w, α2 (y, z)w íå ñïàäàþòü ùîäî y, íå
çðîñòàþòü ùîäî z i äîäàòíi ùîäî w ∈ E.

Â1) Ñèñòåìà íåðiâíîñòåé

p ≥ G2 (y, z) q,
q ≥ (G2 (y, z) + α2 (y, z)) p

(9.18)

ñïðè÷èíþ¹ íåðiâíîñòi p ≥ θ, q ≥ θ.
Çà öèõ óìîâ àíàëîãi÷íi äî âëàñòèâîñòåé àëãîðèòìó (9.4) ìà¹

àëãîðèòì, ïîáóäîâàíèé çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíèõ ôîðìóë âèãëÿäó

yn+1 = −G2 (yn, zn) (zn+1 − zn) + Fzn,
zn+1 = − (G2 (yn, zn) + α2 (yn, zn)) (yn+1 − yn) + Fyn,
(n = 0, 1, . . .) .

(9.19)

Òåîðåìà 9.3. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À1) � Â1),
äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, . . . ñèñòåìà (9.19) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
(yn+1, zn+1) (yn+1, zn+1 ∈ E0) i, êðiì òîãî, iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ E0

ðiâíÿííÿ (9.2) òà ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (9.5) ç y0, y1, z0, z1,
ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (9.19) ïðè n = 0. Òîäi ìàþòü ìiñöå
ñïiââiäíîøåííÿ (9.6).

Äîâåäåííÿ. Ïîäiáíi äî âèêîðèñòàíèõ äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè
9.1 ìiðêóâàííÿ ïðèçâîäÿòü äî îòðèìàííÿ çà äîïîìîãîþ óìîâè À1)
ñïiââiäíîøåíü

y2 − y1 = −G2 (y1, z1) (z2 − z1) +G2 (y0, z0) (z1 − z0) + Fz1 − Fz0 ≥

≥ G2 (y1, z1) (z1 − z2)−G2 (y0, z0) (z0 − z1)+(G2 (z1, z0) + α2 (z1, z0))×

× (z0 − z1) = G2(y1, z1)(z1 − z2) + (G2(z1, z0)−G2(y0, z0))(z0 − z1)+

+α2(z1, z0)(z0 − z1) ≥ G2(y1, z1)(z1 − z2),

z1 − z2 = − (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y1 − y0) + (G2 (y1, z1) +

+α2 (y1, z1)) (y2 − y1)+Fy0−Fy1 ≥ (G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1)) (y2 − y1)−

− (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y1 − y0) + (G2 (y0, y1) +

+α2 (y0, y1)) (y1 − y0) = (G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1)) (y2 − y1) +
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+(G2 (y0, y1)−G2 (y0, z0)) (y1 − y0) + (α2 (y0, y1)− α2 (y0, z0))×

× (y1 − y0) ≥ (G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1)) (y2 − y1) .

Òîìó çà äîïîìîãîþ óìîâè Â1) îòðèìó¹ìî (9.7). Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ç
(9.2) òà (9.19) âèïëèâà¹

x∗ − y2 = Fx∗ − Fz1 +G2 (y1, z1) (z2 − z1) ≥

≥ (G2 (x∗, z1) + α2 (x∗, z1)) (z1 − x∗) +G2 (y1, z1) (z2 − x∗)−

−G2 (y1, z1) (z1 − x∗) = G2 (y1, z1) (z2 − x∗) +

+ (G2 (x∗, z1)−G2 (y1, z1)) (z1 − x∗) + α2 (x∗, z1) (z1 − x∗) ≥

≥ G2 (y1, z1) (z2 − x∗) ,

z2 − x∗ = Fy1 − Fx∗ − (G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1)) (y2 − y1) ≥

≥ (G2 (y1, x
∗) + α2 (y1, x

∗)) (x∗ − y1) + (G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1))×

× (x∗ − y2)− (G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1)) (x∗ − y1) = (G2 (y1, z1) +

+α2 (y1, z1)) (x∗ − y2) + (G2 (y1, x
∗)−G2 (y1, z1)) (x∗ − y1) +

+ (α2 (y1, x
∗)− α2 (y1, z1)) (x∗ − y1) ≥

≥ (G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1)) (x∗ − y2) .

Çíîâó çàâäÿêè óìîâi Â1) çâiäñè çíàéäåìî x∗ − y2 ≥ θ, z2 − x∗ ≥ θ,
ùî ó ïî¹äíàííi ç äîâåäåíèìè ïåðåä öèì íåðiâíîñòÿìè (9.7) äëÿ
àëãîðèòìó(9.19) ïðèçâîäèòü äî íåðiâíîñòåé (9.8). Öå îçíà÷à¹, ùî
ìîæíà ïîêëèêàòèñÿ íà ïðèíöèï iíäóêöi¨, ùîá ââàæàòè òåîðåìó
äîâåäåíîþ.

Òåîðåìà 9.4. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè Á1) � Â1), à óìîâà
À1) ñïðàâäæó¹òüñÿ íå òiëüêè äëÿ y ≤ z, à äëÿ âñÿêèõ y, z ∈ E0.
Íåõàé äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, . . . ñèñòåìà (9.19) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
(yn+1, zn+1) (yn+1, zn+1 ∈ E0) i, êðiì òîãî, çàäàíi åëåìåíòè u, v ∈
E0, äëÿ ÿêèõ

u ≤ Fv, v ≥ Fu. (9.20)

Òîäi ïðè âèáðàíèõ çà ôîðìóëàìè (9.10) ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåííÿõ y0,
z0, äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn}, ïîáóäîâàíèõ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë
(9.19), cïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (9.11).
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Äîâåäåííÿ. ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 9.2 ìîæíà îòðèìàòè
íåðiâíîñòi (9.12), îñêiëüêè ç (9.19) ïðè n = 0 òà ç (9.10) i (9.20)
âèïëèâà¹

y1 − y0 ≥ G2 (y0, z0) (z0 − z1) ,
z0 − z1 ≥ (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y1 − y0) ,

i äëÿ ïiäòâåðäæåííÿ (9.12) äîñèòü çâåðíóòèñÿ äî óìîâè Â1). Êðiì
òîãî, ç (9.10), (9.20) òà ç óìîâ òåîðåìè âèïëèâà¹

z0 − y0 = v − u = Fu− Fv ≥ (G2 (u, v) + α2 (u, v)) (v − u) ,

ùî äà¹ çìîãó íà ïiäñòàâi óìîâè Â1) çðîáèòè âèñíîâîê ïðî íåðiâíiñòü
(9.13). Äîâåäåìî òåïåð (9.14). Ïîïåðåäíüî çàäëÿ öüîãî, âðàõîâóþ÷è
(9.10), (9.20), çíàõîäèìî

z0 − y1 ≥ Fy0 − Fz0 −G2 (y0, z0) (z0 − z1) ≥ G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)×

× (z0 − y0)−−G2 (y0, z0) (z0 − z1) ≥ G2 (y0, z0) (z1 − y0) ,

z1 − y0 ≥ Fy0 − Fz0 − (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y1 − y0) ≥

≥ (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z0 − y0)− (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0))×

× (y1 − y0) = (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z0 − y1) .

Òîìó óìîâà Â1) çàáåçïå÷ó¹ íåðiâíîñòi

z0 − y1 ≥ θ, z1 − y0 ≥ θ. (9.21)

Îñêiëüêè ç (9.19), âðàõîâóþ÷è ùîéíî äîâåäåíi íåðiâíîñòi, ìîæíà
çíàéòè

z1 − y1 = − (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y1 − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − z1)

+Fy0−Fz0 ≥ (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z1 − y1)−α2 (y0, z0) (z1 − y0)−

−G2 (y0, z0) (z0 − z1) + (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z0 − y0) =

= (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z1 − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − y0) +

+α2 (y0, z0) (z0 − z1) ≥ (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z1 − y1) ,
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òî óìîâà Â1) ïðèçâîäèòü äî íåðiâíîñòi y1 ≤ z1. Òàêèì ÷èíîì, ÿê i ïðè
äîâåäåííi òåîðåìè 9.2, ïiäòâåðäæåíi íåðiâíîñòi (9.15) äëÿ àëãîðèòìó
(9.19). Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè íåðiâíîñòi

y1 ≤ Fz1, z1 ≥ Fy1. (9.22)

Çíàõîäèìî

Fz1 − y1 = Fz1 −G2 (y0, z0) (z0 − z1)− Fz0 ≥

≥ (G2 (z1, z0) + α2 (z1, z0)) (z0 − z1)−−G2 (y0, z0) (z0 − z1) =

= (G2 (z1, z0)−G2 (y0, z0)) (z0 − z1) + α2 (z1, z0) (z0 − z1) ≥ θ,

z1 − Fy1 = Fy0 − (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y1 − y0)− Fy1 ≥

≥ − (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y1 − y0) + (G2 (y0, y1) + α2 (y0, y1))×

× (y1 − y0) == (G2 (y0, y1)−G2 (y0, z0)) (y1 − y0) +

+ (α2 (y0, y1)− α2 (y0, z0)) (y1 − y0) ≥ θ.

Öèì òåîðåìó äîâåäåíî, áî åëåìåíòè y1, z1 çàäîâîëüíÿþòü âñi òi
ñàìi âèìîãè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü y0, z0 â óìîâàõ òåîðåìè i, îòæå,
çàñòîñîâíèé ïðèíöèï iíäóêöi¨.

Òåîðåìè 9.1, 9.2 òà òåîðåìè 9.3, 9.4 íå çàáåçïå÷óþòü çáiæíiñòü
àëãîðèòìiâ (9.4), (9.10) òà (9.19), (9.10) áåç äîäàòêîâèõ îáìåæåíü
ùîäî ìíîæèí E, E0 i îïåðàòîðà F . Çîêðåìà, çà ïðèïóùåííÿ, ùî E �
ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið i E0 = [u, v] � âiäðiçîê â íüîìó,
äëÿ àëãîðèòìó (9.4), (9.10) ìîæíà ãàðàíòóâàòè ìîíîòîííó çáiæíiñòü
ïîñëiäîâíîñòåé {yn} i {zn} äî ãðàíèöü y∗ i z∗, ÿêi ¹ âiäïîâiäíî íèæíiì i
âåðõíiì ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (9.2) â E0. Äëÿ àëãîðèòìó (9.19), (9.10)
åëåìåíòè y∗, z∗ òåæ iñíóþòü çà öèõ ïðèïóùåíü, àëå âîíè ìîæóòü i
íå áóòè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (9.2). Ó öüîìó âèïàäêó ïàðà (y∗, z∗) ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïîâ'ÿçàíî¨ ç ðiâíÿííÿì (9.2) ñèñòåìè

y = Fz, z = Fy. (9.23)

Öåé ðîçâ'ÿçîê (y∗, z∗) ñèñòåìè (9.23) ìà¹ òó âëàñòèâiñòü, ùî äëÿ
âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E0 = [u, v] ðiâíÿííÿ (9.2) ìàþòü ìiñöå îöiíêè
y∗ ≤ x∗ ≤ z∗. Çàçíà÷èìî, ùî öåé âèïàäîê, ÿê i âèïàäîê, êîëè y∗, z∗ ¹
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âiäïîâiäíî íèæíiì i âåðõíiì ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (9.2) ¹ ïðèêëàäàìè
ïîíÿòòÿ êðàéíüîãî ðîçâ'ÿçêó, çàïðîâàäæåíîãî Ì.Ñ.Êóðïåëåì (äèâ.
[57]), à òàêîæ çàïðîâàäæåíîãî Â.Ëàêøìiêàíòàìîì íåçàëåæíî âiä
Ì.Ñ.Êóðïåëÿ ïîíÿòòÿ ìiíiìàêñíîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêi çà îïèñàíî¨ òóò
ñèòóàöi¨ ñïiâïàäàþòü ìiæ ñîáîþ.

Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé {yn} òà {zn}, îòðèìàíèõ çà äîïîìîãîþ
àëãîðèòìó (9.4), äî ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E0 ðiâíÿííÿ (9.2) ìîæíà
îáãðóíòóâàòè, ÿêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà óìîâà.

Ã) Çàäàíèé ëiíiéíèé äîäàòíié îïåðàòîð a1 (y, z)w, íåïåðåðâíèé
ùîäî y, z ∈ E0, íåïåðåðâíèé ùîäî w ∈ E, äëÿ ÿêîãî ïðè y ≤ z, y, z ∈ E0

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Fz − Fy ≥ (G1 (y, z) + a1 (y, z)) (z − y) . (9.24)

Çàóâàæèìî, ùî íåðiâíiñòü (9.24) ôîðìàëüíî ¹ òàêîþ æ ÿê
i íåðiâíiñòü (9.17) ç óìîâè À1), àëå ïðè öüîìó íå ñïiâïàäàþòü
âèìîãè ùîäî îïåðàòîðà (G1 (y, z) + a1 (y, z))w òà îïåðàòîðà
(−G2 (y, z)− α2 (y, z))w iç (9.24) òà (9.17).

Çàçíà÷èìî, ùî î÷åâèäíîþ ¹ íåðiâíiñòü

a1 (y, z)w ≥ α1 (y, z)w, (9.25)

ÿêà îòðèìó¹òüñÿ ÿê ðåçóëüòàò íåðiâíîñòåé (9.17) i (9.24).
Òåîðåìà 9.5. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À) � Â) òà óìîâà

Ã), à òàêîæ íåõàé iñíó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð

(I −G1 (y, z))−1w, (9.26)

íåïåðåðâíèé ùîäî y, z ∈ E0, íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé i äîäàòíié ùîäî
w ∈ E0. Ïðèïóñòèìî, êðiì òîãî, ùî E � íàïiâóïîðÿäêîâàíèé áàíàõiâ
ïðîñòið i ∥∥∥(I −G1 (y, z))−1 a1 (y, z)

∥∥∥ ≤ q < 1, (9.27)

(òóò I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð). Òîäi iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (9.4)
çáiãà¹òüñÿ äî ¹äèíîãî â E0 ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (9.2) íå ïîâiëüíiøå
çà ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ iç çíàìåííèêîì q.
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Äîâåäåííÿ. Ç (9.4), (9.6) òà iç (9.24), (9.25) âèïëèâà¹ îöiíêà

zn+1 − yn+1 = G1 (yn, zn) (zn+1 − yn+1)−G1 (yn, zn) (zn − yn)−
−α1 (yn, zn) (zn − zn+1) + Fzn − Fyn ≤ G1 (yn, zn) (zn+1 − yn+1) +

+α1 (yn, zn) (zn − yn)− α1 (yn, zn) (zn − zn−1) ≤
≤ G1 (yn, zn) (zn+1 − yn+1) + a1 (yn, zn) (zn − yn) .

Çâiäñè îòðèìó¹ìî

zn+1 − yn+1 ≤ (I −G1 (yn, zn))
−1 a1 (yn, zn) (zn − yn) . (9.28)

Öå, çàâäÿêè (9.27), ïðèçâîäèòü äî îöiíêè

‖zn+1 − yn+1‖ ≤ q ‖zn − yn‖ . (9.29)

Îñêiëüêè çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòåé {yn},
{zn} i lim

n→∞
yn = lim

n→∞
zn = x∗ äëÿ ¹äèíîãî â E0 ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ

(9.4), òî ìîæíà ââàæàòè òåîðåìó äîâåäåíîþ.
ßê âèäíî ç (9.27) i (9.28), çà îáñòàâèí, êîëè ñòðóêòóðà îïåðàòîðà

a1 (y, z) äà¹ çìîãó çàïèñàòè

‖a1 (y, z)‖ ≤ q0 ‖z − y‖γ (γ ≥ 0) , (9.30)

çàìiñòü îöiíêè (9.29) ìîæíà îòðèìàòè óòî÷íåíó îöiíêó

‖zn+1 − yn+1‖ ≤ p ‖zn − yn‖1+γ , (9.31)

äå
p ≥

∥∥∥(I −G1 (yn, zn))
−1
∥∥∥ · q0. (9.32)

ßêùî γ > 0, òî çà íàëåæíîãî âèáîðó ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü
y0 = u, z0 = v ïðîöåñ (9.4) ìîæå çáiãàòèñÿ i ïðè p ≥ 1. Ïðè
öüîìó ìàòèìåìî íàäëiíiéíó çáiæíiñòü ç ïîêàçíèêîì 1 + γ. Ïðè
γ = 1 îòðèìà¹ìî, çîêðåìà, i êâàäðàòè÷íó çáiæíiñòü, õàðàêòåðíó äëÿ
ìåòîäó ×àïëèãiíà. Íåðiâíiñòü (9.30) ñïðàâäæó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ÿêùî
îïåðàòîð F íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèé äâà ðàçè i ïðè öüîìó çà
ôóíêöiþ a1 (y, z) ìîæíà âçÿòè

a1 (y, z) =
1
2
F ′′ (y) (z − y) . (9.33)
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Çà ïîäiáíîþ ñõåìîþ ìîæíà äîñëiäèòè i çáiæíiñòü àëãîðèòìó (9.19).
Çàìiñòü óìîâè Ã) ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ öüîãî àëãîðèòìó òàêó
óìîâó.

Ã1) Çàäàíèé íåïåðåðâíèé ùîäî y, z ∈ E0 äîäàòíié ëiíiéíèé
íåïåðåðâíèé ùîäî w ∈ E îïåðàòîð a2 (y, z)w, äëÿ ÿêîãî ïðè y ≤ z,
y, z ∈ E0 áóäåìî ìàòè

− (G2 (y, z) + a2 (y, z)) (z − y) ≤ Fz − Fy. (9.34)

Ïðè öüîìó ïîòðiáíî ìàòè íà óâàçi î÷åâèäíó íåðiâíiñòü

a2 (y, z)w ≥ α2 (y, z)w. (9.35)

Òåîðåìà 9.6. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À1) � Â1) òà Ã1),
à òàêîæ óìîâè, ùî îòðèìóþòüñÿ ç óìîâ òåîðåìè 9.5 çàìiíîþ
G1 (y, z) íà G2 (y, z) òà a1 (y, z) íà a2 (y, z). Òîäi iòåðàöiéíèé ïðîöåñ
(9.19) çáiãà¹òüñÿ äî ¹äèíîãî â E0 ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (9.2) íå
ïîâiëüíiøå çà ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ iç çíàìåííèêîì q.

Äîâåäåííÿ. Çà äîïîìîãîþ (9.34), (9.16) i (9.6) ìîæíà îòðèìàòè

zn+1 − yn+1 = G2 (yn, zn) (zn+1 − yn+1)−G2 (yn, zn) (zn − yn)−
−α2 (yn, zn) (yn+1 − yn) + Fyn − Fzn ≤ G2 (yn, zn) (zn+1 − yn+1)−

−G2 (yn, zn) (zn − yn)− α2 (yn, zn) (yn+1 − yn) +
+G2 (yn, zn) (zn − yn) + a2 (yn, zn) (zn − yn) ≤

≤ G2 (yn, zn) (zn+1 − yn+1) + a2 (yn, zn) (zn − yn) .

Òîìó çâiäñè îòðèìó¹òüñÿ òàêèé àíàëîã ôîðìóëè (9.28)

zn+1 − yn+1 ≤ (I −G2 (yn, zn))
−1 a2 (yn, zn) (zn − yn) ,

ÿêèé ïðèçâîäèòü äî îöiíêè (9.29) äëÿ iòåðàöié (9.19). Ìiðêóþ÷è äàëi
òàê ñàìî, ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 9.5, ïåðåêîíó¹ìîñÿ ó ïðàâäèâîñòi
òâåðäæåíü òåîðåìè 9.6.

Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ïðèçâîäÿòü äëÿ àëãîðèòìó (9.19) äî
ñïiââiäíîøåíü, ÿêi ¹ àíàëîãàìè ñïiââiäíîøåíü (9.30) � (9.33) i
îòðèìóþòüñÿ ç íèõ çàìiíîþ a1 (y, z) òà G1 (y, z) íà a2 (y, z) òà G2 (y, z)
âiäïîâiäíî.

Çàóâàæåííÿ 9.1. Îïåðàòîðè G1 (y, z), −G2 (y, z) ó âèïàäêó
ãëàäêîñòi îïåðàòîðà F ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ïîõiäíó Ôðåøå,
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ÿêùî E � áàíàõiâ íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið. Çáóðåííÿ α1 (y, z) òà
α2 (y, z) â àëãîðèòìàõ (9.4) òà (9.19) ìîæíà ïðèéíÿòè, çîêðåìà,
çà íóëüîâi. Îäíàê íóëüîâi α1 (y, z), α2 (y, z) íå äîçâîëÿþòü îõîïèòè,
íàïðèêëàä, ïåðâiñíèé âàðiàíò ìåòîäó ×àïëèãiíà, çàïðîïîíîâàíèé
ñàìèì Ñ. Î. ×àïëèãiíèì, ÿêèé ôîðìàëüíî ó ñêàëÿðíîìó âèïàäêó
íàãàäó¹ êîìáiíîâàíèé ìåòîä õîðä i äîòè÷íèõ; òàêèé àëãîðèòì äëÿ
ñêàëÿðíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ îïèñàíèé ó �2 çà äîïîìîãîþ
ôîðìóë (7.6) � (7.7). Çáóðåííÿ α1 (y, z) òà α2 (y, z), ÿêi ôiãóðóþòü
â óìîâàõ À) � Â) ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê �ïîãëèíàþ÷èé àãðåãàò
çáóðåíü� ëiíåàðèçîâàíèõ ðiâíÿíü (9.4) i (9.19). Âîíè äàþòü çìîãó
âðàõîâóâàòè íå ëèøå ìîæëèâó íåäèôåðåíöiéîâíiñòü îïåðàòîðà
F , à é õàðàêòåð ñïðîùåíü òà çàîêðóãëåíü ó ëiíåàðèçîâàíèõ
ðiâíÿííÿõ ç ìåòîþ � çà çìîãîþ � îá÷èñëèòè ó ÿâíîìó âèãëÿäi
îáåðíåíèé îïåðàòîð, à òàêîæ âðàõóâàòè ïîõèáêè âiä ïðàêòè÷íî¨
ðåàëiçàöi¨ îá÷èñëåíü òàêèì ñïîñîáîì, ùîá çáåðåãòè äâîñòîðîííiñòü
i ìîíîòîííiñòü ìåòîäó òà íàäëiíiéíèé õàðàêòåð éîãî òåîðåòè÷íî¨
çáiæíîñòi.

Çàóâàæåííÿ 9.2. Ïðè âèêîðèñòàííi àëãîðèòìiâ (9.4),
(9.19) äëÿ ðiâíÿíü, ïîäàíèõ ó âèãëÿäi (9.2), ìîæóòü òðàïèòèñÿ
ïåâíi ôîðìàëüíi òðóäíîùi, ÿêùî éäåòüñÿ, íàïðèêëàä, ïðî òi
÷è iíøi ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ, ôóíêöiîíàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíèõ òà äëÿ iíøèõ êëàñiâ ðiâíÿíü. Òîìó îïèøåìî
ïîáiæíî äåÿêi ôîðìàëüíi çìiíè ó íàâåäåíèõ ôîðìóëþâàííÿõ
ïðèïóùåíü i îòðèìàíèõ òâåðäæåíü äëÿ ñèòóàöi¨, êîëè éäåòüñÿ ïðî
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ (9.1) çàìiñòü ðiâíÿííÿ (9.2). Ïðè¹äíà¹ìî äî
ðiâíÿííÿ (9.1) äîäàòêîâó óìîâó

Sx = r, (9.36)

ÿêà, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ x′ = f (t, x) ìîæå ñïiâïàäàòè
ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x (t0) = x0, ç óìîâîþ ïåðiîäè÷íîñòi x (t0) =
x (t0 + T ) i ò. ï. Çóïèíèìîñÿ ñïî÷àòêó íà àäàïòóâàííi óìîâ À) � Ã)
äî çàäà÷i (9.1), (9.36).

Íåõàé L : D → E1, S : D → E2, T : D → E1, äå D �
îïóêëà ïiäìíîæèíà íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó E, ïðîñòîðè E1,
E2 � íàïiâóïîðÿäêîâàíi, S � ëiíiéíèé îïåðàòîð, L � ëiíiéíèé îïåðàòîð,
òàêèé ùî (êîëè L � íåíóëüîâèé îïåðàòîð) iñíó¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé
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îáåðíåíèé îïåðàòîð L−1. Ïîñòóëþ¹ìî ñòðóêòóðíó íîðìîâàíiñòü E i E1

çà äîïîìîãîþ àðõiìåäîâèõ ëiíåàëiâN òàN1 âiäïîâiäíî. Ñôîðìóëþ¹ìî
òàêi àíàëîãè óìîâ À) � Ã).

À2) Çàäàíi íåïåðåðâíi ùîäî y, z ∈ D, ëiíiéíi íåïåðåðâíi ùîäî w ∈
E îïåðàòîðè g1 (y, z)w, β1 (y, z)w, äëÿ ÿêèõ iç ñïiââiäíîøåíü y ≤ z,
Sy = Sz = r âèïëèâà¹, ùî

(g1 (y, z) + β1 (y, z)) (z − y) ≤ Tz − Ty.

Á2) Îïåðàòîðè g1 (y, z)w, β1 (y, z)w íå çðîñòàþòü ùîäî y, íå
ñïàäàþòü ùîäî z ïðè y, z ∈ D, îïåðàòîð β1 (y, z)w � äîäàòíié ÿê
ëiíiéíèé îïåðàòîð ùîäî w ∈ E, îïåðàòîð F � íåïåðåðâíèé.

Â2) Êîæíà ç íåðiâíîñòåé Lw ≥ g1 (y, z)w òà Lw ≥
(g1 (y, z) + β1 (y, z))w ïðè Sw = θ, Sy = Sz = r ñïðè÷èíþ¹ íåðiâíiñòü
w ≥ θ.

Ñôîðìóëþ¹ìî àíàëîã òåîðåìè 9.1 äëÿ ðiâíÿííÿ (9.1) ç óìîâîþ
(9.36) òà äëÿ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëàìè

Lyn+1 = g1 (yn, zn) (yn+1 − yn) + Tyn,

Lzn+1 = (g1 (yn, zn) + β1 (yn, zn)) (zn+1 − zn) + Tzn,
(9.37)

Syn+1 = Szn+1 = r. (9.38)

Òåîðåìà 9.7. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À2) � Â2) i çàäà÷à
(9.37), (9.38) ïðè êîæíîìó n = 0, 1, . . . ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (yn+1, zn+1)
(yn+1, zn+1 ∈ D). ßêùî x∗ ∈ D � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9.1), (9.36) i
ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi (9.5) äëÿ y0, y1, z0, z1, ùî çàäîâîëüíÿþòü
(9.37), (9.38), òî ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (9.6).

Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà òàêîþ ñàìîþ ñõåìîþ, ÿêà âèêîðèñòàíà
äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 9.1. Ç iíøîãî áîêó, ìîæíà çàçíà÷èòè, ùî ç
óìîâ À2) � Â2) äëÿ çàäà÷i (9.1), (9.36) âèïëèâàþòü óìîâè À) � Â) äëÿ
ðiâíÿííÿ (9.2), ÿêùî ïîçíà÷èòè

G1 (y, z) = L−1g1 (y, z) , α1 (y, z) = L−1β1 (y, z) , F = L−1T,

ìàþ÷è íà óâàçi ïðè öüîìó óìîâó (9.36).
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Ìîæíà çàìiñòü óìîâ À2) � Â2) âèêîðèñòàòè iíøi óìîâè.
À3) Çàäàíi íåïåðåðâíi ùîäî y, z ëiíiéíi íåïåðåðâíi ùîäî w

îïåðàòîðè g2 (y, z)w, β2 (y, z)w, äëÿ ÿêèõ iç ñïiââiäíîøåíü y ≤ z,
Sy = Sz = r âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

Tz − Ty ≤ − (g2 (y, z) + β2 (y, z))w.

Á3) Îïåðàòîðè g2 (y, z)w, β2 (y, z)w íå çðîñòàþòü ùîäî y, íå
ñïàäàþòü ùîäî z i äîäàòíi ÿê ëiíiéíi îïåðàòîðè ùîäî w, îïåðàòîð
F � íåïåðåðâíèé.

Â3) Ñèñòåìà íåðiâíîñòåé

Lp ≥ g2 (y, z) q,

Lq ≥ (g2 (y, z) + β2 (y, z)) p

ìà¹ òiëüêè òàêi ðîçâ'ÿçêè p, q ∈ E, ùî p ≥ θ, q ≥ θ.
Çàìiñòü iòåðàöiéíèõ ôîðìóë (9.37) ñêîðèñòà¹ìîñÿ ç ôîðìóë

Lyn+1 = −g2 (yn, zn) (zn+1 − zn) + Tzn,

Lzn+1 = − (g2 (yn, zn) + β2 (yn, zn)) (yn+1 − yn) + Tyn.
(9.39)

Äëÿ àëãîðèòìó (9.39), (9.38) àíàëîãîì òåîðåìè 9.4 ¹ òàêå
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 9.8. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À3) � Â3) i ïðè
êîæíîìó n = 0, 1, . . . çàäà÷à (9.39), (9.38) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (yn+1, zn+1)
(yn+1, zn+1 ∈ D). Íåõàé iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ D çàäà÷i (9.1),
(9.36) i ïðàâäèâi íåðiâíîñòi (9.5) äëÿ y0, y1, z0, z1, ùî çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ (9.38), (9.39). Òîäi ïðàâäèâi ñïiââiäíîøåííÿ (9.6).

Äëÿ äîâåäåííÿ ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ìiðêóâàííÿì, ñõîæèì äî òîãî,
ùî íàâîäèëîñÿ äëÿ îáãðóíòóâàííÿ òåîðåìè 9.7.

Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà îòðèìàòè àíàëîãè òåîðåì 9.2 òà 9.5.
äëÿ àëãîðèòìó (9.37), (9.38).à äëÿ àëãîðèòìó (9.39), (9.38) � àíàëîãè
òåîðåì 9.3 òà 9.6.

Çàóâàæåííÿ 9.3. Ìîæíà ïîäiáíèì ñïîñîáîì ïðîàíàëiçóâàòè
é iíøi àëãîðèòìè iç ñòðóêòóðîþ iòåðàöiéíèõ ôîðìóë, ñõîæîþ íà
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ñòðóêòóðó ôîðìóë (9.4) òà (9.19). Íàïðèêëàä, ìîæíà ïðèïóñêàòè,
ùî â óìîâàõ À) � Â) îïåðàòîðè G1 (y, z) α1 (y, z) íå ñïàäàþòü çà
îáèäâîìà àðãóìåíòàìè y òà z. Òîäi çàìiñòü iòåðàöiéíèõ ôîðìóë
(9.4) ïîòðiáíî áðàòè ôîðìóëè

yn+1 = G1 (yn, yn) (yn+1 − yn) + Fyn,
zn+1 = (G1 (yn, yn) + α1 (yn, yn)) (zn+1 − zn) + Fzn.

(9.40)

Ñõîæi çàìiíè ìîæíà áóëî á ðîçãëÿíóòè i ó âèïàäêó óìîâ À1) �
Â1) òà iòåðàöiéíèõ ôîðìóë (9.19). Äëÿ îïåðàòîðiâ a1 (y, z), a2 (y, z)
íåðiâíîñòi (9.25) òà (9.35) ìàòèìóòü, çîêðåìà, âèãëÿä a1 (y, z)w ≥
α1 (y, z)w òà a2 (y, z)w ≥ α2 (y, z)w.

Ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (9.27) ìàòèìå äëÿ àëãîðèòìó (9.40) âèãëÿä∥∥∥(I −G1 (y, y))−1 a1 (y, z)
∥∥∥, à äëÿ âiäïîâiäíîãî àíàëîãó àëãîðèòìó

(9.19) � âèãëÿä
∥∥∥(I −G2 (z, z))−1 a2 (y, z)

∥∥∥. Àíàëîãè ïîïåðåäíiõ
òåîðåì äëÿ òàêèõ àëãîðèòìiâ ëèøå ôîðìàëüíèìè ïîäðîáèöÿìè
âiäðiçíÿþòüñÿ âiä íàâåäåíèõ òåîðåì, à ¨õ äîâåäåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè,
êîðèñòóþ÷èñü ñõåìîþ äîâåäåíü ïîïåðåäíiõ òåîðåì.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî çà ïðèéíÿòèõ ïðèïóùåíü àëãîðèòì (9.40)
îõîïëþ¹ ðiçíîâèäíîñòi àëãîðèòìó Ì.Ñ.Êóðïåëÿ ç [50], à òàêîæ
ïðîåêöiéíî-iòåðàòèâíi àíàëîãè ìåòîäiâ Êóðïåëÿ, äîñëiäæåíi â [49, 50,
57, 62].
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ÐÎÇÄIË IV. ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍß ÌÅÒÎÄÓ
×ÀÏËÈÃIÍÀ I ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÓ
ÍÜÞÒÎÍÀ

Îñêiëüêè îáãðóíòóâàííÿ ìåòîäó ×àïëèãiíà äëÿ òèõ ÷è iíøèõ
êëàñiâ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü âèêîðèñòîâó¹ âëàñòèâîñòi ìîíîòîííîñòi
i îïóêëîñòi âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ (äèâ., íàïð., [81, 87]), òî
ìîæëèâîñòi ¨õ çàñòîñóâàííÿ âåëüìè îáìåæåíi, áî â êîíêðåòíèõ
ïðàêòè÷íèõ çàäà÷àõ íå ÷àñòî òðàïëÿþòüñÿ îïåðàòîðè ç öèìè
âëàñòèâîñòÿìè. Âèêîðèñòàííÿ ëiïøèöi¹âîñòi îïåðàòîðiâ çàìiñòü ¨õ
äèôåðåíöiéîâíîñòi â êîíñòðóêöiÿõ äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ À.Í.Áàëó¹âà
[11, 12], Â. Êâàäå [127] (äèâ. òàêîæ. [125]), Þ.I.Êîâà÷à [31, 32] i
áàãàòüîõ iíøèõ àâòîðiâ (äèâ., íàïð. áiáëiîãðàôiþ â [125] òà â [49,
57]), ïðîïîíîâàíèõ ÿê óçàãàëüíåííÿ ìåòîäó ×àïëèãiíà, ïðèçâîäèòü
äî âòðàòè êâàäðàòè÷íîãî õàðàêòåðó çáiæíîñòi ìåòîäiâ, õî÷à ¨õ
îáãðóíòóâàííÿ íå ïîòðåáó¹ ìîíîòîííîñòi òà îïóêëîñòi âiäïîâiäíèõ
îïåðàòîðiâ. Ç iíøîãî áîêó, â òåîði¨ öèõ ìåòîäiâ ëiïøèöi¹âiñòü
îïåðàòîðiâ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íå â ïîâíîìó îáñÿçi. Çîêðåìà, äëÿ
çàáåçïå÷åííÿ ¨õ ìîíîòîííîñòi i äâîñòîðîííîñòi ìîæíà îáìåæèòèñÿ
îäíîñòîðîííüîþ ëiïøèöi¹âiñòþ, ÿêó âïåðøå âèêîðèñòàëè â òåîði¨
iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé Í.Â.Àçáåë¹â i Ç.Á.Öàëþê [5], íàçâàâøè ¨¨
L1 ( L2)-óìîâîþ Àçáåë¹âà, à çãîäîì Â.Âàëüòåð [135] ïiä òåðìiíîì
"W-óìîâà Âàëüòåðà". Þ.Â.Ïîêîðíèé âèêîðèñòàâ îäíîñòîðîííþ
ëiïøèöi¹âiñòü äëÿ äîñëiäæåííÿ îäíîãî êëàñó îïåðàòîðiâ, íàçâàíèõ
íèì "B-ìîíîòîííèìè"i "B-äîäàòíèìè"[83] (äèâ. òàêîæ [49]). Â öüîìó
ðîçäiëi îäíîñòîðîííþ ëiïøèöi¹âiñòü âèêîðèñòîâó¹ìî äëÿ ïîáóäîâè
i îáãðóíòóâàííÿ äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ, ÿêi ïî¹äíóþòü iäå¨ ìåòîäó
×àïëèãiíà ç iäåÿìè äâîñòîðîííiõ àëãîðèòìiâ iç [11, 12, 31, 32, 127].
Äîñëiäæåíèé òàêîæ ìîíîòîííèé àíàëîã ìåòîäó Íüþòîíà, ÿêèé ìîæíà
ïîâ'ÿçóâàòè ç ìåòîäîì êâàçiëiíåàðèçàöi¨ iç [14].
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�10. Ðiâíÿííÿ ç îäíîñòîðîííüî ëiïøèöi¹âèìè
îïåðàòîðàìè

Ëiïøèöi¹âiñòü îïåðàòîðà F íàëåæèòü äî íàéïðîñòiøèõ âèìîã, ùî
çàáåçïå÷óþòü îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿííÿ

x = Fx, (10.1)

à òàêîæ çáiæíiñòü ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü

xn+1 = Fxn (n = 0, 1, . . .) (10.2)

äî ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâíÿííÿ. Ëiïøèöi¹âiñòü îïåðàòîðà F ÷àñòî
âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ïîáóäîâè äâîñòîðîííiõ ìîíîòîííèõ ïîñëiäîâíèõ
íàáëèæåíü äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (10.1) ç íåìîíîòîííîþ ïðàâîþ
÷àñòèíîþ (äèâ. ç öüîãî ïðèâîäó, íàïð., [108, 109] òà íèçêó ðîáiò
Þ.I.Êîâà÷à i éîãî ó÷íiâ [31, 32], à òàêîæ áiáëiîãðàôiþ â [125]).
Çàçíà÷èìî, ùî â öié ñèòóàöi¨, íàïðèêëàä, äëÿ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó
E, óìîâó Ëiïøèöÿ

‖Fy − Fx‖ ≤ L ‖x− y‖ (10.3)

ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ó íåïîâíîìó îáñÿçi. Ìà¹ìî íà óâàçi, ùî
âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ íàïiâóïîðÿäêîâàíîñòi ïðîñòîðó E, ìîæíà
îáiéòèñÿ ñëàáêiøèìè çà (10.3) ïðèïóùåííÿìè. Éäåòüñÿ ïðî óìîâè, ÿêi
íàçèâàòèìåìî îäíîñòîðîííüîþ ëiïøèöi¹âiñòþ. Çàçíà÷èìî, ùî âiäîìó
â òåîði¨ iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé L1 (L2)-óìîâó Àçáåëåâà [5, 6], ÿêó
äåêîëè òàêîæ íàçèâàþòü W-óìîâîþ Âàëüòåðà (äèâ. [135]), ìîæíà
òðàêòóâàòè ÿê îäíîñòîðîííþ óìîâó Ëiïøèöÿ.

Íåõàé E � íàïiâóïîðÿäêîâàíèé áàíàõiâ ïðîñòið, [a, b] = E0 �
âiäðiçîê â E, òîáòî [a, b] = {x|a ≤ x ≤ b, a, b, x ∈ E}. Áóäåìî ââàæàòè
çàäàíèì íåïåðåðâíèé çà y, z, w (y , z ∈ [a, b], w ∈ [θ, b− a], θ �
íóëüîâèé åëåìåíò â E) ëiíiéíèé äîäàòíié ùîäî w îïåðàòîð A1 (y, z)w,
äëÿ ÿêîãî ç íåðiâíîñòi y ≤ z âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

−A1 (z, y) (z − y) ≤ Fz − Fy. (10.4)

Öå ïðèïóùåííÿ íàçèâàòèìåìî ëiâîñòîðîííüîþ óìîâîþ Ëiïøèöÿ.
Óìîâà (10.4) ñïðàâäæó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ÿêùî F çàäîâîëüíÿ¹
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çâè÷àéíó óìîâó Ëiïøèöÿ (10.3), à òàêîæ, ÿêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ
ôîðìàëüíî äåùî çàãàëüíiøà äâîñòîðîííÿ óìîâà âèãëÿäó

−A1 (z, y) (z − y) ≤ Fz − Fy ≤ A2 (z, y) (z − y)
(y ≤ z, y, z ∈ E0)

(10.5)

ç îïåðàòîðîì A2 (y, z)w, ÿêèé ìà¹ òi æ âëàñòèâîñòi, ùî i îïåðàòîð
A1 (y, z)w.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè iòåðàöiéíèé ïðîöåñ

yn+1 = −A1 (zn, yn) (zn − yn) + Fyn,
zn+1 = A1 (zn, yn) (zn − yn) + Fzn (n = 0, 1, . . .) .

(10.6)

Öåé iòåðàöiéíèé àëãîðèòì âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä iòåðàöiéíèõ
àëãîðèòìiâ (9.4) òà (9.19) ÷àïëèãiíñüêîãî òèïó íå ëèøå òèì, ùî
ôîðìóëè (10.6), íà âiäìiíó âiä ôîðìóë (9.4) òà (9.19), íå ìiñòÿòü ó
ïðàâèõ ÷àñòèíàõ íåâiäîìèõ yn+1, zn+1, à é âëàñòèâîñòÿìè îïåðàòîðà
A1 (y, z)w â (10.6) ó ïîðiâíÿííi ç âëàñòèâîñòÿìè îïåðàòîðiâ G1 (y, z)w
i G2 (y, z)w ó ôîðìóëàõ (9.4) òà (9.19) âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 10.1. Íåõàé: 1) ñïðàâäæó¹òüñÿ ëiâîñòîðîííÿ óìîâà
Ëiïøèöÿ, ïðè÷îìó îïåðàòîð A1 (y, z)w íå ñïàäà¹ çà y, íå çðîñòà¹
çà z; 2) ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

y0 ≤ y1 ≤ x ≤ z1 ≤ z0, (10.7)

äå y0 = a, z0 = b, y1, z1 âèçíà÷åíi çà äîïîìîãîþ (10.6) ïðè n =
0, x ∈ [a, b] � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (10.1). Òîäi ïðè n = 0, 1, . . .
ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ x ≤ zn+1 ≤ zn. (10.8)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äëÿ ÿêîãîñü n > 0 ñïiââiäíîøåííÿ (10.8)
ñïðàâäæóþòüñÿ. Ç (10.6), âèêîðèñòîâóþ÷è (10.4) òà óìîâè 1) i 2)
çíàõîäèìî

yn+1 − yn = −A1 (zn, yn) (zn − yn) + Fyn +A1 (zn−1, yn−1)×
× (zn−1 − yn−1)− Fyn−1 ≥ A1 (zn−1, yn−1) (zn−1 − yn−1)−
−A1 (zn, yn) (zn − yn)−A1 (yn, yn−1) (yn − yn−1) ≥
≥ A1 (zn−1, yn−1) (zn−1 − yn−1)−A1 (zn−1, yn−1) (zn − yn)−
−A1 (zn, yn−1) (yn − yn−1) = A1 (zn−1, yn−1) (zn−1 − zn) ≥ θ,
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zn − zn+1 = A1 (zn−1, yn−1) (zn−1 − yn−1) + Fzn−1−
−A1 (zn−1, yn−1) (zn−1 − yn−1)−A1 (zn, yn) (zn − yn)−
−A1 (zn−1, zn) (zn−1 − zn) ≥ A1 (zn−1, yn−1) (zn−1 − yn−1)−
−A1 (zn−1, yn−1) (zn − yn)−A1 (zn−1, yn−1) (zn−1 − zn) =
= A1 (zn−1, yn−1) (yn − yn−1) ≥ θ.

Îòæå,
yn ≤ yn+1, zn+1 ≤ zn. (10.9)

Êðiì òîãî, ç (10.1), (10.6) íà ïiäñòàâi (10.4) òà óìîâ 1) i 2) îòðèìó¹ìî

x− yn+1 = Fx+A1 (zn, yn) (zn − yn)− Fyn ≥ A1 (zn, yn)×
× (zn − yn)−A1 (x, yn) (x− yn) ≥ A1 (zn, yn) (zn − yn)−

−A1 (zn, yn) (x− yn) = A1 (zn, yn) (zn − x) ≥ θ,

zn+1 − x = A1 (zn, yn) (zn − yn) + Fzn − Fx ≥ A1 (zn, yn)×
(zn − yn)−A1 (zn, x) (zn − x) ≥ A1 (zn, yn) (zn − yn)−

−A1 (zn, yn) (zn − x) = A1 (zn, yn) (x− yn) ≥ θ.

Öå îçíà÷à¹, ùî yn+1 ≤ x, zn+1 ≥ x i, òîìó ïî¹äíóþ÷è öå ç (10.9),
äîõîäèìî âèñíîâêó ïðî ìîæëèâiñòü ïåðåõîäó â (10.8) âiä n = k − 1
äî n = k. Áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (10.7) i ñïèðàþ÷èñü íà
ïðèíöèï iíäóêöi¨, ìîæåìî ââàæàòè òåîðåìó äîâåäåíîþ.

Óìîâè òåîðåìè 10.1 íå ãàðàíòóþòü, âçàãàëi êàæó÷è, iñíóâàííÿ
áîäàé îäíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (10.1). Çàáåçïå÷óþòü iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà ïðîñòið E òà íà îïåðàòîð F .
Â îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè îïåðàòîð F � íåïåðåðâíèé i içîòîííèé,
òîáòî çà ñèòóàöi¨, êîëè îïåðàòîð A1 (y, z)w â íåðiâíîñòi (10.4)
ìîæíà ïðèéíÿòè çà íóëü-îïåðàòîð, à äëÿ ïðîñòîðó E ïîñòóëþâàòè
ïðàâèëüíó íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü, i çàìiñòü ñïiââiäíîøåíü (10.7)
âèìàãàòè ñïiââiäíîøåíü

y0 ≤ y1 ≤ z1 ≤ z0, (10.10)

ìîæíà ñòâåðäæóâàòè (äèâ., íàïð. [33, 41, 57]), ùî iñíóþòü íà [a, b]
íèæíié ðîçâ'ÿçîê y∗ òà âåðõíié ðîçâ'ÿçîê z∗ ðiâíÿííÿ (10.1) i ìà¹ ìiñöå
ìîíîòîííà çáiæíiñòü äî öèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòåé
{yn} òà {zn}. Ó âèïàäêó, êîëè A1 (y, z) íå ¹ íóëüîâèì îïåðàòîðîì çà
çàçíà÷åíèõ ïðèïóùåíü ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî y∗ òà z∗ ÿê ãðàíèöi
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âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòåé {yn} òà {zn} iñíóþòü i ¹ êîìïîíåíòàìè
êðàéíüîãî íà [a, b] ðîçâ'ÿçêó (y∗, z∗) ñèñòåìè

y = −A1 (z, y) (z − y) + Fy,
z = A1 (z, y) (z − y) + Fz,

(10.11)

çàïðîâàäæåíîãî Ì. Ñ. Êóðïåëåì (äèâ. [57]). Íàãàäà¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçîê
(y∗, z∗) (y∗, z∗ ∈ E0) íàçèâàþòü êðàéíiì â E0 ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

y = T1 (y, z) ,
z = T2 (z, y) ,

(10.12)

ÿêùî äëÿ âñÿêîãî iíøîãî ðîçâ'ÿçêó (y, z) (y, z ∈ E) öi¹¨ ñèñòåìè
ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

y∗ ≤ y ≤ z∗, y∗ ≤ z ≤ z∗.

ßêùî ñèñòåìà (10.12) âèðîäæó¹òüñÿ äî îäíîãî ðiâíÿííÿ, òîáòî, êîëè
âîíà ìà¹ âèãëÿä y = Fy, z = Fz, êîìïîíåíòè y∗, z∗ êðàéíüîãî
ðîçâ'ÿçêó (y∗, z∗) ñïiâïàäàþòü âiäïîâiäíî ç íèæíiì i âåðõíiì
ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (10.1). Çàçíà÷èìî, ùî ÿê óæå çãàäóâàëîñÿ,
ïîíÿòòÿ êðàéíüîãî ðîçâ'ÿçêó áëèçüêå äî ïîíÿòòÿ ìiíiìàêñíîãî
ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (10.12), çàïðîâàäæåíîãî Â.Ëàêøìiêàíòàìîì (äèâ.
[123]) íåçàëåæíî âiä Ì. Ñ. Êóðïåëÿ.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ñèñòåìà (10.11) ìà¹ êðàéíié â E0 = [a, b]
ðîçâ'ÿçîê çà ïðèïóùåíü, ùî y0 = a, z0 = b, îïåðàòîðè A1 (y, z)w, Fx
� íåïåðåðâíi ùîäî x, y, z ∈ E0, w ∈ [θ, b− a], ïðîñòið E � ïðàâèëüíî
íàïiâóïîðÿäêîâàíèé áàíàõiâ, à òàêîæ, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà 1) òà,
çàìiñòü óìîâè 2), îñëàáëåíà óìîâà (10.10). Äëÿ äîâåäåííÿ çàçíà÷èìî
íàñàìïåðåä, ùî çà öèõ îáñòàâèí ç (10.10) âèïëèâà¹, ùî íåðiâíiñòü
zn ≥ yn ñïðè÷èíþ¹ íåðiâíiñòü zn+1 ≥ yn+1. Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ â öüîìó,
âèêîðèñòà¹ìî (10.6) i çíàéäåìî

zn+1 − yn+1 = 2A1 (zn, yn) (zn − yn) + Fzn − Fyn ≥
≥ 2A1 (zn, yn) (zn − yn)−A1 (zn, yn) (zn − yn) ≥ θ.

Îñêiëüêè íåðiâíîñòi (10.9) âæå îòðèìàíi ïðè äîâåäåííi ïîïåðåäíüî¨
òåîðåìè ÿê íàñëiäîê íåðiâíîñòåé yn−1 ≤ yn, zn ≤ zn−1 ç
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âèêîðèñòàííÿì òèõ ïðèïóùåíü, ÿêi ùîéíî ïîñòóëüîâàíi, òî áóäåìî
ìàòè

yn ≤ yn+1 ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (10.13)

Ç (10.13) i ïðàâèëüíî¨ íàïiâóïîðÿäêîâàíîñòi E âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ
ãðàíèöü y∗, z∗ ∈ [a, b], äëÿ ÿêèõ

yn ≤ yn+1 ≤ y∗ ≤ z∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (10.14)

Íåïåðåðâíiñòü A1 (y, z)w, Fx ¹ ïiäñòàâîþ äëÿ òîãî, ùîá ïàðà (y∗, z∗)
áóëà ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (10.11). Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öåé
ðîçâ'ÿçîê ¹ êðàéíiì â E0 ¨ ¨ ðîçâ'ÿçêîì. Çàäëÿ öüîãî áóäåìî ââàæàòè,
ùî (y, z) � ÿêèé-íåáóäü ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (10.11) ç êîìïîíåíòàìè
y, z ∈ E0, i ñêîðèñòà¹ìîñÿ ç òîãî, ùî çà óìîâîþ y0 = a, z0 = b. Òîìó
y0 ≤ y ≤ z0, y0 ≤ z ≤ z0. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî yn ≤ y ≤ zn, yn ≤ z ≤ zn,
âèêîðèñòà¹ìî (10.6) i (10.11) äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè, ùî

y − yn+1 ≥ −A1 (z, y) (z − y) +A1 (zn, yn) (zn − yn)−
−A1 (y, yn) (y − yn) ≥ A1 (zn, yn) (zn − z) ≥ θ,

zn+1 − y ≥ A1 (zn, yn) (zn − yn)−A1 (z, y) (z − y)−
−A1 (zn, y) (zn − y) ≥ A1 (zn, yn) (z − yn) ≥ θ,

z − yn+1 ≥ A1 (zn, yn) (zn − yn) +A1 (z, y) (z − y)−
−A1 (z, yn) (z − yn) ≥ A1 (zn, yn) (zn − y) ≥ θ,

zn+1 − z ≥ A1 (zn, yn) (zn − yn)−A1 (z, y) (z − y)−
−A1 (zn, z) (zn − z) ≥ A1 (zn, yn) (y − yn) ≥ θ,

òîáòî,
yn+1 ≤ y ≤ zn+1, yn+1 ≤ z ≤ zn+1. (10.15)

Òîìó çãiäíî ç ïðèíöèïîì iíäóêöi¨ i çàâäÿêè ñïîñîáîâi çíàõîäæåííÿ
y∗ òà z∗ ìà¹ìî ïiäñòàâó äëÿ âèñíîâêó ïðî íåðiâíîñòi y∗ ≤ y ≤ z∗ òà
y∗ ≤ z ≤ z∗. Îòæå, ùî é òðåáà áóëî ïiäòâåðäèòè, (y∗, z∗) ¹ êðàéíiì â
E0 ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (10.11).

Íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ äàþòü ïiäñòàâó äëÿ òàêîãî ïiäñóìêó.
Òåîðåìà 10.2. Íåõàé: ñèñòåìà (10.11) íå ìîæå ìàòè

ðîçâ'ÿçêiâ (y, z) (y, z ∈ E0), âiäìiííèõ âiä ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó
(x, x); E � ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið, ñïðàâäæó¹òüñÿ
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ëiâîñòîðîííÿ óìîâà Ëiïøèöÿ (10.4), îïåðàòîðè Fx, A1 (y, z)w
íåïåðåðâíi ïðè x, y, z ∈ E0, w ∈ [θ, b− a], îïåðàòîð A1 (y, z)w íå
ñïàäà¹ ùîäî y, íå çðîñòà¹ ùîäî z; ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ
(10.10). Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x ∈ E0 = [a, b] ðiâíÿííÿ (10.1),
äî ÿêîãî çáiãàþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi {yn} òà {zn}, ïðè÷îìó ïðè n =
0, 1, . . . ìàþòü ìiñöå îöiíêè (10.8).

Äîâåäåííÿ. ßêùî çàóâàæèòè, ùî óìîâè òåîðåìè îçíà÷àþòü, ùî
êîìïîíåíòè y∗, z∗ êðàéíüîãî ðîçâ'ÿçêó (y∗, z∗) ìóñÿòü áóòè ðiâíèìè
ìiæ ñîáîþ: y∗ = z∗, òî ¹äèíiñòü êðàéíüîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (10.11)
i ñàìà ñòðóêòóðà öi¹¨ ñèñòåìè (10.11), à òàêîæ ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ
äîâîäÿòü òåîðåìó.

Îäíi¹þ ç íàéïðîñòiøèõ óìîâ äëÿ ãàðàíòóâàííÿ ðiâíîñòi y∗ =
z∗ ¹ âèìîãà ïðî ïðàâîñòîðîííþ ëiïøèöi¹âiñòü îïåðàòîðà F , òîáòî,
ïðèïóùåííÿ ïðî iñíóâàííÿ íåïåðåðâíîãî ùîäî y, z ∈ E0, ëiíiéíîãî
íåïåðåðâíîãî ùîäî w ∈ [θ, b− a] îïåðàòîðà A2 (y, z)w, äëÿ ÿêîãî
íåðiâíiñòü y ≤ z ïðèçâîäèòü äî íåðiâíîñòi

Fz − Fy ≤ A2 (z, y) (z − y) . (10.16)

Çâàæàþ÷è íà ñòðóêòóðó àëãîðèòìó (10.6), éäåòüñÿ, îòæå, ïðî
äâîñòîðîííþ ëiïøèöi¹âiñòü (10.5) îïåðàòîðà F .

Òåîðåìà 10.3. Íåõàé: 1) îïåðàòîð A1 (y, z)w íå ñïàäà¹ ùîäî
y, íå çðîñòà¹ ùîäî z; 2) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (10.10); 3)
ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðàâîñòîðîííÿ óìîâà Ëiïøèöÿ; 4) ñïðàâäæó¹òüñÿ
îöiíêà

‖H‖ ≤ q < 1 (10.17)

äëÿ îïåðàòîðà

2A1 (z, y) +A2 (z, y) = H (z, y) = H (y, z ∈ E0) . (10.18)

Òîäi ïîñëiäîâíîñòi {yn} òà {zn} çáiãàþòüñÿ äî ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó
x∗ ∈ E0 ðiâíÿííÿ (10.1) íå ïîâiëüíiøå çà ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ iç
çíàìåííèêîì q.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è (10.6), (10.13), (10.16), ìîæíà
îäåðæàòè

zn+1 − yn+1 ≤ (2A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn)) (zn − yn) . (10.19)
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Áåðó÷è äî óâàãè (10.17), äîõîäèìî âèñíîâêó ïðî iñíóâàííÿ ãðàíèöü y∗
òà z∗ ïîñëiäîâíîñòåé {yn} òà {zn} i ïðî ðiâíiñòü y∗ = z∗. Ïîçíà÷èìî
x∗ = y∗ = z∗. Ìîæíà ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì ïåðåñâiä÷èòèñÿ, ùî x∗ ¹
¹äèíèì â E0 ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (10.1). Çàâäÿêè (10.19) ìàòèìåìî

max {‖yn+1 − x∗‖ , ‖zn+1 − x∗‖} ≤ q max {‖yn − x∗‖ , ‖zn − x∗‖},

ùî ¹ ïiäñòàâîþ ââàæàòè òåîðåìó äîâåäåíîþ.
Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè ìîæíà áóëî

á ñêîðèñòàòèñÿ óìîâîþ Ëiïøèöÿ (10.3), ÿêà âèïëèâà¹ ç îäíî÷àñíî¨
ïðàâîñòîðîííüî¨ i ëiâîñòîðîííüî¨ ëiïøèöi¹âîñòi (10.5). Îäíàê ÷èñëà L
òà q, âçàãàëi êàæó÷è, ìîæóòü áóòè ðiçíèìè. Äåêîëè ìîæíà ââàæàòè,
ùî îïåðàòîð A2 (y, z)w ìà¹ âèãëÿä

A2 (y, z)w = −A1 (y, z)w + α (y, z)w, (10.20)

äå α (y, z)w � ëiíiéíèé äîäàòíié ùîäî w ∈ [θ, b− a], íåïåðåðâíèé ùîäî
y, z, w îïåðàòîð (y, z ∈ E0). Ó öüîìó âèïàäêó ôîðìóëà (10.18) ìà¹
âèãëÿä

H = H (z, y) = A1 (z, y) + α (z, y) . (10.21)

Òàêà ñèòóàöiÿ ìîæå òðàïèòèñÿ, çîêðåìà, çà ïðèïóùåííÿ, ùî F ìà¹
ïåðøó i äðóãó ïîõiäíi Ôðåøå F ′ (z)w òà F ′′ (z) tw ïðè âiä'¹ìíîñòi
ïåðøî¨ ç íèõ òà äîäàòíîñòi äðóãî¨, ÿêùî ïðèéíÿòè

A1 (y, z)w = −F ′ (z)w, α (y, z)w =
1
2
F ′′ (z) (z − y)w. (10.22)

Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà äîñëiäèòè àëãîðèòì

yn+1 = −A2 (zn, yn) (zn − yn) + Fzn,
zn+1 = A2 (zn, yn) (zn − yn) + Fyn (n = 0, 1, . . .) ,

(10.23)

ÿêùî äîïóñòèòè, ùî F çàäîâîëüíÿ¹ ïðàâîñòîðîííþ óìîâó Ëiïøèöÿ
(10.16).

Òåîðåìà 10.4. Íåõàé: 1) ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðàâîñòîðîííÿ óìîâà
Ëiïøèöÿ ç íåïåðåðâíèì ùîäî y, z, w (y, z ∈ E0, w ∈ [θ, b− a])
ëiíiéíèì äîäàòíiì ùîäî w îïåðàòîðîì A2 (y, z)w i ïðè öüîìó
îïåðàòîð A1 (y, z)w íå ñïàäà¹ ùîäî y, íå çðîñòà¹ ùîäî z; 2) ïðàâäèâi
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ñïiââiäíîøåííÿ (10.7) äëÿ y0 = a, z0 = b, y1, z1, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ (10.23) ïðè n = 0, äå x ∈ E0� ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
(10.1). Òîäi ïðè n = 0, 1, . . . äëÿ àëãîðèòìó (10.23) ìàþòü ìiñöå
ñïiââiäíîøåííÿ (10.8).

Äîâåäåííÿ. Ïðèäàòíà ñõåìà ìiðêóâàíü, çà ÿêîþ äîâåäåíî
òåîðåìó 10.1. Îäíàê ìàòèìåìî äåÿêi çìiíè â ïîäðîáèöÿõ. Òîìó,
âèêîðèñòîâóþ÷è âñþäè (10.23) çàìiñòü (10.6), çíàõîäèìî

yn+1 − yn = −A2 (zn, yn) (zn − yn) + Fzn +A2 (zn−1, yn−1)×

× (zn−1 − yn−1)− Fzn−1 ≥ −A2 (zn, yn) (zn − yn) +

+A2 (zn−1, yn−1) (zn−1 − yn−1)−A2 (zn−1, zn) (zn−1 − zn) ≥

≥ −A2 (zn−1, yn−1) (zn − yn) +A2 (zn−1, yn−1) (zn−1 − yn−1)−

−A2 (zn−1, yn−1) (zn−1 − zn) = A2 (zn−1, yn−1) (yn − yn−1) ≥ θ,

zn − zn+1 = A2 (zn−1, yn−1) (zn−1 − yn−1) + Fyn−1 −A2 (zn, yn)×

(zn − yn)− Fyn ≥≥ A2 (zn−1, yn−1) (zn−1 − yn−1)−

−A2 (zn, yn) (zn − yn)−A2 (yn, yn−1) (yn − yn−1) ≥

≥ A2 (zn−1, yn−1) (zn−1 − yn−1)−A2 (zn−1, yn−1) (zn − yn)−

−A2 (zn−1, yn−1) (yn − yn−1) = A2 (zn−1, yn−1) (zn−1 − zn) ≥ θ.

Çâiäñè âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi (10.9). Äàëi îòðèìà¹ìî òàêîæ

x− yn+1 = Fx+A2 (zn, yn) (zn − yn)− Fzn ≥ A2 (zn, yn)×

× (zn − yn)−A2 (zn, x) (zn − x) ≥ A2 (zn, yn) (zn − yn)−

−A2 (zn, yn) (zn − x) = A2 (zn, yn) (x− yn) ≥ θ,

zn+1 − x = A2 (zn, yn) (zn − yn) + Fyn − Fx ≥ A2 (zn, yn)×

× (zn − yn)−A2 (x, yn) (x− yn) ≥ A2 (zn, yn) (zn − yn)−

−A2 (zn, yn) (x− yn) = A2 (zn, yn) (zn − x) ≥ θ,

ùî ïðèçâîäèòü äî íåðiâíîñòåé yn+1 ≤ x, zn+1 ≥ x. Âîíè ó ïî¹äíàííi ç
óæå äîâåäåíèìè íåðiâíîñòÿìè (10.9) ïiäòâåðäæóþòü îáãðóíòîâàíiñòü
ïåðåõîäó âiä n = k− 1 äî n = k â (10.8), òîáòî îáãðóíòîâàíiñòü êðîêó
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iíäóêöi¨ äëÿ ïðîöåñó (10.23) ó ñïiââiäíîøåííÿõ (10.8). Öå îçíà÷à¹, ùî
òåîðåìó äîâåäåíî.

Òàê ñàìî ÿê i äëÿ ñèñòåìè (10.11) ìîæíà äîâåñòè iñíóâàííÿ
êðàéíüîãî ðîçâ'ÿçêó (y∗, z∗) â E0 ñèñòåìè

y = −A2 (z, y) (z − y) + Fz,
z = A2 (z, y) (z − y) + Fy

(10.24)

i íà öüîìó øëÿõó îäåðæàòè äëÿ àëãîðèòìó (10.23) àíàëîã òåîðåìè
10.2. Ïðè öüîìó ó ïîäàëüøèõ ìiðêóâàííÿõ âiäøòîâõóâàòèìåìîñÿ
âiä ñïiââiäíîøåíü (10.10) çàìiñòü (10.7), íå ïîñòóëþþ÷è iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (10.1). Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ç
íåðiâíîñòi zn ≥ yn âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü zn+1 ≥ yn+1. Âèêîðèñòîâóþ÷è
(10.23) i ïðàâîñòîðîííþ ëiïøèöi¹âiñòü, çíàéäåìî

zn+1 − yn+1 = 2A2 (zn, yn) (zn − yn) + Fyn − Fzn ≥
≥ 2A2 (zn, yn) (zn − yn)−A2 (zn, yn) (zn − yn) ≥ θ.

Ðàçîì ç (10.9), ÿêi âæå îòðèìàíi ÿê ôðàãìåíò äîâåäåííÿ òåîðåìè
10.3, öå îçíà÷à¹ îáãðóíòîâàíiñòü ïåðåõîäó â (10.13) âiä n = k − 1
äî n = k. Iíøi ïîäðîáèöi äîâåäåííÿ òåîðåìè 10.2 ìîæíà ïîâòîðèòè
öiëêîì, çàìiíþþ÷è òiëüêè îïåðàòîð A1 (y, z)w îïåðàòîðîì A2 (y, z)w.
Ó ïiäñóìêó ìàòèìåìî òàêèé àíàëîã òåîðåìè 10.2.

Òåîðåìà 10.5. Íåõàé: 1) ñèñòåìà (10.24) íå ìîæå ìàòè
ðîçâ'ÿçêiâ (y, z) (y, z ∈ E0), âiäìiííèõ âiä ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó (x, x);
2) E � ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið; 3) ñïðàâäæó¹òüñÿ
ïðàâîñòîðîííÿ óìîâà Ëiïøèöÿ (10.16), Fx, A2 (y, z)w � íåïåðåðâíi
ïðè x, y, z ∈ E0, w ∈ [θ, b− a], îïåðàòîð A2 (y, z)w íå ñïàäà¹
ùîäî y, íå çðîñòà¹ ùîäî z; 4) ïðàâäèâi ñïiââiäíîøåííÿ (10.10). Òîäi
iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x ∈ E0 ðiâíÿííÿ (10.1), äî öüîãî ðîçâ'ÿçêó
çáiãàþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi {yn} òà {zn}, óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ
iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (10.23), i, êðiì òîãî, ìàþòü ìiñöå îöiíêè (10.8)
ïðè n = 0, 1, . . ..

Îöiíþþ÷è çáiæíiñòü àëãîðèòìó (10.23), ìîæíà îòðèìàòè àíàëîã
òåîðåìè 10.3. Âiäïîâiäíi óìîâè i îáãðóíòóâàííÿ òàêîãî àíàëîãó
ïðàêòè÷íî ïîâòîðþþòü âiäïîâiäíi óìîâè i îáãðóíòóâàííÿ ñàìî¨
òåîðåìè 10.3, ó ÿêèõ ïîòðiáíî ëèøå ñêðiçü çàìiíèòè A1 (y, z)w íà
A2 (y, z)w. Öå ñòîñó¹òüñÿ òàêîæ äî ôîðìóë (10.20), (10.21) iç âçà¹ìíîþ
çàìiíîþ A1 (y, z)w òà A2 (y, z)w.
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�11. Êâàçi÷àïëèãiíñüêi àëãîðèòìè

Âèíåñåíèé ó çàãîëîâîê òåðìií áóäåìî âæèâàòè äëÿ àëãîðèòìiâ,
ùî ïî¹äíóþòü iäå¨ ìåòîäó ×àïëèãiíà i äâîñòîðîííiõ àëãîðèòìiâ ç
îäíîñòîðîííüî ëiïøèöi¹âèìè îïåðàòîðàìè ç �10. Îïðàâäàííÿ äëÿ íèõ
âáà÷à¹ìî, çîêðåìà, â òîìó, ùî âèêîðèñòàííÿ ìåòîäiâ ÷àïëèãiíñüêîãî
òèïó îáìåæåíå � ñåðåä iíøèõ ïðè÷èí � ÷åðåç ïîòðåáó íà êîæíîìó
êðîöi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó ðîçâ'ÿçóâàòè ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ
�òî÷íî� àáî �äîñòàòíüî òî÷íî�. ×àñòî öå âàæêî àáî é íåìîæëèâî
ðåàëiçóâàòè. Òîìó íà ïðàêòèöi íåðiäêî âòðà÷à¹òüñÿ íå ëèøå
íàäëiíiéíèé õàðàêòåð çáiæíîñòi, à é äâîñòîðîííiñòü i ìîíîòîííiñòü
ðåàëüíîãî iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó. Çà ñïðîáó ïðîàíàëiçóâàòè îïèñàíó
ñèòóàöiþ ìîæíà ïðèéíÿòè ïðîïîíîâàíèé äàëi ïiäõiä äî ïîáóäîâè
äâîñòîðîííiõ iòåðàöiéíèõ àëãîðèòìiâ.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ
x = Fx (11.1)

ó íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði E ç íåïåðåðâíèì íà âiäðiçêó E0 =
[a, b] ( a, b ∈ E , a ≤ b) îïåðàòîðîì F . Ïîñòóëþ¹ìî òàêi ïðèïóùåííÿ:

1) Çàäàíi íåïåðåðâíi ùîäî y, z ∈ E0, ëiíiéíi íåïåðåðâíi ùîäî w ∈
[θ, b− a] îïåðàòîðè G1 (y, z)w, α1 (y, z)w, A1 (y, z)w, äëÿ ÿêèõ ïðè
y ≤ z, y, z ∈ E0 áóäåìî ìàòè

(G1 (y, z) + α1 (y, z)−A1 (z, y)) (z − y) ≤ Fz − Fy; (11.2)

2) Îïåðàòîðè G1 (y, z)w, α1 (y, z)w, A1 (y, z)w íå ñïàäàþòü ùîäî
y, íå çðîñòàþòü ùîäî z, α1 (y, z)w, A1 (y, z)w äîäàòíi ÿê ëiíiéíi
îïåðàòîðè ùîäî w;

3) Êîæíà ç íåðiâíîñòåé

w ≥ G1 (y, z)w,
w ≥ (G1 (y, z) + α1 (y, z))w

ñïðè÷èíþ¹ íåðiâíiñòü w ≥ θ.
4) Ïðè y0 = a, z0 = b ñèñòåìà ðiâíÿíü

yn+1 = G1 (yn, zn) (yn+1 − yn)−A1 (zn, yn) (zn − yn) + Fyn,
zn+1 = (G1 (yn, zn) + α1 (yn, zn)) (zn+1 − zn) +
+A1 (zn, yn) (zn − yn) + Fzn

(11.3)
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äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, ... ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (yn+1, zn+1) (yn+1, zn+1 ∈ E0).
Òåîðåìà 11.1. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1) � 4), iñíó¹

ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ E0 ðiâíÿííÿ (11.1) i, êðiì òîãî, ñïðàâäæóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

y0 ≤ y1 ≤ x∗ ≤ z1 ≤ z0. (11.4)

Òîäi
yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (11.5)

Äîâåäåííÿ. Ðiâíîñòi (11.3) òà óìîâè 1), 2), 4) i (11.4) ñëóãóþòü
ïiäñòàâîþ äëÿ ñïiââiäíîøåíü

y2 − y1 = G1 (y1, z1) (y2 − y1)−A1 (z1, y1) (z1 − y1) + Fy1−
−G1 (y0, z0) (y1 − y0) +A1 (z0, y0) (z0 − y0)− Fy0 ≥ G1 (y1, z1)×
× (y2 − y1)−G1 (y0, z0) (y1 − y0) + α1 (y0, y1) (y0 − y1) +
+A1 (z0, y0) (z0 − y0)−A1 (z1, y1) (z1 − y1) +G1 (y0, y1) (y1 − y0)−
−A1 (y0, y1) (y0 − y1) ≥ G1 (y1, z1) (y2 − y1) + (G1 (y0, y1)−
−G1 (y0, z0)) (y1 − y0) +A1 (z0, y0) (z0 − z1) ≥ G1 (y1, z1) (y2 − y1) ,

z1 − z2 = G1 (y0, z0) (z1 − z0) + α1 (y0, z0) (z1 − z0) +A1 (z0, y0)×
× (z0 − y0) + Fz0 −G1 (y1, z1) (z2 − z1)− α1 (y1, z1) (z2 − z1)−
−A1 (z1, y1) (z1 − y1)− Fz1 ≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z1 − z2)−
−G1 (y0, z0) (z0 − z1) +G1 (z1, z0) (z0 − z1) +A1 (z0, y0) (z0 − y0)−
−A1 (z1, y1) (z1 − y1)−A1 (z0, z1) (z0 − z1)− α1 (y0, z0) (z0 − z1) +
+α1 (z1, z0) (z0 − z1) ≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z1 − z2) .

Îòæå, y2 − y1 ≥ G1 (y1, z1) (y2 − y1), z1 − z2 ≥ (G1 (y1, z1) +
α1 (y1, z1)) (z1 − z2). Çâåðòàþ÷èñü äî óìîâè 3), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

y1 ≤ y2, z2 ≤ z1. (11.6)

Ç (11.1) òà (11.3) âèïëèâà¹ òàêîæ

x∗ − y2 = Fx∗ − Fy1 +G1 (y1, z1) (x∗ − y2) +A1 (z1, y1) (z1 − y1)−
−G1 (y1, z1) (x∗ − y1) ≥ G1 (y1, z1) (x∗ − y2) +G1 (x∗, y1) (x∗ − y1)−
−G1 (y1, z1) (x∗ − y1) +A1 (z1, y1) (z1 − y1)−A1 (y1, x

∗) (x∗ − y1) +
+α1 (x∗, y1) (x∗ − y1) ≥ G1 (y1, z1) (x∗ − y2) ,
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z2 − x∗ = G1 (y1, z1) (z2 − x∗) + α1 (y1, z1) (z2 − x∗) +A1 (z1, y1)×
× (z1−y1)−G1 (y1, z1) (z1−x∗)−α1 (y1, z1) (z1−x∗) +Fz1−Fx∗≥
≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z2 − x∗)−G1 (y1, z1) (z1 − x∗) +
+G1 (x∗, z1) (z1 − x∗) +A1 (z1, y1) (z1 − y1)−A1 (z1, x∗) (z1 − x∗)−
−α1 (y1, z1) (z1 − x∗)− α1 (x∗, z1) (x∗ − z1) ≥
≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z2 − x∗) .

Çâiäñè, çíîâó ïîêëèêàþ÷èñü íà óìîâó 3), îòðèìó¹ìî x∗− y2 ≥ θ, z2 −
x∗ ≥ θ. Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è (11.6) ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî (11.4)
ïðèçâîäÿòü äî íåðiâíîñòåé (11.5) äëÿ n = 1. Öå ¹ ïiäñòàâîþ ââàæàòè
äîâåäåíèìè íåðiâíîñòi (11.5).
Íåõàé iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E0 ðiâíÿííÿ (11.1) íå ïîñòóëþ¹òüñÿ.
Ç íåðiâíîñòåé

y0 ≤ y1 ≤ z1 ≤ z0 (11.7)

çà âèêîíàííÿ óìîâ 1) � 4) ìîæíà îòðèìàòè íåðiâíîñòi

yn ≤ yn+1 ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (11.8)

Äî òîãî æ âèñíîâêó (11.8) ìîæíà äiéòè, çàìiíèâøè ïðèïóùåííÿ (11.7)
òàêèì: äëÿ y0, z0 ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

y0 ≤ −A1 (y0, z0) (z0 − y0) + Fy0,
z0 ≥ A1 (y0, z0) (z0 − y0) + Fz0 (y0 ≤ z0) .

(11.9)

Ùî öå ñïðàâäi òàê, ïåðåêîíó¹ìîñÿ, îòðèìàâøè ç (11.3) òà (11.9)
íåðiâíîñòi

y1 − y0 ≥ G1 (y1, z1) (y1 − y0) ,
z0 − z1 ≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z0 − z1) .

(11.10)

Öå äà¹ çìîãó çà äîïîìîãîþ óìîâè 3) îòðèìàòè íåðiâíîñòi

y0 ≤ y1, z1 ≤ z0. (11.11)

Äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi
y1 ≤ z1 (11.12)

ïîòðiáíî ñïî÷àòêó îòðèìàòè, ùî

z1 − y0 ≥ θ. (11.13)
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Çàäëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ ç (11.3), (11.9) òà ç óìîâ 1), 2). Ìàòèìåìî

z1 − y0 ≥ G1 (y0, z0) (z1 − z0) + α1 (y0, z0) (z1 − z0) +A1 (z0, y0)×
× (z0−y0) +Fz0−Fy0+A1 (z0, y0) (z0−y0)≥G1 (y0, z0) (z1−z0) +
+α1 (y0, z0) (z1 − z0) + 2A1 (z0, y0) (z0 − y0) +G1 (y0, z0) (z0 − y0) +
+α1 (y0, z0) (z0 − y0)−A1 (y0, z0) (z0 − y0) ≥
≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − y0) .

Âèêîðèñòàííÿ óìîâè 3) ïiäòâåðäæó¹ ïðàâäèâiñòü (11.13). Òåïåð
çíàõîäèìî

z1 − y1 = G1 (y0, z0) (z1 − y1)−G1 (y0, z0) (z0 − y0) + α1 (y0, z0)×
× (z1−z0) +2A1 (y0, z0) (z0−y0) +Fz0−Fy0≥G1 (y0, z0) (z1−y1) +
+A1 (z0, y0) (z0 − y0)− α1 (y0, z0) (z0 − z1) + α1 (y0, z0) (z0 − y0) ≥
≥ G1 (y0, z0) (z1 − y1)

é, îñêiëüêè ìîæíà ïîêëèêàòèñÿ íà óìîâó 3), îòðèìó¹ìî (11.12). Òàêèì
÷èíîì, ç (11.9) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi (11.7).
Ïiäòâåðäèìî òåïåð, ùî çàçíà÷åíi ïðèïóùåííÿ äàþòü çìîãó
ñòâåðäæóâàòè, ùî y1, z1 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

y1 ≤ −A1 (z1, y1) (z1 − y1) + Fy1,
z1 ≥ A2 (z1, y1) (z1 − y1) + Fz1.

(11.14)

Îá ðóíòîâàíiñòü öüîãî âèäíî ç òàêîãî âèêëàäó.

−A1 (z1, y1) (z1 − y1) + Fy1 − y1 = −A1 (z1, y1) (z1 − y1) + Fy1−
− [G1 (y0, z0) (y1 − y0)−A1 (z0, y0) (z0 − y0) + Fy0] ≥ −A1 (z1, y1)×
× (z1 − y1) +A1 (z0, y0) (z0−y0)−A1 (y1, y0) (y1−y0) + (G1 (y0, y1)−
−G1 (y0, z0)) (y1 − y0) + α1 (y0, y1) (y1 − y0) ≥
≥ A1 (z0, y0) (−z1 + y1 + z0 − y0 − y1 + y0) ≥ θ,

z1 − [A1 (z1, y1) (z1 − y1) + Fz1] = G1 (y0, z0) (z1 − z0) + α1 (y0, z0)×
× (z1−z0) +A1 (z0, y0) (z0−y0)−A1 (z1, y1) (z1 − y1) +Fz0−Fz1≥
≥ (G1 (z1, z0)−G1 (y0, z0)) (z0 − z1) + (α1 (z1, z0)− α1 (y0, z0))×
× (z0 − z1) +A1 (z0, y0) (z0 − y0 − z1 + y1 − z0 + z1) ≥ θ.

Ñôîðìóëþ¹ìî òâåðäæåííÿ, ÿêi ïiäñóìóþòü íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ.
Òåîðåìà 11.2. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1) � 4), à òàêîæ

ñïiââiäíîøåííÿ (11.9). Òîäi ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi (11.8).
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Ïðè¹äíóþ÷è äî óìîâ òåîðåìè 11.2 âèìîãó, ùîá E áóâ
ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèì ïðîñòîðîì, ìàòèìåìî ìîæëèâiñòü
ñòâåðäæóâàòè, ùî iñíóþòü y∗, z∗ ∈ E0, äî ÿêèõ çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî
ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn}. Îäíàê öå íå äà¹ ïiäñòàâ äëÿ âèñíîâêó, ùî
y∗ àáî z∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (11.1). Ìîæíà ëèøå óïåâíèòèñÿ, ùî
ïàðà (y∗, z∗) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

y = −A1 (z, y) (z − y) + Fy,
z = A1 (z, y) (z − y) + Fz.

(11.15)

Ìîæíà äîâåñòè, ùî öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ êðàéíiì â E0 ñèñòåìè (11.15).
Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E0 ðiâíÿííÿ (11.1)
ìàòèìåìî îöiíêè

y∗ ≤ x∗ ≤ z∗, (11.16)

áî (x∗, x∗) â òàêîìó âèïàäêó ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (11.15). ßêùî ïðè
öüîìó ñèñòåìà (11.15) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê â E0 × E0, òî ðîçâ'ÿçîê
(x∗, x∗) i êðàéíié ðîçâ'ÿçîê (y∗, z∗) ñïiâïàäàþòü ìiæ ñîáîþ. Îòæå,
ñïiââiäíîøåííÿ (11.16) ïåðåòâîðþþòüñÿ ó ðiâíîñòi y∗ = z∗ = x∗, é
òîìó x∗ ¹ ¹äèíèì â E0 ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (11.1).

Òåîðåìà 11.3. ßêùî E � ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið,
ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 11.2, i ñèñòåìà (11.15) ìà¹ ¹äèíèé
â E0 × E0 ðîçâ'ÿçîê, i ìà¹ ðîçâ'ÿçîê â E0 ðiâíÿííÿ (11.1),
òî ïîñëiäîâíîñòi {yn} i {zn}, ïîáóäîâàíi çà ôîðìóëàìè (11.3),
çáiãàþòüñÿ äî ¹äèíîãî â E0 ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (11.1).

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç íàâåäåíèõ ïåðåä ôîðìóëþâàííÿì òåîðåìè
ìiðêóâàíü.

Çðîáèìî äîäàòêîâi ïðèïóùåííÿ ùîäî îïåðàòîðà F , ââàæàþ÷è E
íàïiâóïîðÿäêîâàíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì. Íåõàé:

5) Çàäàíèé íåïåðåðâíèé ùîäî y, z ∈ E0, íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé
äîäàòíié îïåðàòîð β1 (y, z)w, äëÿ ÿêîãî ïðè y, z ∈ E0, y ≤ z áóäåìî
ìàòè

Fz − Fy ≤ (G1 (y, z) + α1 (y, z) + β1 (y, z)−A1 (z, y)) (z − y) ; (11.17)

6) Ïðè y, z ∈ E0 iñíó¹ äîäàòíié ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îáåðíåíèé
îïåðàòîð

Γ1 (y, z) = (I −G1 (y, z)− α1 (y, z))−1 ,
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ïðè÷îìó äëÿ îïåðàòîðà

Q1 (y, z) = Γ1 (y, z) (A1 (z, y) + β1 (y, z)) =
= (I −G1 (y, z)− α1 (y, z))−1 (A1 (z, y) + β1 (y, z))

(11.18)

ìà¹ ìiñöå îöiíêà

‖Q1 (y, z)‖ ≤ q (y, z) ‖z − y‖γ (γ ≥ 0, y, z ∈ E0) . (11.19)

Òåîðåìà 11.4. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1) � 6) i, êðiì òîãî,

‖Q1 (y, z)‖ ≤ q (y, z) ‖z − y‖γ ≤ q0 < 1 (y, z ∈ E0) . (11.20)

Òîäi äî ¹äèíîãî â E0 ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E0 ðiâíÿííÿ (11.1) çáiãà¹òüñÿ
ìîíîòîííî íå ñïàäàþ÷è ïîñëiäîâíiñòü {yn} òà ìîíîòîííî íå
çðîñòàþ÷è ïîñëiäîâíiñòü {zn}. Ïðè öüîìó ìàþòü ìiñöå îöiíêè

max {‖x∗ − yn+1‖ , ‖zn+1 − x∗‖} ≤ q0 ‖zn − yn‖ , (11.21)

max {‖x∗ − yn+1‖ , ‖zn+1 − x∗‖} ≤ q ‖zn − yn‖1+γ (11.22)

òà
‖zn+1 − yn+1‖ ≤ q0 ‖zn − yn‖ , (11.23)

‖zn+1 − yn+1‖ ≤ q ‖zn − yn‖1+γ , (11.24)

äå
q ≥ max

y,z∈E0

q (y, z) . (11.25)

Äîâåäåííÿ. Çàâäÿêè (11.8) òà (11.17) ìîæíà çíàéòè

zn+1 − yn+1 = G1 (yn, zn) (zn+1 − yn+1)− α1 (yn, zn) (zn − zn+1)−
−G1 (yn, zn) (zn − yn) + 2A1 (zn, yn) (zn − yn) + Fzn − Fyn ≤
≤ G1 (yn, zn) (zn+1 − yn+1) + α1 (yn, zn) (zn+1 − yn) +
+ (A1 (zn, yn) + β1 (yn, zn)) (zn − yn) ≤ (G1 (yn, zn) + α1 (yn, zn))×
× (zn+1 − yn+1) + (A1 (zn, yn) + β1 (yn, zn)) (zn − yn) .

Çâiäñè, ìàþ÷è íà óâàçi óìîâó 6), îäåðæó¹ìî

zn+1 − yn+1 ≤ Q1 (yn, zn) (zn − yn) (11.26)
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ç âèçíà÷åíèì çà ôîðìóëîþ (11.18) îïåðàòîðîì Q1 (y, z).
Ñïiââiäíîøåííÿ (11.19) i (11.20) ãàðàíòóþòü çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé
{yn} òà {zn} äî ¹äèíî¨ ñïiëüíî¨ ãðàíèöi x∗ ∈ E0 = [a, b], ÿêà ç îãëÿäó
íà íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðiâ Fx, A1 (x, y)w, G1 (x, y)w, α1 (x, y)w,
¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (11.1) â E0 i öåé ðîçâ'ÿçîê � ¹äèíèé.
Ìîíîòîííiñòü ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn} ãàðàíòóþòü ñïiââiäíîøåííÿ
(11.5). Òîìó ìàòèìåìî íåðiâíîñòi

θ ≤ x∗ − yn ≤ zn − yn, θ ≤ zn − x∗ ≤ zn − yn (n = 0, 1, . . .) ,

ç ÿêèõ âèïëèâàþòü îöiíêè (11.21) òà (11.22).
Çàóâàæåííÿ 11.1. Îöiíêà (11.22) ìîæëèâà äëÿ γ > 1 é ó òèõ

âèïàäêàõ, êîëè æîäíèé ç îïåðàòîðiâ G1 (y, z), G1 (y, z) + α1 (y, z),
G1 (y, z)+α1 (y, z)−A1 (z, y) òà G1 (y, z)+α1 (y, z)+β1 (y, z)−A1 (z, y)
íå ñïiâïàäà¹ ç ïîõiäíîþ âiä îïåðàòîðà F , à òàêîæ i äëÿ òîãî âèïàäêó,
êîëè îïåðàòîð F � íåäèôåðåíöiéîâíèé.

Çàóâàæåííÿ 11.2. ßê ÷àñòèííèé âèïàäîê àëãîðèòìó (11.3) ç
íüîãî îòðèìó¹òüñÿ àëãîðèòì (9.4) çà ïðèïóùåííÿ, ùî A1 (y, z)w
¹ íóëüîâèì îïåðàòîðîì. ßêùî æ íóëü-îïåðàòîðàìè ¹ G1 (y, z),
α1 (y, z), òî ç (11.3) îäåðæèìî àëãîðèòì (10.6).

Çàóâàæåííÿ 11.3. Iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (11.3) ìîæíà
òëóìà÷èòè ÿê ñïîñiá àäàïòàöi¨ àëãîðèòìó (9.4) äî ñèòóàöi¨, êîëè
îïåðàòîð G1 (y, z) ó ôîðìóëàõ (9.4) äîöiëüíî ðîçáèòè íà äâà äîäàíêè
G′1 òà A1 (ïåðøèé çíîâó ïîçíà÷èìî ÷åðåç G1) òàêèì ñïîñîáîì, ùîá
ïîëåãøèòè ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè (9.4) ùîäî yn+1, zn+1, çáåðiãàþ÷è
äâîñòîðîííiñòü i ìîíîòîííiñòü iòåðàöié. Îïåðàòîðè α1 (y, z) òà
β1 (y, z), ÿê i â �9, òðàêòó¹ìî ÿê çáóðåííÿ îïåðàòîðà G1 (y, z), çà
ÿêèõ çáåðiãà¹òüñÿ òàêîæ i íàäëiíiéíà çáiæíiñòü iòåðàöié (9.4).

Çàìiíèìî óìîâè 1) � 4) iíøèìè ïðèïóùåííÿìè.
1à) Îïåðàòîð F � íåïåðåðâíèé â E0 i çàäàíi íåïåðåðâíi ùîäî

y, z ∈ E0 ëiíiéíi íåïåðåðâíi ùîäî w îïåðàòîðè G2 (y, z)w, α2 (y, z)w,
A2 (y, z)w, äëÿ ÿêèõ ç íåðiâíîñòi y ≤ z âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

Fz − Fy ≤ (A2 (z, y)−G2 (y, z)− α2 (y, z)) (z − y) . (11.27)

2à) Îïåðàòîðè G2 (y, z)w, α2 (y, z)w, A2 (y, z)w íå ñïàäàþòü ùîäî
y, íå çðîñòàþòü ùîäî z, α2 (y, z)w, A2 (y, z)w � äîäàòíi ÿê ëiíiéíi
îïåðàòîðè ùîäî w.
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3à) Ñèñòåìà íåðiâíîñòåé

ϕ ≥ G2 (y, z)ψ,
ψ ≥ (G2 (y, z) + α2 (y, z))ϕ

ìà¹ òiëüêè òàêi ðîçâ'ÿçêè, ùî ϕ ≥ θ, ψ ≥ θ.
4à) Ñèñòåìà ðiâíÿíü

yn+1 = −G2 (yn, zn) (zn+1 − zn)−
−A2 (zn, yn) (zn − yn) + Fzn,
zn+1 = − (G2 (yn, zn) + α2 (yn, zn)) (yn+1 − yn) +
+A2 (zn, yn) (zn − yn) + Fyn

(11.28)

äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, . . . ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (yn+1, zn+1) ( yn+1, zn+1 ∈ E0).
Òåîðåìà 11.5. Íåõàé: à) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1à) � 4à); á)

ðiâíÿííÿ (11.1) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ E0; â) äëÿ y0, y1, z0, z1, ùî
çàäîâîëüíÿþòü (11.28) ïðè n = 0 ç y0 = a, z0 = b, ïðàâäèâi
ñïiââiäíîøåííÿ (11.4). Òîäi ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (11.5).

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ìiðêóâàòè ìàéæå òàê ñàìî ÿê i ïðè äîâåäåííi
òåîðåìè 11.1. Ç (11.28), (11.4) òà óìîâ 1à), 2à), 4à), ÿêùî ïðèïóñòèòè,
ùî íåðiâíîñòi (11.5) ìàþòü ìiñöå äëÿ ÿêîãîñü n > 0, âèïëèâà¹

yn+1 − yn = G2 (yn, zn) (zn − zn+1)−A2 (zn, yn) (zn − yn) + Fzn−
−G2 (yn−1, zn−1) (zn−1−zn) +A2 (zn−1, yn−1) (zn−1−yn−1)−Fzn−1≥
≥G2 (yn, zn) (zn−zn+1)−G2 (yn−1, zn−1) (zn−1−zn) +A2 (zn−1, yn−1)×
× (zn−1−yn−1)−A2 (zn, yn) (zn−yn) + (G2 (zn, zn−1) +α2 (zn, zn−1)−
−A2 (zn−1, zn)) (zn−1 − zn) ≥ G2 (yn, zn) (zn − zn+1) +
+A2 (zn−1, zn) (yn − yn−1) + (G2 (zn, zn−1)−G2 (yn−1, zn−1))×
× (zn−1 − zn) + α2 (zn, zn−1) (zn−1 − zn) ≥ G2 (yn, zn) (zn − zn+1) ,

zn − zn+1 = (G2 (yn, zn) + α2 (yn, zn)) (yn+1 − yn)−A2 (zn, yn)×
× (zn − yn)−Fyn− (G2 (yn−1, zn−1) +α2 (yn−1, zn−1)) (yn−yn−1) +
+A2 (zn−1, yn−1) (zn−1−yn−1)−Fyn−1 ≥ (G2 (yn, zn) +α2 (yn, zn))×
× (yn+1 − yn)−A2 (zn, yn) (zn − yn)−G2 (yn−1, zn−1) (yn − yn−1)−
−α2 (yn−1, zn−1) (yn − yn−1) +A2 (zn−1, yn−1) (zn−1 − yn−1) +
+ (G2 (yn−1, yn) + α2 (yn−1, yn)−A2 (yn, yn−1)) (yn − yn−1) ≥
≥ (G2 (yn, zn) + α2 (yn, zn)) (yn+1 − yn) + (G2 (yn−1, yn)−
−G2 (yn−1, zn−1)) (yn − yn−1) + (α2 (yn−1, yn)− α2 (yn−1, zn−1))×
× (yn − yn−1) +A2 (zn−1, yn−1) (zn−1 − yn−1) ≥
≥ (G2 (yn, zn) + α2 (yn, zn)) (yn+1 − yn) .



95

Çà óìîâîþ 3à) çâiäñè îäåðæó¹ìî íåðiâíîñòi

yn ≤ yn+1, zn ≥ zn+1. (11.29)

Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ç (11.1) i (11.28) ìîæíà çíàéòè

x∗ − yn+1 = Fx∗ −G2 (yn, zn) (zn − zn+1) +A2 (zn, yn) (zn − yn)−
−Fzn ≥ G2 (yn, zn) (zn+1 − x∗)−G2 (yn, zn) (zn − x∗) +
+A2 (zn, yn) (zn − yn)−A2 (zn, x∗) (zn − x∗) +G2 (x∗, zn) (zn − x∗) +
+α2 (x∗, zn) (zn − x∗) ≥ G2 (yn, zn) (zn+1 − x∗) + (G2 (x∗, zn)−
−G2 (yn, zn)) (zn−x∗) +α2 (x∗, zn) (zn − x∗) +A2 (zn, yn) (x∗ − yn)≥
≥ G2 (yn, zn) (zn+1 − x∗) ,

zn+1 − x∗ = −G2 (yn, zn) (yn+1 − yn)− α2 (yn, zn) (yn+1 − yn) +
+A2 (zn, yn) (zn − yn) + Fyn − Fzn ≥ (G2 (yn, zn) + α2 (yn, zn))×
× (x∗ − yn+1)− (G2 (yn, zn) + α2 (yn, zn)) (x∗ − yn) +A2 (zn, yn)×
× (zn−yn)−A2 (x∗, yn) (x∗−yn) +G2 (yn, x∗) (x∗−yn) +α2 (yn, x∗)×
× (x∗ − yn) ≥ (G2 (yn, zn) + α2 (yn, zn)) (x∗ − yn+1) + (G2 (yn, x∗)−
−G2 (yn, zn)) (x∗ − yn) + (α2 (yn, x∗)− α2 (yn, zn)) (x∗ − yn) +
+A2 (zn, yn) (zn − x∗) ≥ (G2 (yn, zn) + α2 (yn, zn)) (x∗ − yn+1) .

Çâiäñè çà äîïîìîãîþ óìîâè 3à) çíàéäåìî, ùî yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1. Öå ó
ïî¹äíàííi ç (11.29) ïðèçâîäèòü äî âèñíîâêó, ùî äëÿ àëãîðèòìó (11.28)
ìîæëèâèé ïåðåõiä ó íåðiâíîñòÿõ (11.5) âiä n = k − 1 äî n = k, ùî é
çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Â óìîâàõ òåîðåìè 11.5 ìîæíà çàìiíèòè âèìîãó (11.4) íà (11.7) i íå
ïîñòóëþâàòè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (11.1). Â òàêîìó ðàçi äëÿ
iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (11.28) çà âèêîíàííÿ óìîâ 1à) � 4à) ç íåðiâíîñòåé
(11.7) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi (11.8). Óìîâó (11.4), âçàãàëi êàæó÷è,
ìîæíà çàìiíèòè iíøîþ.

Òåîðåìà 11.6. Íåõàé: à) y0 = a, z0 = b,

y0 ≤ −A2 (z0, y0) (z0 − y0) + Fz0,
z0 ≥ A2 (z0, y0) (z0 − y0) + Fy0;

(11.30)

á) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1à) � 4à). Òîäi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé {yn},
{zn}, óòâîðåíèõ çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó (11.28) cïðàâäæóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ (11.8).
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Äîâåäåííÿ. Ñõåìà ìiðêóâàíü ¹ òàêîþ ñàìîþ, ÿêîþ ìè
êîðèñòóâàëèñÿ äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 11.2. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ç (11.30),
(11.28) äëÿ n = 0, ùîá îòðèìàòè íåðiâíîñòi (11.11). Çíàõîäèìî
ñïî÷àòêó

z0 − y1 ≥ Fy0 +A2 (z0, y0) (z0 − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − z1) +
+A2 (z0, y0) (z0 − y0)− Fz0 ≥ −A2 (z0, y0) (z0 − y0) +G2 (y0, z0)×
× (z0 − y0) + α2 (y0, z0) (z0 − y0) +A2 (z0, y0) (z0 − y0)
−G2 (y0, z0) (z0 − z1) +A2 (z0, y0) (z0 − y0) ≥ G2 (y0, z0) (z1 − y0) ,

z1 − y0 ≥ A2 (z0, y0) (z0 − y0)−G2 (y0, z0) (y1 − y0)− α2 (y0, z0)×
× (y1−y0) +Fy0−Fz0+A2 (z0, y0) (z0−y0)≥A2 (z0, y0) (z0−y0)−
−G2 (y0, z0) (y1 − y0)− α2 (y0, z0) (y1 − y0)−A2 (z0, y0) (z0 − y0) +
+G2 (y0, z0) (z0 − y0) + α2 (y0, z0) (z0 − y0) +A2 (z0, y0) (z0 − y0) ≥
≥ (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z0 − y1) .

Óìîâà 3à) äà¹ çìîãó îòðèìàòè çâiäñè íåðiâíîñòi

z1 − y0 ≥ θ, z0 − y1 ≥ θ. (11.31)

Iç (11.28) ïðè n = 0 ìîæíà îòðèìàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è (11.31)

z1 − y1 = Fy0 − Fz0 −G2 (y0, z0) (y1 − y0)− α2 (y0, z0) (y1 − y0) +
+2A2 (z0, y0) (z0 − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − z1) ≥ −A2 (z0, y0) (z0 − y0) +

+G2 (y0, z0) (z0 − y0) + α2 (y0, z0) (z0 − y0)−G2 (y0, z0) (y1 − y0)−
−α2 (y0, z0) (y1 − y0) + 2A2 (z0, y0) (z0 − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − z1) ≥
≥ A2 (z0, y0) (z0 − y0) +G2 (y0, z0) (z1 − y1) + α2 (y0, z0) (z0 − z1) ≥

≥ G2 (y0, z0) (z1 − y1) .

Òîìó óìîâà 3à) ïðèçâîäèòü äî íåðiâíîñòi z1−y1 ≥ θ. Ðàçîì ç (11.11) öå
ïiäòâåðäæó¹ íåðiâíîñòi (11.7). Äëÿ îáãðóíòóâàííÿ ìîæëèâîñòi êðîêó
iíäóêöi¨ âiä n = 0 äî n = 1 çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè íåðiâíîñòi

y1 ≤ −A2 (z1, y1) (z1 − y1) + Fz1,
z1 ≥ A2 (z1, y1) (z1 − y1) + Fy1.

(11.32)
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Çíàõîäèìî

(−A2 (z1, y1) (z1 − y1) + Fz1)− y1 = −A2 (z1, y1) (z1 − y1) + Fz1+
+A2 (z0, y0) (z0 − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − z1)− Fz0 ≥
≥ −A2 (z1, y1) (z1 − y1) +A2 (z0, y0) (z0 − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − z1) +
+G2 (z1, z0) (z0 − z1) + α2 (z1, z0) (z0 − z1)−A2 (z0, z1) (z0 − z1) ≥
≥ A2 (z1, y1) (y1 − y0) + (G2 (z1, z0)−G2 (y0, z0)) (z0 − z1) +
+α2 (z1, z0) (z0 − z1) ≥ θ,

z1 − (A2 (z1, y1) (z1 − y1) + Fy1) = −G2 (y0, z0) (y1 − y0)−
−α2 (y0, z0) (y1 − y0) +A2 (z0, y0) (z0 − y0)−A2 (z1, y1) (z1 − y1) +
+Fy0 − Fy1 ≥ −G2 (y0, z0) (y1 − y0)− α2 (y0, z0) (y1 − y0) +
+A2 (z0, y0) (z0 − y0)−A2 (z1, y1) (z1 − y1)−A2 (y1, y0) (y1 − y0) +
+G2 (y0, y1) (y1 − y0) + α2 (y0, y1) (y1 − y0) ≥ A2 (z1, y1) (z0 − z1) +
+ (G2 (y0, y1)−G2 (y0, z0)) (y1 − y0) +
+ (α2 (y0, y1)− α2 (y0, z0)) (y1 − y0) ≥ θ.

Îòæå, îáãðóíòîâàíå ïîêëèêàííÿ íà ïðèíöèï iíäóêöi¨, çàâäÿêè ÿêîìó
òåîðåìó ââàæà¹ìî äîâåäåíîþ.

Ïðè äîñëiäæåííi ïðîöåñó (11.28) íà çáiæíiñòü ââàæàòèìåìî E
ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèì ïðîñòîðîì. Àíàëîã òåîðåìè 11.3
äëÿ àëãîðèòìó (11.28) ìîæíà îòðèìàòè òàêèì ñàìèì ñïîñîáîì, ÿê
îòðèìàíî òåîðåìó 11.3 äëÿ àëãîðèòìó (11.3).

Òåîðåìà 11.7. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 11.6,
ñèñòåìà

y = −A2 (z, y) (z − y) + Fz,
z = A2 (z, y) (z − y) + Fy

(11.33)

ìà¹ ¹äèíèé â E0 ×E0 ðîçâ'ÿçîê i ìà¹ ðîçâ'ÿçîê â E0 ðiâíÿííÿ (11.1).
Òîäi ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn}, îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî
àëãîðèòìó (11.28), çáiãàþòüñÿ äî ¹äèíîãî â E0 ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ
(11.1).

Äîâåäåííÿ íå íàâîäèìî, áî ëèøå íåçíà÷íèìè ïîäðîáèöÿìè âîíî
âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äîâåäåííÿ òåîðåìè 11.3.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ àíàëîãó òåîðåìè 11.4 ïîòðiáíi äîäàòêîâi
ïðèïóùåííÿ. Íåõàé

5à) Çàäàíèé íåïåðåðâíèé ùîäî y, z ∈ E0, äîäàòíié ëiíiéíèé
íåïåðåðâíèé îïåðàòîð β2 (y, z)w, äëÿ ÿêîãî ñïiââiäíîøåííÿ y ≤ z,
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y, z ∈ E0 ïðèçâîäÿòü äî íåðiâíîñòi

(A2 (z, y)−G2 (y, z)− α2 (y, z)− β2 (y, z)) (z − y) ≤ Fz − Fy. (11.34)

6à) Ñïðàâäæóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ, ÿêi òiëüêè ïîòðåáóþòü
ôîðìàëüíî¨ çàìiíè â óìîâi 6) îïåðàòîðiâ A1, α1, G1, β1 îïåðàòîðàìè
A2, α2, G2, β2 âiäïîâiäíî, çáåðiãàþ÷è âñi iíøi ïîçíà÷åííÿ
íåçìiííèìè. Ïðè öüîìó çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè ôîðìàëüíî óñi
ñïiââiäíîøåííÿ (11.18) � (11.26).

Òåîðåìà 11.8. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1à) � 6à) òà
(11.20). Òîäi äëÿ àëãîðèòìó (11.28) çáåðiãàþòüñÿ âñi òâåðäæåííÿ
òåîðåìè 11.4.

Äîâåäåííÿ ïðîïóñêà¹ìî, áî âîíî íåiñòîòíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä
äîâåäåííÿ òåîðåìè 11.4.

Çàóâàæåííÿ 11.4. Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà äîñëiäèòè
òàêîæ äåÿêi iíøi àëãîðèòìè. Íàïðèêëàä, çàìiñòü iòåðàöiéíèõ
ôîðìóë (11.3) àáî (11.28) ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëàìè

yn+1 = G1 (yn, yn) (yn+1 − yn)−A1 (yn, yn) (zn − yn) + Fyn,
zn+1 = (G1 (yn, yn) + α1 (yn, yn)) (zn+1 − zn) +
+A1 (yn, yn) (zn − yn) + Fzn

(11.35)

àáî

yn+1 = −G2 (zn, zn) (zn+1 − zn)−A2 (zn, zn) (zn − yn) + Fzn,
zn+1 = − (G2 (zn, zn) + α2 (zn, zn)) (yn+1 − yn) +
+A2 (zn, zn) (zn − yn) + Fyn,

(11.36)
à òàêîæ

yn+1 = G1 (zn, zn) (yn+1 − yn)−A1 (zn, zn) (zn − yn) + Fyn,
zn+1 = (G1 (zn, zn) + α1 (zn, zn)) (zn+1 − zn) +
+A1 (zn, zn) (zn − yn) + Fzn

(11.37)

àáî

yn+1=−G2 (yn, yn) (zn+1−zn)−A2 (yn, yn) (zn−yn) +Fzn,
zn+1 = − (G2 (yn, yn) + α2 (yn, yn)) (yn+1 − yn) +
+A2 (yn, yn) (zn − yn) + Fyn,

(11.38)
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òà äåÿêèìè iíøèìè iòåðàöiéíèìè ôîðìóëàìè, áëèçüêèìè çà
ñòðóêòóðîþ äî ôîðìóë (11.3), (11.28). Îáãðóíòóâàííÿ òàêèõ
àëãîðèòìiâ ìîæíà ïðîâåñòè çà âèêîðèñòàíîþ äëÿ äîñëiäæåíü
àëãîðèòìiâ (11.3) i (11.28) ñõåìîþ, âíîñÿ÷è âiäïîâiäíi çìiíè äî óìîâ,
ÿêi ìîæíà îòðèìàòè ÿê àíàëîãè óìîâ 1) � 4) òà 5) i 6).

�12. Àíàëîã ìîíîòîííîãî ìåòîäó Íüþòîíà äëÿ
ðiâíÿíü ç íåìîíîòîííèìè îïåðàòîðàìè

Äëÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó
x = Fx (12.1)

ìåòîä Íüþòîíà ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

xn+1 = F ′ (xn) (xn+1 − xn) (n = 0, 1, . . .) , (12.2)

äå F ′ (xn) � ïîõiäíà Ôðåøå âiä îïåðàòîðà F â òî÷öi xn. Éîãî ðåàëiçàöiÿ
âèìàãà¹ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ F ′ (x) âiä îïåðàòîðà F òà îáåðíåíîãî
îïåðàòîðà Γ (x) = (I − F ′ (x))−1 ó äåÿêié îáëàñòi D ⊆ E (E � áàíàõiâ
ïðîñòið), ùî ìiñòèòü ðîçâ'ÿçîê x∗ ðiâíÿííÿ (12.1). Ëiïøèöi¹âiñòü
ïîõiäíî¨ F ′ (x) ùîäî x çàáåçïå÷ó¹ çà ïåâíèõ ïðèïóùåíü êâàäðàòè÷íó
çáiæíóñòü iòåðàöié {xn} äî x∗. Îñêiëüêè íàñïðàâäi (12.2) ðiäêî
âäà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàòè ùîäî xn+1, òî äîâîäèòüñÿ àïðîêñèìóâàòè F ′ (x)
òà Γ (x) òèì ÷è iíøèì ñïîñîáîì. Çäåáiëüøîãî öå ïðèçâîäèòü äî âòðàòè
êâàäðàòè÷íîãî õàðàêòåðó çáiæíîñòi ðåàëüíèõ âàðiàíòiâ àëãîðèòìó
(12.2). Ñàìèé ìåòîä Íüþòîíà i ðiçíi àñïåêòè éîãî çàñòîñîâíîñòi äî òèõ
÷è iíøèõ êëàñiâ ðiâíÿíü ïiääàíi äîêëàäíîìó àíàëiçîâi ó ÷èñëåííèõ
ðîáîòàõ (äèâ., íàïð., [28, 33, 41, 79]). Îñíîâíèé àêöåíò äîñëiäæåíü â
[79] ñòîñó¹òüñÿ àëãîðèòìiâ, äëÿ ÿêèõ ïîñòóëþ¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíiñòü
Fx.

Äîñëiäæóâàòèìåìî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ

xn+1 = G1 (xn−1, xn) (xn+1 − xn) + Fxn (n = 0, 1, . . .) , (12.3)

ÿêèé îõîïëþ¹ ìåòîä Íüþòîíà (12.2) ïðè G1 (xn−1, xn) = F ′ (xn)
i äëÿ ÿêîãî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íå âèìàãà¹ìî iñíóâàííÿ F ′ (x).
Ïðè öüîìó iñíóâàííÿ F ′ (x) íå êîí÷å îçíà÷à¹, ùî G1 (xn−1, xn) =
F ′ (xn). Âêàçó¹ìî, çîêðåìà, óìîâè, çà ÿêèõ àëãîðèòì (12.3)
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ìîæå ìàòè êâàäðàòè÷íó øâèäêiñòü çáiæíîñòi äåêîëè é òîäi,
êîëè F íå ¹ äèôåðåíöiéîâíèì îïåðàòîðîì. Áóäåìî ââàæàòè E
íàïiâóïîðÿäêîâàíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì, D ⊆ E � äåÿêîþ
ïiäìíîæèíîþ â E. Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ïðèïóùåííÿ.

(À1). Çàäàíèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ùîäî w ∈ E, íåïåðåðâíèé
íåñïàäíèé ùîäî y, z ∈ D îïåðàòîð G1 (y, z)w, äëÿ ÿêîãî ïðè y, z ∈ D,
y ≤ z ìà¹ìî

G1 (y, z) (z − y) ≤ Fz − Fy. (12.4)

(Á1). Çàäàíèé òàêèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé äîäàòíié ùîäî w ∈ E,
íåïåðåðâíèé ùîäî y, z ∈ D îïåðàòîð α1 (y, z)w, ùî iç ñïiââiäíîøåíü
y ≤ z, y, z ∈ D âèïëèâà¹

Fz − Fy ≤ (G1 (y, z) + α1 (y, z)) (z − y) . (12.5)

(Â1). Ç íåðiâíîñòi

w ≥ G1 (y, z)w (y, z ∈ D) (12.6)

âèïëèâà¹, ùî w ≥ θ, äå θ � íóëüîâèé åëåìåíò â E.
(Ã1). Çàäàíèé åëåìåíò u ∈ D, äëÿ ÿêîãî

u ≤ Fu. (12.7)

Ðîçãëÿíåìî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ

y1 = G1 (y0, y0) (y1 − y0) + Fy0, (12.8)

yn+1 = G1 (yn−1, yn) (yn+1 − yn) + Fyn (n = 0, 1, . . .) , (12.9)

ïðèéíÿâøè
y0 = u. (12.10)

Òîáòî, áóäåìî äîñëiäæóâàòè iòåðàöiéíèé ïðîöåñ, ïîáóäîâàíèé çà
ôîðìóëàìè âèãëÿäó (12.3), ó ÿêèõ xk = yk; G0 = G1 (y0, y0), Gn =
G1 (yn−1, yn) ïðè n = 1, 2, . . ..



101

Çà ïðèïóùåííÿ, ùî ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (12.8), (12.9) äëÿ
êîæíîãî n = 1, 2, . . . òàê, ùî yn ∈ D, ç óìîâ (À1), (Â1), (Ã1) âèïëèâà¹
âèñíîâîê ïðî îá ðóíòîâàíiñòü íåðiâíîñòåé

yn ≤ yn+1 (n = 0, 1, . . .) . (12.11)

Ñïðàâäi, cïiââiäíîøåííÿ (12.7), (12.8), (12.10) ïðèçâîäÿòü äî
ñïiââiäíîøåíü

y1 − y0 ≥ G1 (y0, y0) (y1 − y0) + Fy0 − Fy0 = G1 (y0, y0) (y1 − y0) ,

íà ïiäñòàâi ÿêèõ çà äîïîìîãîþ óìîâè (Â1) îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü
y0 ≤ y1. Çíàéäåìî òåïåð iç (12.8), (12.9), âèêîðèñòîâóþ÷è öþ
íåðiâíiñòü òà óìîâó (À1), ùî

Fy1 − y1 = Fy1 −G1 (y0, y0) (y1 − y0)− Fy0 ≥
≥ (G1 (y1, y0)−G1 (y0, y0)) (y1 − y0) ≥ θ.

Ìàþ÷è íàìið ñêîðèñòàòèñÿ ç ïðèíöèïó iíäóêöi¨, ïðèïóñòèìî, ùî
yn−1 ≤ yn, yn ≤ Fyn. Òîäi ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà îòðèìàòè

yn+1 − yn = G1 (yn−1, yn) (yn+1 − yn) + Fyn −G1 (yn−2, yn−1)×
× (yn − yn−1)− Fyn−1 ≥ G1 (yn−1, yn) (yn+1 − yn) +

+G1 (yn−1, yn) (yn − yn−1)−G1 (yn−2, yn−1) (yn − yn−1) =
= G1 (yn−1, yn) (yn+1 − yn) + (G1 (yn−1, yn)−

−G1 (yn−2, yn−1)) (yn − yn−1) ≥ G1 (yn−1, yn) (yn+1 − yn) .

Òîìó óìîâà (Â1) äà¹ ïiäñòàâó äëÿ âèñíîâêó ïðî ïðàâäèâiñòü íåðiâíîñòi
yn ≤ yn+1. Âðàõîâóþ÷è öå, ìîæíà îòðèìàòè

Fyn+1 − yn+1 = −G1 (yn−1, yn) (yn+1 − yn) + Fyn+1 − Fyn ≥
≥ −G1 (yn−1, yn) (yn+1 − yn) +G1 (yn, yn+1) (yn+1 − yn) =

= (G1 (yn, yn+1)−G1 (yn−1, yn)) (yn+1 − yn) ≥ θ.

Îòæå, ç ïðèïóùåííÿ i óìîâ (À1), (Â1), (Ã1) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi
yn ≤ yn+1, yn+1 ≤ Fyn+1. Öèì íåðiâíîñòi (12.11) äîâåäåíi.

ßêùî äîäàòêîâî ïðèïóñêàòè, ùî Å � ïðàâèëüíî
íàïiâóïîðÿäêîâàíèé áàíàõiâ ïðîñòið i ùî ìíîæèíà D � îáìåæåíà i
çàìêíåíà, òî ç (12.11) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ãðàíèöi x∗ ∈ D ìîíîòîííî¨
îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {yn}.



102

Ïîñòóëþþ÷è ùå é íåïåðåðâíiñòü Fx òà ìàþ÷è íà óâàçi
íåïåðåðâíiñòü G1 (y, z)w, ïåðåäáà÷åíó óìîâîþ (À1), ìîæíà çðîáèòè
âèñíîâîê, ùî x∗ � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (12.1).

Íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ äîçâîëÿþòü ñôîðìóëþâàòè âèñíîâêè ó
âèãëÿäi îêðåìî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 12.1. Íåõàé: 1) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè (À1), (Â1), (Ã1);
2) ðiâíÿííÿ (12.8) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ùîäî y1, à ðiâíÿííÿ (12.9)
äëÿ êîæíîãî n = 1, 2, . . . ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè òàêèì ñïîñîáîì,
ùî yn ∈ D (n = 1, 2, . . .) ; 3) áàíàõiâ ïðîñòið Å � ïðàâèëüíî
íàïiâóïîðÿäêîâàíèé; D � îáìåæåíà çàìêíåíà ìíîæèíà â Å; 4)
îïåðàòîð F � íåïåðåðâíèé â D. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü {yn}, óòâîðåíà
çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó (12.8) � (12.10), çáiãà¹òüñÿ ìîíîòîííî äî
äåÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ D ðiâíÿííÿ (12.1), ïðè÷îìó

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ (n = 0, 1, . . .) . (12.12)

Ïðè¹äíàííÿ äî óìîâ (À1), (Â1), (Ã1) óìîâè (Á1) äîçâîëÿ¹, íå
ïîñòóëþþ÷è ïðàâèëüíó íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü Å òà îáìåæåíiñòü D,
òâåðäèòè ïðî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ D ðiâíÿííÿ (12.1)
òà ìîíîòîííó çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {yn}, à òàêîæ îòðèìàòè îöiíêó
çáiæíîñòi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (12.8) � (12.10). Îòðèìàíó â òàêèé
ñïîñiá òåîðåìó ñôîðìóëþ¹ìî òàêèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 12.2. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè (À1) � (Ã1) i
îïåðàòîð F � íåïåðåðâíèé â D. Òîäi, ÿêùî iñíó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð
Γ (y, z) = (I −G1 (y, z))−1 i îïåðàòîð

H=H (x, y, z) = (I−G1 (y, z))−1 [α1 (y, z) +G1 (y, z)−G1 (x, y)] (12.13)

çàäîâîëüíÿ¹ ïðè x, y, z ∈ D ñïiââiäíîøåííÿ

‖H‖ ≤ q < 1, (12.14)

òî ïîñëiäîâíiñòü {yn} ìîæíà ïîáóäóâàòè çà ôîðìóëàìè (12.8) �
(12.10) i ìàþòü ìiñöå îöiíêè (12.12) òà

‖yn+1 − x∗‖ ≤ q ‖yn − x∗‖ (n = 0, 1, . . .) (12.15)

äëÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (12.1).
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Äîâåäåííÿ. Ç ïðèïóùåííÿ ïðî iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà
Γ (y, z) òà ç (12.13), (12.14) i óìîâ (À1) � (Ã1) âèïëèâàþòü
ñïiââiäíîøåííÿ

yn+1 − yn = G1 (yn−1, yn) (yn+1 − yn)−
−G1 (yn−2, yn−1) (yn − yn−1) + Fyn − Fyn−1 ≤
≤ G1 (yn−1, yn) (yn+1 − yn) + [α1 (yn−1, yn) +
+G1 (yn−1, yn)−G1 (yn−2, yn−1)] (yn − yn−1) .

(12.16)

Îñêiëüêè çâiäñè ìàòèìåìî

‖yn+1 − yn‖ ≤ q ‖yn − yn−1‖ , (12.17)

òî òðàäèöiéíi ìiðêóâàííÿ, ïîâ'ÿçàíi iç çàñòîñóâàííÿì áàíàõîâîãî
ïðèíöèïó ñòèñêó, ïðèçâîäÿòü äî âèñíîâêó ïðî âèçíà÷åíiñòü i
çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {yn} äî ãðàíèöi x∗ ∈ D, à òàêîæ ïðî ¹äèíiñòü
x∗ ÿê ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (12.1) â D. Ìîíîòîííiñòü ïîñëiäîâíîñòi {yn}
ãàðàíòóþòü óìîâè (À1), (Â1), (Ã1). Òîìó ìîæíà ââàæàòè äîâåäåíèìè
íåðiâíîñòi (12.12). Ïiäñòàâó äëÿ îöiíîê (12.14) îòðèìà¹ìî çàâäÿêè
ñïiââiäíîøåííÿì

x∗ − yn+1 = Fx∗ − Fyn −G1 (yn−1, yn) (yn+1 − yn) ≤
≤ G1 (yn, x∗) (x∗ − yn) + α1 (yn, x∗) (x∗ − yn) +

+G1 (yn−1, yn) (x∗ − yn+1)−G1 (yn−1, x
∗) (x∗ − yn) =

= G1 (yn−1, yn) (x∗ − yn+1) + [α1 (yn, x∗) +
+G1 (yn, x∗)−G1 (yn−1, x

∗)] (x∗ − yn) .

(12.18)

Öèì òåîðåìó äîâåäåíî.
Â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó íåõàé G1 (y, z) íå çàëåæèòü âiä y. Òîáòî â

óìîâàõ (À1) � (Â1) ìàòèìåìî òàêi çìiíè.
(À'1). Çàäàíèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ùîäî w ∈ E, íåïåðåðâíèé

íåñïàäíèé ùîäî z ∈ D îïåðàòîð G1 (z)w, äëÿ ÿêîãî ïðè y, z ∈ D,
y ≤ z ìà¹ìî

G1 (z) (z − y) ≤ Fz − Fy. (12.19)

(Á'1). Çàäàíèé òàêèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé äîäàòíié ùîäî w ∈
E, íåïåðåðâíèé ùîäî y, z ∈ D îïåðàòîð α1 (y, z)w, ÿêèé ðàçîì ç
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îïåðàòîðîì G1 (z)w ç óìîâè (À'1) çàäîâîëüíÿ¹ ïðè y ≤ z, y, z ∈ D
íåðiâíiñòü

Fz − Fy ≤ (G1 (z) + α1 (y, z)) (z − y) . (12.20)

(Â'1). Ç íåðiâíîñòi

w ≥ G1 (z)w (y, z ∈ D) (12.21)

âèïëèâà¹, ùî w ≥ θ.
Iòåðàöiéíi ôîðìóëè (12.8), (12.9) çà öi¹¨ ñèòóàöi¨ ìîæíà ïîäàòè ó

âèãëÿäi

yn+1 = G1 (yn) (yn+1 − yn) + Fyn (n = 0, 1, . . .) . (12.22)

Ïðè çàìiíi óìîâ (À1) � (Â1) òåîðåìè 12.1 óìîâàìè (À'1) � (Â'1)
î÷åâèäíèì ÷èíîì çáåðiãàþòüñÿ âñi ìiðêóâàííÿ ó ¨¨ äîâåäåííi.

Çàìiíà óìîâ (À1) � (Â1) óìîâàìè (À'1) � (Â'1) äà¹ çìîãó óòî÷íèòè
îöiíêè çáiæíîñòi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (12.22), (12.10) ó ïîðiâíÿííi ç
ïðîöåñîì (12.8) � (12.10). Îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó çàìiñòü (12.13)
äëÿ îïåðàòîðà H áóäåìî ìàòè

H = H (y, z) = (I −G1 (z))−1 [α1 (y, z) +G1 (z)−G1 (y)] . (12.23)

Çà ñèòóàöi¨, êîëè ïðè y ≤ z, y, z ∈ D ìà¹ìî

α1 (y, z) +G1 (z)−G1 (y) ≤ L (y, z) (z − y) , (12.24)

äå L(y, z)w � çàäàíèé ëiíiéíèé äîäàòíèé ùîäî w îïåðàòîð,
iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (12.22), (12.10) ìà¹ êâàäðàòè÷íó øâèäêiñòü
çáiæíîñòi. ßêùî, çîêðåìà,

‖L (y, z)‖ ≤ a0,
∥∥∥(I −G1 (y, z))−1

∥∥∥ ≤ b0, (12.25)

a0b0 ‖y1 − y0‖ ≤ q0 < 1,

òî ìîæíà îòðèìàòè îöiíêó

‖yn+1 − yn‖ ≤ h0 ‖yn − yn−1‖2 , ‖yn+1 − x∗‖ ≤ h0 ‖yn − x∗‖2 , (12.26)
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äå h0 = a0b0. Çàâäÿêè öüîìó äîõîäèìî âèñíîâêó ïðî ìîæëèâiñòü
ñòâåðäæóâàòè, ùî â D iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x∗ ðiâíÿííÿ (12.1).
Äî öüîãî ðîçâ'ÿçêó ìîíîòîííî çáiãà¹òüñÿ ç êâàäðàòè÷íîþ øâèäêiñòþ
ïîñëiäîâíiñòü {yn}, óòâîðåíà çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó (12.22), (12.10).
Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò îôîðìèìî ó âèãëÿäi îêðåìîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 12.3. Íåõàé: 1) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè (À'1) � (Â'1)
òà (Ã1); 2) ðiâíÿííÿ (12.22) äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, . . . ìîæíà
ðîçâ'ÿçàòè ùîäî yn+1 ∈ D i ñïðàâäæóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ ïðî
ïðàâäèâiñòü (12.24) � (12.25); 3) ìíîæèíà D � çàìêíåíà â Å. Òîäi
iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ D ðiâíÿííÿ (12.1) i äî íüîãî ìîíîòîííî
çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü {yn}, ïîáóäîâàíà çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî
ïðîöåñó (12.22), (12.10). Ïðè öüîìó ïðàâäèâi îöiíêè (12.12) òà
(12.26).

Â iíøîìó âèïàäêó ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî çàìiñòü (12.24) ìà¹ìî

‖α1 (y, z) +G1 (z)−G1 (y)‖ ≤ Q ‖z − y‖γ (γ ≥ 0) . (12.27)

Íåõàé
Q ‖y1 − y0‖γ ≤ q0 < 1. (12.28)

ßêùî γ > 0, òî ìîæíà îòðèìàòè

‖yn+1 − x∗‖ ≤ Q ‖yn − x∗‖1+γ ;
‖yn+1 − yn‖ ≤ Q ‖yn − yn−1‖1+γ ,

(12.29)

ùî ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü äî x∗ ïîñëiäîâíîñòi {yn}, ÿêùî òiëüêè ìàþòü
ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (12.28).

Çàäëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî ñïåöiàëüíèé âèïàäîê àëãîðèòìó
(12.22), êîëè îïåðàòîð Fx � äèôåðåíöiéîâíèé. Íåõàé iñíó¹ ïîõiäíà
Ôðåøå F ′ (x)w âiä îïåðàòîðà Fx. Òîäi â (12.22) ìîæíà ïðèéíÿòè
G1 (y) = F ′ (y) i ôîðìóëè (12.22) ìàòèìóòü âèãëÿä

yn+1 = F ′ (yn) (yn+1 − yn) + Fyn (n = 0, 1, . . .) . (12.30)

ßêùî F ′ (x)w � äîäàòíié íåïåðåðâíèé ùîäî w i íåïåðåðâíèé
içîòîííèé ùîäî x, òî óìîâà (À'1) ñïðàâäæó¹òüñÿ. ßêùî, êðiì òîãî,
çàäàíèé äîäàòíié ëiíiéíèé ùîäî z − y îïåðàòîð L (y, z) òàêèé, ùî

G1z −G1y ≤ L (y, z) (z − y) , (12.31)
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òî äëÿ àëãîðèòìó (12.23), (12.10) ìàòèìåìî, âçàãàëi êàæó÷è,
êâàäðàòè÷íó çáiæíiñòü. Ïðè öüîìó â ðàçi iñíóâàííÿ äðóãî¨ ïîõiäíî¨
(F ′′ (x) g)w âiä îïåðàòîðà F òà çà óìîâè äîäàòíîñòi F ′′ (x) ìîæíà
ïðèéíÿòè, íàïðèêëàä,

L (y, z) =
1
2
F ′′ (z) (z − y) . (12.32)

Çàçíà÷èìî, ùî îïåðàòîðè G1 (z) òà α1 (y, z) ç ïîñòóëüîâàíèìè
óìîâàìè (À'1) � (Ã'1) ìîæóòü iñíóâàòè é òîäi, êîëè ïîõiäíi F ′ (x) òà
F ′′ (x) íå iñíóþòü, à ó âèïàäêó äèôåðåíöiéîâíîñòi Fx íå êîí÷å áðàòè
G1 (y) = F ′ (y), i îïåðàòîð L (y, z) íå îáîâ'ÿçêîâî âèçíà÷àòè çà (12.32).

Çàóâàæåííÿ 12.1. Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôîðìàëüíà çàìiíà
íåðiâíîñòi (12.7) â óìîâi (Ã1) ïðîòèëåæíîþ íåðiâíiñòþ, âçàãàëi
êàæó÷è, íå ïðèçâîäèòü äî àíàëîãó òåîðåìè 12.1 ç ôîðìàëüíîþ
çàìiíîþ íåðiâíîñòåé (12.12) ïðîòèëåæíèìè íåðiâíîñòÿìè.
Äëÿ îòðèìàííÿ òàêîãî àíàëîãó òåîðåìè 12.1 ïîòðiáíî, îêðiì
çàçíà÷åíî¨ çìiíè â óìîâi (Ã1), çìiíèòè óìîâó (À1). Ñàìå â óìîâi
(À1) çàìiñòü íåðiâíîñòi (12.4) ïîòðiáíî âèìàãàòè ïðîòèëåæíî¨
íåðiâíîñòi, à òàêîæ çàìiòü äîäàòíîñòiG1 (y, z)w ùîäî w âèìàãàòè
äîäàòíîñòi ùîäî w îïåðàòîðà (−G1 (y, z))w. Çàçíà÷åíà ñïåöèôiêà
ìîíîòîííîãî ìåòîäó Íüþòîíà äà¹ ïiäñòàâè ââàæàòè, âçàãàëi
êàæó÷è, íåìîæëèâèì çàïðîïîíóâàòè äâîñòîðîííié ìîíîòîííèé
ìåòîä Íüþòîíà äëÿ ðiâíÿííÿ (12.1) ç íåìîíîòîííèì îïåðàòîðîì
F . Çâåðíåìî óâàãó, ùî òàêà âàäà íåâëàñòèâà ìåòîäîâi ×àïëèãiíà,
ùî ïiäòâåðäæåíî ðåçóëüòàòàìè �7. Ç öüîãî ïîãëÿäó âèäà¹òüñÿ
îïðàâäàíèì ñòâåðäæóâàòè, ùî ïîïðè ôîðìàëüíó áëèçüêiñòü ìåòîä
×àïëèãiíà i ìåòîä Íüþòîíà âiäðiçíÿþòüñÿ îäèí âiä îäíîãî iñòîòíî
¨õ ïðèðîäîþ, i íå ìîæíà ââàæàòè ïðèéíÿòíèì âèñëîâëþâàíå iíîäi
õèáíå òâåðäæåííÿ ïðî iäåíòè÷íiñòü öèõ ìåòîäiâ.

Çàóâàæåííÿ 12.2. Äàëüøèé âèêëàä ñòîñó¹òüñÿ ïîáóäîâè
äâîñòîðîííiõ àëãîðèòìiâ äëÿ ðiâíÿííÿ (12.1) ç íåìîíîòîííîþ
ïðàâîþ ÷àñòèíîþ. Ç íèõ íå îòðèìó¹òüñÿ íi àëãîðèòì (12.9),
(12.10) òà éîãî ñïðîùåíèé âàðiàíò (12.22), íi ñàìèé ìîíîòîííèé
ìåòîä Íüþòîíà, ÿêèé ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì àëãîðèòìó (12.22) çà
ïðèïóùåííÿ ïðî iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ F ′ (x)w âiä îïåðàòîðà F òà ¨¨
âèêîðèñòàííÿ â (12.22) ó ðîëi îïåðàòîðà G1.
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Äàëi, ÿê i ó �7, çàìiñòü ðiâíÿííÿ (12.1) ðîçãëÿäàòèìåìî ðiâíÿííÿ

x = T (x, x) , (12.33)

ââàæàþ÷è, ùî
T (x, x) = Fx

i ïîñòóëþþ÷è òàêi âèìîãè.
(À). Çàäàíi ëiíiéíi íåïåðåðâíi ùîäî w îïåðàòîðè G1w, G2w, äëÿ

ÿêèõ ïðè x, y, z ∈ D, y ≤ z áóäåìî ìàòè

G1 (z − y) ≤ T (z, x)− T (y, x) ,
T (x, z)− T (y, z) ≤ −G2 (z − y) .

(12.34)

Îïåðàòîðè Giw (i = 1, 2) ó ñïiââiäíîøåííÿõ (12.34) áóäåìî
ââàæàòè ïîñòiéíèìè îïåðàòîðàìè, òîáòî, áóäåìî ìàòè íà óâàçi, ùî
â (12.34) âîíè íå çàëåæàòü âiä x, y, z, à äiþòü ÿê ëiíiéíi îïåðàòîðè íà
w = z − y.

(Á). Çàäàíi ëiíiéíi íåïåðåðâíi äîäàòíi ùîäî w, íåïåðåðâíi ùîäî
y, z ∈ D îïåðàòîðè α1 (y, z)w, α2 (y, z)w, äëÿ ÿêèõ iç ñïiââiäíîøåíü
x, y, z ∈ D, y ≤ z âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

T (z, x)− T (y, x) ≤ (G1 + α1 (y, z)) (z − y) ,
− (G2 + α2 (y, z)) (z − y) ≤ T (x, z)− T (x, y) .

(12.35)

(Â). Ïðè y, z, p, q ∈ D, y ≤ z ç íåðiâíîñòåé

p ≤ G1p+G2q, q ≥ G1p+G2q (12.36)

âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi p ≥ θ, q ≥ θ.
(Ã). Çàäàíi åëåìåíòè u, v ∈ D, äëÿ ÿêèõ

u ≤ v, u ≤ T (u, v) , v ≥ T (v, u) . (12.37)

Ðîçãëÿíåìî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ

yn+1=G1 (yn, zn) (yn+1−yn)−G2 (yn, zn) (zn+1−zn) +
+T (yn, zn) ,

zn+1=G1 (zn, yn) (zn+1−zn)−G2 (zn, yn) (yn+1−yn) +
+T (zn, yn)

(12.38)
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ïðè
y0 = u, z0 = v. (12.39)

Òåîðåìà 12.4. Íåõàé: 1) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè (À) � (Ã); 2)
äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, . . . ñèñòåìó (12.38) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ùîäî
yn+1, zn+1 ∈ D; 3) îïåðàòîð T (y, z) � íåïåðåðâíèé â [a, b] × [a, b]; 4)
ñèñòåìà ðiâíÿíü y = T (y, z) , z = T (z, y) ìà¹ ¹äèíèé â [a, b] × [a, b]
ðîçâ'ÿçîê (y∗, z∗), ïðè÷îìó y∗ = z∗. Òîäi äëÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ =
y∗ = z∗ ðiâíÿííÿ (12.33) ïðàâäèâi ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (12.40)

Äîâåäåííÿ ïðîïóñêà¹ìî, áî çà öèõ ïðèïóùåíü àëãîðèòì (12.38),
(12.39) i ñàìó òåîðåìó 12.4 ìîæíà îòðèìàòè ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê iç
äîñëiäæåíü, ïðîâåäåíèõ ó �7.



109

ÐÎÇÄIË V. ÌÅÒÎÄÈ
ÊÓÐÏÅËIÂÑÜÊÎÃÎ ÒÈÏÓ

Äîêëàäíó iíôîðìàöiþ ùîäî ìåòîäiâ Êóðïåëÿ, ÿêi óçàãàëüíþþòü
ìåòîä ×àïëèãiíà íà ðiâíÿííÿ ç íåîïóêëèìè íåìîíîòîííèìè
îïåðàòîðàìè, ìiñòÿòü ðîáîòè Ì.Ñ.Êóðïåëÿ [44, 46], i ìîíîãðàôiÿ
[57], ó ÿêié çàïî÷àòêîâàíi òàêîæ äåÿêi âèäîçìiíè ìåòîäiâ Êóðïåëÿ.
Äåÿêi íîâi àëãîðèòìè, ÿêi ¹ ìîäèôiêàöiÿìè äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ
Ì.Ñ.Êóðïåëÿ, äîñëiäæåíi òàêîæ â [47] i [50]. Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi
ó öüîìó ðîçäiëi, ðîçâèâàþòü iäå¨ iç [57] i [101, 108]. Çàçíà÷èìî,
ùî ó äîñëiäæåíèõ òóò àëãîðèòìàõ ïðè ïîáóäîâi àíàëîãiâ ìåòîäiâ
Êóðïåëÿ ôiãóðóþòü îïåðàòîðè, ÿêi ìîæóòü íå áóòè ïîõiäíèìè Ôðåøå
âiä çàäàíîãî îïåðàòîðà. ßêùî æ âiäïîâiäíi ïîõiäíi iñíóþòü, òî ç
äîñëiäæåíèõ ó �14 àëãîðèòìiâ îòðèìóþòüñÿ ìåòîäè Êóðïåëÿ iç [46]
òà ¨õ ìîäèôiêàöi¨ iç [57] i iç [47, 50].

�13. Äâîñòîðîííi ìåòîäè Êóðïåëÿ òà ¨õ ìîäèôiêàöi¨

Óæå çàçíà÷àëîñÿ, ùî äâîñòîðîííié ìåòîä ×àïëèãiíà äëÿ éîãî
îáãðóíòóâàííÿ ïîòðåáó¹ îïóêëîñòi àáî âãíóòîñòi îïåðàòîðà F ó ïðàâié
÷àñòèíi ðiâíÿííÿ

x = Fx,

à òàêîæ éîãî ìîíîòîííîñòi. Ì. Ñ. Êóðïåëü 1969 ðîêó äëÿ
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ x′ = f (t, x) çàïðîïîíóâàâ [44]
äâîñòîðîííié ìåòîä, ÿêèé íå ïîòðåáó¹ äëÿ îáãðóíòóâàííÿ
ìîíîòîííîñòi òà îïóêëîñòi f (t, x) ùîäî x i âîäíî÷àñ � öèì
âiäðiçíÿ¹òüñÿ äâîñòîðîííié ìåòîä Êóðïåëÿ ç-ïîìiæ iíøèõ âiäîìèõ
óçàãàëüíåíü ìåòîäó ×àïëèãiíà � ìà¹ êâàäðàòè÷íó øâèäêiñòü
çáiæíîñòi, õàðàêòåðíó äëÿ ìåòîäó ×àïëèãiíà. Àáñòðàêòíà ñõåìà
ìåòîäó Êóðïåëÿ äîêëàäíî ïðîàíàëiçîâàíà â [45] òà â ìîíîãðàôi¨ [57].
Â [57] äîñëiäæåíi òàêîæ äåÿêi âèäîçìiíè ìåòîäó Êóðïåëÿ, ïîêëèêàíi
äî iñíóâàííÿ òîþ îáñòàâèíîþ, ùî ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì
ðiâíÿíü, êîòði îïèñóþòü iòåðàöiéíèé ïðîöåñ ìåòîäó Êóðïåëÿ, ÷àñòî
¹ ñêëàäíîþ çàäà÷åþ, ÿêó ðiäêî âäà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàòè ó çàìêíåíîìó
âèãëÿäi. Ó çâ'ÿçêó ç öèì Ì. Ñ. Êóðïåëåì òà éîãî ó÷íÿìè äîñëiäæåíi,
çîêðåìà, ïðîåêöiéíî-iòåðàòèâíi àíàëîãè ìåòîäó Êóðïåëÿ (äèâ., íàïð.,
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[49, 50, 62]), áiëüøiñòü ÿêèõ îïèñàíà â [57] òà â [49] (äèâ. òàêîæ
áiáëiîãðàôiþ â [49, 57]). Àíàëiç ìîæëèâèõ �çáóðåíü� ó ëiíåàðèçîâàíié
÷àñòèíi iòåðàöiéíèõ ôîðìóë ìåòîäó Êóðïåëÿ ðåàëiçîâàíèé ó [101],
äå âêàçàíi, çîêðåìà, äîïóñòèìi ìåæi òàêèõ �çáóðåíü�, çà ÿêèõ
çáåðiãà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íèé õàðàêòåð çáiæíîñòi ìåòîäó Êóðïåëÿ.

Ðîçãëÿíåìî äâîñòîðîííi àëãîðèòìè, çàïðîïîíîâàíi [44, 45]
Ì.Ñ.Êóðïåëåì (äèâ. òàêîæ [49, 57]) ÿê óçàãàëüíåííÿ i ìîäèôiêàöi¨
ìåòîäó ×àïëèãiíà. Âèêëàä áóäåìî âåñòè äëÿ ðiâíÿííÿ

Lx = Fx (13.1)

ç óìîâîþ
Sx = r (13.2)

çà ñõåìîþ, âèêîðèñòàíîþ Ì. Ñ. Êóðïåëåì â [45] (äèâ. òàêîæ [57]).
Çàçíà÷èìî íàñàìïåðåä, ùî â öèõ àëãîðèòìàõ íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
âèìîãà ïðî îïóêëiñòü i ìîíîòîííiñòü îïåðàòîðà F .

Áóäåìî ââàæàòè, ùî çàäàíèé íåïåðåðâíèé çà ñóêóïíiñòþ
àðãóìåíòiâ îïåðàòîð T (y, z), äëÿ ÿêîãî

T (x, x) = Fx. (13.3)

Òóò L : D → E1, S : D → E2, T (y, z) : D × D → E1, D � îïóêëà
ìíîæèíà ç íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó E, îïåðàòîðè L, S � ëiíiéíi
â îáëàñòi D, ïðè÷îìó iñíó¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îáåðíåíèé îïåðàòîð
L−1, ÿêùî L ¹ íåíóëüîâèì îïåðàòîðîì, E1, E2 � íàïiâóïîðÿäêîâàíi
ïðîñòîðè. Ââàæàòèìåìî, ùî E òà E1 � ñòðóêòóðíî íîðìîâàíi çà
äîïîìîãîþ àðõiìåäîâèõ ëiíåàëiâ N òà N1 âiäïîâiäíî.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî îïåðàòîð T (y, z)w ìà¹ â D×D ïåðøi ïîõiäíi çà
y òà z (â òîìó ÷è iíøîìó ðîçóìiííi), ÿêi ïîçíà÷àòèìåìî âiäïîâiäíî
T1 (y, z)w òà T2 (y, z)w; ââàæàòèìåìî öi ïîõiäíi íåïåðåðâíèìè
ùîäî y, z ∈ D, w ∈ E (íàïðèêëàä, â òðàêòóâàííi ïîðîäæåíî¨
íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòþ òîïîëîãi¨) i ëiíiéíèìè ùîäî w. Íåõàé
ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi óìîâè.

À) Îïåðàòîð T1 (y, z)w íå ñïàäà¹ ùîäî y, z, à îïåðàòîð T2 (y, z)w
íå çðîñòà¹ ùîäî y, z; ïðè öüîìó ñïiââiäíîøåííÿ y ≤ x, x, y, z ∈ D,
Sx = Sy = Sz = r ïðèçâîäÿòü äî íåðiâíîñòåé

T (x, z)− T (y, z) ≥ T1 (y, z) (x− y) ,
T (z, x)− T (z, y) ≤ T2 (z, y) (x− y) .

(13.4)
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Á) Iç ñïiââiäíîøåíü x, y, z, w ∈ D,

Sy = Sx = θ2, Sz = Sw = r, (13.5)

äå θ2 � íóëüîâèé åëåìåíò â E2, òà ñïiââiäíîøåíü

Lx ≥ T1 (z, w)x− T2 (z, w) y,
Ly ≥ T1 (w, z) y − T2 (w, z)x

(13.6)

âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ x ≥ θ1, y ≥ θ1 (θ1 � íóëüîâèé åëåìåíò
â E1).

Â) Çàäàíi åëåìåíòè y0, z0 ∈ D, äëÿ ÿêèõ Sy0 = Sz0 = r,

y0 ≤ T (y0, z0) ,
z0 ≥ T (z0, y0) .

(13.7)

Ðîçãëÿíåìî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ

Lyn+1 = T1 (yn, yn) (yn+1 − yn) + T2 (yn, yn) (zn+1 − zn) +
+T (yn, zn) ,

Lzn+1 = T1 (yn, yn) (zn+1 − zn) + T2 (yn, yn) (yn+1 − yn) +
+T (zn, yn) ,

(13.8)

Syn+1 = Szn+1 = r, (13.9)

ÿêèé îïèñó¹ îäèí ç äâîõ îñíîâíèõ âàðiàíòiâ ìåòîäó Êóðïåëÿ.
Òåîðåìà 13.1 (äèâ. [57, òåîðåìà 13.1]). Íåõàé äëÿ âñÿêîãî n =

0, 1, . . . çàäà÷ó (13.8), (13.9) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ùîäî yn+1, zn+1 ∈ D
i iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ D çàäà÷i (13.1), (13.2). ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ
óìîâè À) � Â), òî ïðàâäèâi ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (13.10)

Äîâåäåííÿ âèêîðèñòîâó¹, çîêðåìà, òàêå òâåðäæåííÿ ïðî
äâîñòîðîííi îïåðàòîðíi íåðiâíîñòi.
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Òåîðåìà 13.2 (äèâ. [57, òåîðåìà 6.1]). ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ
óìîâè À) � Â), òî çà ïðèïóùåííÿ, ùî x∗ ∈ D ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
(13.1), (13.2), ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

y0 ≤ x∗ ≤ z0. (13.11)

Çàóâàæèìî, ùî íåðiâíiñòü y0 ≤ z0 â óìîâàõ òåîðåì 13.1 òà 13.2 íå
ïîñòóëþ¹òüñÿ. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ç íåðiâíîñòåé

y0 ≤ y1 ≤ z1 ≤ z0 (13.12)

òà ç ïðèïóùåííÿ ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü ùîäî yn+1, zn+1 çàäà÷i (13.8), (13.9)
iç óìîâ À) òà Á) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

yn ≤ yn+1 ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (13.13)

Òåîðåìà 13.3 (äèâ. [57, òåîðåìà 13.4]). Íåõàé: 1)
ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 13.1; 2) äëÿ âñÿêîãî x ∈ D
iñíó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð

(L− T1 (x, x)− T2 (x, x))−1 = Ax,

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ ç îïåðàòîðîì Ëiïøèöÿ A0, à
òàêîæ ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè Ëiïøèöÿ âèãëÿäó

‖T1 (x, z)− T1 (y, z)‖ ≤ L1 ‖x− y‖ ,
‖T2 (z, z)− T2 (z, y)‖ ≤ L2 ‖x− y‖ ;

3) ïîñëiäîâíiñòü {σn} çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî â N äî íóëüîâîãî
åëåìåíòó θN , äå

σn+1 = Bσ2
n, σ0 = ‖z0 − y0‖ , B =

1
2
A0 (L1 + L2) .

Òîäi ìàþòü ìiñöå îöiíêè

‖x∗ − yn‖ ≤ σn, ‖zn − x∗‖ ≤ σn, ‖zn − yn‖ ≤ σn (13.14)

äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, . . .
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Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ âèïàäêó, êîëè E, E1 ¹ áàíàõîâèìè
íàïiâóïîðÿäêîâàíèì ïðîñòîðàìè, ç îöiíîê (13.14) âèïëèâàþòü îöiíêè

‖x∗ − yn‖ ≤ β2n−1σ0,
‖zn − x∗‖ ≤ β2n−1σ0,
‖zn − yn‖ ≤ β2n−1σ0,

(13.15)

áî îïåðàòîðè L1, L2, A0, B ¹ äiÿìè ìíîæåííÿ íà äiéñíi ÷èñëà λ1, λ2,
α0, β âiäïîâiäíî. Çà öi¹¨ ñèòóàöi¨ äëÿ çáiæíîñòi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó
äîñòàòíüî, ùîá ñïðàâäæóâàëàñÿ íåðiâíiñòü

βσ0 < 1. (13.16)

Ó òîìó âèïàäêó, êîëè îïåðàòîð T (y, z) íå çàëåæèòü âiä z,
àëãîðèòì (13.8), (13.9) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â îäèí ç âàðiàíòiâ ìåòîäó
×àïëèãiíà. Ïðè öüîìó çáåðåæóòüñÿ òåîðåìè 13.1 � 13.3 ç âiäïîâiäíèìè
ïîïðàâêàìè, ÿêi çâîäÿòüñÿ äî òîãî, ùî âiäïîâiäíi óìîâè ìîæíà ïîäàòè
ó ñïðîùåíîìó âèãëÿäi. Çîêðåìà, ìîæíà ââàæàòè, ùî îïåðàòîðè
T1 (y, z), T2 (y, z) íå çàëåæàòü âiä z, òîáòî çàìiñòü T1 (y, z)w ìàòèìåìî
T1 (y)w, à T2 (y, z)w ¹ íóëü-îïåðàòîðîì. Óìîâè À) � Â) ìàòèìóòü
òàêèé âèãëÿä.

À1) Îïåðàòîð T (y)w íå ñïàäà¹ ùîäî y i ñïiââiäíîøåííÿ y ≤ x,
x, y ∈ D, Sx = Sy = r ïðèçâîäÿòü äî íåðiâíîñòi

Tx− Ty ≥ T1 (y) (x− y) .

Á1) Iç ñïiââiäíîøåíü

Lx ≥ T1 (z)x, Sx = θ2, Sz = r

âèïëèâà¹, ùî x ≥ θ1.
Â1) Çàäàíi åëåìåíòè y0, z0 ∈ D, äëÿ ÿêèõ ìàþòü ìiñöå

ñïiââiäíîøåííÿ

y0 ≤ Ty0, z0 ≥ Tz0, Sy0 = Sz0 = r.
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Ó öüîìó âèïàäêó iòåðàöiéíi ôîðìóëè (13.8) ìàòèìóòü âèãëÿä

Lyn+1 = T1 (yn) (yn+1 − yn) + Tyn,
Lzn+1 = T2 (yn) (zn+1 − zn) + Tzn (n = 0, 1, . . .) .

(13.17)

Â iíøîìó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, êîòðèé òåæ îïèñó¹ îäèí ç âàðiàíòiâ
ìåòîäó ×àïëèãiíà, ìîæíà ïðèéíÿòè, ùî T1 (y, z)w ¹ íóëüîâèì
îïåðàòîðîì, à T (y, z)w, T2 (y, z)w ìîæíà ââàæàòè íåçàëåæíèìè âiä
y, òîáòî T (y, z)w = T (z)w, T2 (y, z)w = T2 (z)w. Óìîâè À) � Â)
ìàòèìóòü òîäi òàêèé âèãëÿä:

À2) Îïåðàòîð T (z)w íå ñïàäà¹ ùîäî z i ñïiââiäíîøåííÿ y ≤
xx, y ∈ D, Sx = Sy = r ïðèçâîäÿòü äî íåðiâíîñòi

Tx− Ty ≤ T2 (y) (x− y) .

Á2) Iç ñïiââiäíîøåíü

Lx ≥ −T2 (z) y, Ly ≥ −T2 (w)x,

äå y ≤ x, x, y, z, w ∈ D, Sy = Sx = θ2, Sz = Sw = r, âèïëèâà¹, ùî
x ≥ θ1, y ≥ θ1.

Â2) Çàäàíi òàêi y0, z0 ∈ D, äëÿ ÿêèõ Sy0 = Sz0 = r,

y0 ≤ −Tz0, z0 ≥ −Ty0.

Ó öüîìó âèïàäêó iòåðàöiéíi ôîðìóëè (13.8) ìàòèìóòü âèãëÿä

Lyn+1 = T2 (yn) (zn+1−n) + Tzn,
Lzn+1 = T2 (yn) (yn+1 − yn) + Tyn.

(13.18)

Çàóâàæåííÿ 13.1. Ðîçãëÿíóòi àëãîðèòìè íå îõîïëþþòü,
íàïðèêëàä, àëãîðèòìó (7.7), (7.8) òà îñíîâíèõ âàðiàíòiâ àëãîðèòìiâ
iç �9 òà �11.

Ïðèêëàä 13.1. Äëÿ çàäà÷i Êîøi

dx (t)
dt

= f (t, x) , x (t0) = x0 (13.19)
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ç äiéñíîþ ôóíêöi¹þ f (t, x), ìîæíà ââàæàòè, ùî

T (x, y) = f (t, x) , Lx =
dx (t)
dt

, Sx0 = x (t0) .

Iòåðàöiéíèé àëãîðèòì (13.17), (13.9) äëÿ öüîãî âèïàäêó ðîçãëÿíóòèé
â [61, 62].

Çàìiñòü ðîçãëÿíóòîãî âàðiàíòó (13.8), (13.9) ìåòîäó Êóðïåëÿ
ìîæíà ðîçãëÿíóòè é iíøi éîãî ðiçíîâèäíîñòi.

Çàìiíèìî óìîâè À) � Â) òàêèìè óìîâàìè.
À3) Îïåðàòîðè T1 (y, z)w, −T2 (y, z)w íå ñïàäàþòü ùîäî y,

íå çðîñòàþòü ùîäî z i ñïiââiäíîøåííÿ y ≤ x, x, y, z ∈ D,
Sx = Sy = Sz = r ïðèçâîäÿòü äî íåðiâíîñòåé

T (x, z)− T (y, x) ≥ T1 (y, z) (z − y) ,
T (x, z)− T (x, y) ≤ T2 (y, z) (z − y) .

Á3) Iç ñïiââiäíîøåíü x, y, z, w ∈ D, Sy = Sx = θ2, Sz = Sw = r òà

Lx ≥ T1 (z, w)x− T2 (z, w) y,
Ly ≥ T1 (w, z) y − T2 (w, z)x

âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi x ≥ θ1, y ≥ θ1.
Çà ïðèïóùåíü À3), Á3), Â) iòåðàöiéíi ôîðìóëè (13.8) çàìiíèìî

ôîðìóëàìè

Lyn+1 = T1 (yn, zn) (yn+1 − yn) + T2 (yn, zn) (zn+1 − zn) +
+T (yn, zn) ,
Lzn+1 = T1 (yn, zn) (zn+1 − zn) + T2 (yn, zn) (yn+1 − yn) +
+T (yn, zn) .

(13.20)

Àëãîðèòìè, áëèçüêi äî àëãîðèòìó (13.20), (13.9), äîñëiäæåíi â [72,
101, 108, 114].
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�14. Àíàëîãè ìåòîäó Êóðïåëÿ

Âèìîãè ùîäî ìîíîòîííîñòi òà îïóêëîñòi îïåðàòîðà F ó ðiâíÿííi

x = Fx (14.1)

íàëåæàòü äî iñòîòíèõ ïåðåøêîä, ÿêi óòðóäíþþòü âèêîðèñòàííÿ
ìåòîäó ×àïëèãiíà i éîãî ìîäèôiêàöié òà óçàãàëüíåíü íà ïðàêòèöi.
ßê çàçíà÷àëîñü, ÷èñëåííi ñïðîáè ó öüîìó íàïðÿìêó ïðèçâîäèëè
çäåáiëüøîãî äî òàêèõ äâîñòîðîííiõ ìîíîòîííèõ àëãîðèòìiâ ç
íåìîíîòîííèìè i íåîïóêëèìè îïåðàòîðàìè, ÿêi âòðà÷àþòü � ó
ïîðiâíÿííi ç ñàìèì ìåòîäîì ×àïëèãiíà � õàðàêòåðíó êâàäðàòè÷íó
çáiæíiñòü i ìàþòü òiëüêè ëiíiéíó øâèäêiñòü çáiæíîñòi. Öå ñòîñó¹òüñÿ,
çîêðåìà, àëãîðèòìiâ, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â ��8, 10. Ðîçãëÿíóòi ó �13
äâîñòîðîííi ìåòîäè Êóðïåëÿ (äèâ. òàêîæ [44, 46, 49, 50, 54, 57])
ïîçáàâëåíi, âçàãàëi êàæó÷è, ÿê ïåðøî¨, òàê i äðóãî¨ iç çàçíà÷åíèõ
âàä. Âîíè íå ïîòðåáóþòü, ùîá îïåðàòîð F áóâ ìîíîòîííèì àáî
îïóêëèì i âîäíî÷àñ çáåðiãàþòü êâàäðàòè÷íó çáiæíiñòü, îõîïëþþ÷è
i ñàìèé ìåòîä ×àïëèãiíà äëÿ ðiâíÿíü ç ìîíîòîííèìè òà îïóêëèìè
îïåðàòîðàìè. Öi ìåòîäè Êóðïåëÿ é áëèçüêi äî íèõ iíøi äâîñòîðîííi
àëãîðèòìè, îïèñàíi ó �13, ìàþòü, ïðîòå, ÿê i ñàìèé ìåòîä ×àïëèãiíà,
é iíøi âàäè. Éäåòüñÿ, ïåðø çà âñå, ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü îïåðàòîðà
F , òà ïðî ïîòðåáó çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ îáåðíåíèõ îïåðàòîðiâ.
Îñêiëüêè îïåðàòîð F ìîæå áóòè íåäèôåðåíöiéîâíèì, òî çàñòîñóâàííÿ
äî ðiâíÿííÿ (14.1) ìåòîäó ×àïëèãiíà àáî ìåòîäó Êóðïåëÿ íåìîæëèâå.
Ç iíøîãî áîêó, çíàõîäèòè âiäïîâiäíi îáåðíåíi îïåðàòîðè � ÿêùî âîíè
iñíóþòü � ïðàêòè÷íî äëÿ áiëüøîñòi çàäà÷ âäà¹òüñÿ òiëüêè íàáëèæåíî.
Öi ôàêòîðè òåæ iñòîòíî îáìåæóþòü ìîæëèâîñòi âèêîðèñòàííÿ
ìåòîäiâ ×àïëèãiíà i Êóðïåëÿ äëÿ ðåàëüíèõ çàäà÷ é ÷àñòî çâîäÿòü
íàíiâåöü ïåðåâàãè øâèäêî¨ òåîðåòè÷íî¨ ¨õ çáiæíîñòi. Ïåâíîþ ìiðîþ
îñëàáèòè çãóáíèé âïëèâ öèõ âàä íà ïðèäàòíiñòü àëãîðèòìiâ
ìåòîäó ×àïëèãiíà äëÿ âèêîðèñòàííÿ ó ïðàêòè÷íèõ çàäà÷àõ ìîæóòü
äîñëiäæåíi ó �9 àëãîðèòìè, à äëÿ ìåòîäó Êóðïåëÿ � äîñëiäæåíi íèæ÷å
ó öüîìó ïàðàãðàôi àíàëîãè äâîñòîðîííüîãî ìåòîäó Êóðïåëÿ. Éäåòüñÿ
ïðî äâîñòîðîííi àëãîðèòìè ç áëèçüêîþ äî Êóðïåëåâèõ ìåòîäiâ
ôîðìàëüíîþ àðõiòåêòóðîþ iòåðàöiéíèõ ôîðìóë. Â öèõ àëãîðèòìàõ
ó ëiíåàðèçîâàíié ÷àñòèíi iòåðàöiéíèõ ôîðìóë âiäïîâiäíi îïåðàòîðè
íå ìóñÿòü áóòè ïîõiäíèìè âiä îïåðàòîðà F . Ìîæíà ââàæàòè,



117

ùî çà öi¹¨ ñèòóàöi¨ ïðîïîíîâàíi àëãîðèòìè äàþòü çìîãó îïèñàòè
ìíîæèíó ìîæëèâèõ ëiíiéíèõ �çáóðåíü� ó ëiíiéíié ÷àñòèíi iòåðàöiéíèõ
ôîðìóë. Âèêîðèñòàíèé òóò ïiäõiä äîçâîëÿ¹ îïèñàòè òàêi äîïóñòèìi
çáóðåííÿ, ÿêi çáåðiãàþòü äâîñòîðîííiñòü i ìîíîòîííiñòü iòåðàöié òà ¨õ
êâàäðàòè÷íó çáiæíiñòü.

Áóäåìî ââàæàòè çàäàíèì îïåðàòîð T (y, z), äëÿ ÿêîãî â îáëàñòi
âèçíà÷åííÿ E0 îïåðàòîðà Fx ìàòèìåìî

T (x, x) = Fx, (14.2)

ïðè÷îìó E0 � îáìåæåíà çàìêíåíà ìíîæèíà åëåìåíòiâ iç
íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó E, T (y, z) : E0×E0 → E ¹ íåïåðåðâíèì
îïåðàòîðîì. Îñíîâíi îáìåæåííÿ ùîäî ðiâíÿííÿ (14.1), ÿêîìó çàâäÿêè
(14.2) íàäàìî âèãëÿäó

x = T (x, x) , (14.3)

ñôîðìóëþ¹ìî òàê. Íåõàé:
1) Çàäàíi íåïåðåðâíi ùîäî y, z ∈ E0 ëiíiéíi íåïåðåðâíi ùîäî w ∈ E

îïåðàòîðè G1 (y, z)w, α1 (y, z)w, G2 (y, z)w, α2 (y, z)w, äëÿ ÿêèõ ïðè
x, y, z ∈ E0 ìà¹ìî

(G1 (y, z) + α1 (y, z)) (z − y) ≤ T (z, x)− T (y, x) ,
T (x, z)− T (x, y) ≤ − (G2 (y, z) + α2 (y, z)) (z − y) .

(14.4)

2) Îïåðàòîðè G1 (y, z)w, α1 (y, z)w, G2 (y, z)w, α2 (y, z)w íå
ñïàäàþòü ùîäî y, íå çðîñòàþòü ùîäî z, îïåðàòîðè α1 (y, z)w,
α2 (y, z)w � äîäàòíi ÿê ëiíiéíi îïåðàòîðè ùîäî w.

3) ßêùî

G1 (y, z) ≤ Q1 (y, z) ≤ G1 (y, z) + α1 (y, z) ,
G1 (y, z) ≤ Q3 (y, z) ≤ G1 (y, z) + α1 (y, z) ,

(14.5)

G2 (y, z) ≤ Q2 (y, z) ≤ G2 (y, z) + α2 (y, z) ,
G2 (y, z) ≤ Q4 (y, z) ≤ G2 (y, z) + α2 (y, z) ,

(14.6)

òî ç íåðiâíîñòåé

p ≥ Q1 (y, z) p+Q2 (y′, z′) q,
q ≥ Q3 (y′, z′) q +Q4 (y, z) p

(14.7)
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äëÿ y, z, y′, z′ ∈ E0, p, q ∈ E âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi p ≥ θ, q ≥ θ.
4) Çàäàíi u, v ∈ E0, äëÿ ÿêèõ

u ≤ T (u, v) ,
v ≥ T (v, u) .

(14.8)

5) Ïðè êîæíîìó n = 0, 1, . . . ñèñòåìà ðiâíÿíü

yn+1 = G1 (yn, zn) (yn+1 − yn)−
−G2 (yn, zn) (zn+1 − zn) + T (yn, zn) ,
zn+1 = (G1 (yn, zn) + α1 (yn, zn)) (zn+1 − zn)−
− (G2 (yn, zn) + α2 (yn, zn)) (yn+1 − yn) + T (zn, yn) ,

(14.9)

y0 = u, z0 = v, (14.10)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (yn+1, zn+1), ïðè÷îìó yn+1, zn+1 ∈ E.
Òåîðåìà 14.1. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1) � 5) i ðiâíÿííÿ

(14.3) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x ∈ E0. Òîäi

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (14.11)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè cïðàâäæäóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (14.8) i
(14.10), òî iç (14.9) ïðè n = 0 çíàõîäèìî

y1 − y0 ≥ G1 (y0, z0) (y1 − y0) +G2 (y0, z0) (z0 − z1) ,
z0 − z1 ≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − z1) +
+ (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y1 − y0) .

Çâiäñè çà óìîâîþ 3) îäåðæó¹ìî

y0 ≤ y1, z1 ≤ z0. (14.12)

Iç (14.3), (14.8) çà äîïîìîãîþ óìîâè 1) ìîæíà çíàéòè

x∗ − u ≥ T (x∗, x∗)− T (u, v) ≥
≥ (G1 (u, x∗) + α1 (u, x∗)) (x∗ − u) + (G2 (x∗, v) + α2 (x∗, v)) (v − x∗) ,
v − x∗ ≥ T (v, u)− T (x∗, x∗) ≥
≥ (G1 (x∗, v) + α1 (x∗, v)) (v − x∗) + (G2 (u, x∗) + α2 (u, x∗)) (x∗ − u) .
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Óìîâà 3) ¹ ïiäñòàâîþ, ùîá îòðèìàòè çâiäñè âèñíîâîê ïðî òå, ùî
ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

u = y0 ≤ x∗ ≤ z0 = v. (14.13)

Òåïåð ìîæíà ïåðåéòè äî îáãðóíòóâàííÿ íåðiâíîñòåé

y1 ≤ x∗ ≤ z1. (14.14)

Çàäëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ iç (14.3), (14.9) äëÿ n = 0 òà (14.10) i
óìîâàìè 1), 2), âðàõîâóþ÷è (14.12), (14.13). Áóäåìî ìàòè

x∗ − y1 = T (x∗, x∗)−G1 (y0, z0) (y1 − y0) +G2 (y0, z0) (z1 − z0)−
−T (y0, z0) ≥ G1 (y0, z0) (x∗ − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − x∗)−
−G1 (y0, z0) (x∗ − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − x∗) + (G1 (y0, x

∗) +
+α1 (y0, x

∗)) (x∗ − y0) + (G2 (x∗, z0) + α2 (x∗, z0)) (z0 − x∗) ≥
≥ G1 (y0, z0) (x∗ − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − x∗) ,

z1 − x∗ = (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z0)− (G2 (y0, z0) +
+α2 (y0, z0)) (y1 − y0) + T (z0, y0)− T (x∗, x∗) ≥ (G1 (y0, z0) +
+α1 (y0, z0)) (z1 − x∗) + (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (x∗ − y1)−

− (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − x∗)− (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0))×
× (x∗ − y0) + (G1 (x∗, z0) + α1 (x∗, z0)) (z0 − x∗) + (G2 (y0, x

∗) +
+α2 (y0, x

∗)) (x∗ − y0) ≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − x∗) +
+ (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (x∗ − y1) .

Çâiäñè îòðèìó¹ìî ïiäòâåðäæåííÿ íåðiâíîñòåé (14.14), áî ìîæíà
ñêîðèñòàòèñÿ ç óìîâè 3). Áåðó÷è äî óâàãè (14.12), äîõîäèìî âèñíîâêó
ïðî ïðàâäèâiñòü íåðiâíîñòåé (14.11) äëÿ n = 0, òîáòî, íåðiâíîñòåé

y0 ≤ y1 ≤ x∗ ≤ z1 ≤ z0. (14.15)

Ìîæíà áóäå ââàæàòè äîâåäåííÿ çàâåðøåíèì, ÿêùî îá ðóòó¹ìî
íåðiâíîñòi

y1 ≤ T (y1, z1) ,
z1 ≥ T (z1, y1) .

(14.16)

Âèêîðèñòà¹ìî çàäëÿ öüîãî (14.9), (14.14) òà óìîâè 1), 2). Ìàòèìåìî
T (y1, z1)− y1 = T (y1, z1)−G1 (y0, z0) (y1 − y0) +G2 (y0, z0)×
× (z1 − z0)− T (y0, z0) ≥ (G1 (y0, y1)−G1 (y0, z0)) (y1 − y0) +
+(G2 (z1, z0)−G2 (y0, z0)) (z0 − z1) + α1 (y0, y1) (y1 − y0) +

+α2 (z1, z0) (z0 − z1) ≥ θ,



120

z1 − T (z1, y1) = (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z0)− (G2 (y0, z0) +
+α2 (y0, z0)) (y1 − y0) + T (z0, y0)− T (z1, y1) ≥

≥ (G1 (z1, z0)−G1 (y0, z0)) (z0 − z1) + (G2 (y0, y1)−
−G2 (y0, z0)) (y1 − y0) + (α1 (z1, z0)− α1 (y0, z0)) (z0 − z1) +

+ (α2 (y0, y1)− α2 (y0, z0)) (y1 − y0) ≥ θ.

Îòæå, ïiäòâåðäæåíi ñïiââiäíîøåííÿ (14.15), (14.16). Çàâäÿêè öüîìó
ìà¹ìî, ùî y1, z1 çàäîâîëüíÿþòü âñi òi âèìîãè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
åëåìåíòè y0 = u, z0 = v â óìîâàõ òåîðåìè. Òîìó ïðèíöèï iíäóêöi¨
¹ ïiäñòàâîþ äëÿ òîãî, ùîá ââàæàòè òåîðåìó äîâåäåíîþ.

Òåîðåìà 14.2. Íåõàé: à) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 2), 3), 5)
òà îñëàáëåíèé âàðiàíò óìîâè 1), ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ ç íå¨, êîëè
ïðèïóñòèòè, ùî íåðiâíîñòi (14.4) âèêîíóþòüñÿ íå ïðè âñÿêèõ y, z ∈
E0, à ëèøå äëÿ òàêèõ, ùî y ≤ z; á) äëÿ åëåìåíòiâ u = y0, v = z0, y1,
z1, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 5), ïðàâäèâi íåðiâíîñòi

y0 ≤ y1 ≤ z1 ≤ z0. (14.17)

Òîäi ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (14.18)

Äîâåäåííÿ. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî â (14.18) ìîæëèâèé ïåðåõiä âiä n =
0 äî n = 1. Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé y1 ≤ y2, z2 ≤ z1  ðóíòó¹òüñÿ íà
òàêîìó âèêëàäi

y2 − y1 = G1 (y1, z1) (y2 − y1)−G2 (y1, z1) (z2 − z1) + T (y1, z1)−
−G1 (y0, z0) (y1 − y0) +G2 (y0, z0) (z1 − z0)− T (y0, z0) ≥ G1 (y1, z1)×
× (y2 − y1) +G2 (y1, z1) (z1 − z2)−G1 (y0, z0) (y1 − y0)−G2 (y0, z0)×

× (z0 − z1) + (G1 (y0, y1) + α1 (y0, y1)) (y1 − y0) + (G2 (z1, z0) +
+α2 (z1, z0)) (z0 − z1) ≥ G1 (y1, z1) (y2 − y1) +G2 (y1, z1) (z1 − z2) +
+ (G1 (y0, y1)−G1 (y0, z0)) (y1 − y0) + (G2 (z1, z0)−G2 (y0, z0))×

× (z0 − z1) + α1 (y0, y1) (y1 − y0) + α2 (z1, z0) (z0 − z1) ≥
≥ G1 (y1, z1) (y2 − y1) +G2 (y1, z1) (z1 − z2) ,

z1 − z2 = (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z0)− (G2 (y0, z0) +
+α2 (y0, z0)) (y1 − y0) + T (z0, y0)− (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1))×
× (z2 − z1) + (G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1)) (y2 − y1)− T (z1, y1) ≥

≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z1 − z2) + (G2 (y1, z1) +
+α2 (y1, z1)) (y2 − y1)− (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0))×
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× (z0 − z1)− (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y1 − y0) + (G1(z1, z0)+
+α1(z1, z0))(z0 − z1) + (G2(y0, y1) + α2(y0, y1))(y1 − y0) ≥

≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z1 − z2) + (G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1))×
× (y2 − y1) + (G1 (z1, z0)−G1 (y0, z0)) (z0 − z1) + (G2 (y0, y1)−
−G2 (y0, z0)) (y1 − y0) + (α1 (z1, z0)− α1 (y0, z0)) (z0 − z1) +

+ (α2 (y0, y1)− α2 (y0, z0)) (z0 − z1) ≥ (G1 (y1, z1) +
+α1 (y1, z1) (z1 − z2) + (G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1)) (y2 − y1) .

Âèêîðèñòàííÿ óìîâè 3) ïðèçâîäèòü äî ïîòðiáíèõ íåðiâíîñòåé, òîáòî
y1 ≤ y2, z1 ≥ z2. Çíàõîäèìî ïîäiáíèì ñïîñîáîì òàêîæ

z2 − y2 = G1 (y1, z1) (z2 − y2) +G2 (y1, z1) (z2 − y2)−
−G1 (y1, z1) (z1 − y1)−G2 (y1, z1) (z1 − y1)− α1 (y1, z1)×
× (z1 − z2)− α2 (y1, z1) (y2 − y1) + T (z1, y1)− T (y1, z1) ≥

≥ (G1 (y1, z1) +G2 (y1, z1)) (z2 − y2)− (G1 (y1, z1) +G2 (y1, z1))×
× (z1 − y1)− α1 (y1, z1) (z1 − z2)− α2 (y1, z1) (y2 − y1) +

+ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z1 − y1) + (G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1))×
× (z1 − y1) = (G1 (y1, z1) +G2 (y1, z1)) (z2 − y2) +

+α1 (y1, z1) (z2 − y1) + α2 (y1, z1) (z1 − y2) ≥
≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1) +G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1)) (z2 − y2) ,

çâiäêè çà óìîâîþ 3) äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ïðàâäèâiñòü
íåðiâíîñòi z2 − y2 ≥ θ. Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî ìîæëèâiñòü çðîáèòè
êðîê iíäóêöi¨ ó (14.18) âiä n = 0 äî n = 1, îòæå, äîâåäåíî òåîðåìó.

Ïðè¹äíà¹ìî äî óìîâ òåîðåìè 14.2 äîäàòêîâå ïðèïóùåííÿ ïðî
ïðàâèëüíó íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü E òà E0 = [u, v] (u ≤ v). Öå
ïðèçâîäèòü äî òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ ãðàíèöü y∗, z∗ ∈ E0

âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn}. Ïðè öüîìó (y∗, z∗) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè

y = T (y, z) ,
z = T (z, y)

(14.19)

çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (14.9). Ìîæíà
ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ êðàéíiì â E0 ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
(14.19). Çàäëÿ öüîãî ïîòðiáíî ïiäòâåðäèòè íåðiâíîñòi

yn ≤ y ≤ zn, yn ≤ z ≤ zn (n = 0, 1, . . .) (14.20)

äëÿ âñÿêîãî ¨¨ ðîçâ'ÿçêó (y, z), äëÿ ÿêîãî y, z ∈ E0. Îñêiëüêè ïðè n = 0
öi íåðiâíîñòi ñïðàâäæóþòüñÿ çàâäÿêè (14.10), òî äîñèòü îáãðóíòóâàòè



122

êðîê iíäóêöi¨ â (14.20). Öå ìîæíà çðîáèòè ìàéæå òàê ñàìî ÿê i ïðè
äîâåäåííi íåðiâíîñòåé (14.14). Ñïðàâäi,

y − y1 = T (y, z)−G1 (y0, z0) (y1 − y0) +G2 (y0, z0) (z1 − z0)−
−T (y0, z0) ≥ G1 (y0, z0) (y − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − z)−
−G1 (y0, z0) (y − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − z) + (G1 (y0, y) +
+α1 (y0, y)) (y − y0) + (G2 (z, z0) + α2 (z, z0)) (z0 − z) =
= G1 (y0, z0) (y − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − z) + (G1 (y0, y)−
−G1 (y0, z0)) (y − y0) + (G2 (z, z0)−G2 (y0, z0)) (z0 − z) +

+α1(y0, y)(y − y0) + α2(z, z0)(z0 − z) ≥
≥ G1 (y0, z0) (y − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − z) ,

z1 − y = (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z0)− (G2 (y0, z0) +
+α2 (y0, z0)) (y1 − y0) + T (z0, y0)− T (y, z) ≥ (G1 (y0, z0) +
+α1 (y0, z0)) (z1 − y) + (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z − y1)−

− (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − y)− (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0))×
× (z − y0) + (G1 (y, z0) + α1 (y, z0)) (z0 − y) + (G2 (y0, z) +
α2 (y0, z)) (z − y0) = (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − y) +

+ (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z − y1) + (G1 (y, z0) + α1 (y, z0)−
−G1 (y0, z0)− α1 (y0, z0)) (z0 − y) + (G2 (y0, z) + α2 (y0, z)−
−G2 (y0, z0)− α2 (y0, z0)) (z − y0) ≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0))×

× (z1 − y) + (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z − y1) ,

z − y1 = T (z, y)−G1 (y0, z0) (y1 − y0) +G2 (y0, z0) (z1 − z0)−
−T (y0, z0) ≥ G1 (y0, z0) (z − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − y)−
−G1 (y0, z0) (z − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − y) + (G1 (y0, z) +
+α1 (y0, z)) (z − y0) + (G2 (y, z0) + α2 (y, z0)) (z0 − y) =
= G1 (y0, z0) (z − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − y) + (G1 (y0, z)−
−G1 (y0, z0)) (z − y0) + (G2 (y, z0)−G2 (y0, z0)) (z0 − y) +

+α1 (y0, z) (z − y0) + α2 (y, z0) (z0 − y) ≥
≥ G1 (y0, z0) (z − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − y) ,
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z1 − z = (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z0)− (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0))×
× (y1 − y0) + T (z0, y0)− T (z, y) ≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z) +

+ (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y − y1)− (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − z)−
− (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y − y0) + (G1 (z, z0) + α1 (z, z0)) (z0 − z) +
+ (G2 (y0, y) + α2 (y0, y)) (y − y0) = (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z) +
+ (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y − y1) + (G1 (z, z0)−G1 (y0, z0)) (z0 − z) +
+ (G2 (y0, y)−G2 (y0, z0)) (y − y0) + (α1 (z, z0)− α1 (y0, z0)) (z0 − z) +

+ (α2 (y0, y)− α2 (y0, z0)) (y − y0) ≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0))×
× (z1 − z) + (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y − y1) .

Îòæå, ìà¹ìî çìîãó çàñòîñóâàòè óìîâó 3) äî äâîõ ñèñòåì íåðiâíîñòåé

y − y1 ≥ G1 (y0, z0) (y − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − z) ,
z1 − z ≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z) +
+ (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y − y1)

òà
z1 − y ≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − y) +
+ (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z − y1) ,
z − y1 ≥ G1 (y0, z0) (z − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − y) .

Òîìó y − y1 ≥ θ, z − z1 ≥ θ, z1 − y ≥ θ, z − y1 ≥ θ. Öå îçíà÷à¹, ùî íà
ïiäñòàâi ïðèíöèïó iíäóêöi¨ íåðiâíîñòi (14.20) äîâåäåíi.
ßêùî òåïåð ïðèïóñòèòè, ùî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (14.19) � ¹äèíèé, à
ðiâíÿííÿ (14.3) ìà¹ áîäàé îäèí ðîçâ'ÿçîê, òî ñòà¹ î÷åâèäíèì, ùî â
òàêîìó ðàçi y∗ = z∗. Öå îçíà÷à¹, ùî ìè äîâåëè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 14.3. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 14.2, à
òàêîæ: à) E � ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið, E0 = [u, v]; á)
ñèñòåìà (14.8) ìà¹ ¹äèíèé â E0 × E0 ðîçâ'ÿçîê; â) ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ E0

ðiâíÿííÿ (14.3) iñíó¹. Òîäi äëÿ ¹äèíîãî â E0 ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ
(14.3) ìàþòü ìiñöå îöiíêè (14.11) i äî öüîãî ðîçâ'ÿçêó çáiãàþòüñÿ
ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn}.

Òåîðåìà 14.3 íå äà¹ çìîãè îöiíèòè øâèäêiñòü çáiæíîñòi ïðîöåñó
(14.9), (14.10).

Ïðè¹äíà¹ìî äî óìîâ 1) � 5) äâà äîäàòêîâi ïðèïóùåííÿ.
6) Çàäàíi íåïåðåðâíi ùîäî y, z ∈ E0, äîäàòíi ëiíiéíi íåïåðåðâíi

ùîäî w ∈ E îïåðàòîðè β1 (y, z)w, β2 (y, z)w, äëÿ ÿêèõ ïðè y ≤ z,
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x, y, z ∈ E0 ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

T (z, x)− T (y, x) ≤ (G1 (y, z) + β1 (y, z)) (z − y) ,
− (G2 (y, z) + β2 (y, z)) (z − y) ≤ T (x, z)− T (x, y) .

(14.21)

7) Iñíó¹ íåïåðåðâíèé ùîäî y, z ∈ E0, äîäàòíié ëiíiéíèé
íåïåðåðâíèé ùîäî w ∈ E îáåðíåíèé îïåðàòîð

(I −G1 (y, z)−G2 (y, z))−1w = g (y, z)w (14.22)

òàêèé, ùî ëiíiéíèé ùîäî w îïåðàòîð

H (y, z)w = (I −G1 (y, z)−G2 (y, z))−1 (β1 (y, z) + β2 (y, z)) (14.23)

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

‖H (y, z)‖ ≤ q · ‖z − y‖γ (γ ≥ 0) , (14.24)

äå E � íàïiâóïîðÿäêîâàíèé áàíàõiâ ïðîñòið, I � òîòîæíèé îïåðàòîð
â E.

Òåîðåìà 14.4. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1) � 7) i

q · ‖z − y‖ ≤ q0 < 1. (14.25)

Òîäi ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} çáiãàþòüñÿ äî ¹äèíîãî â E0 ðîçâ'ÿçêó
x∗ ∈ E0 ðiâíÿííÿ (14.3) íå ïîâiëüíiøå çà ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ iç
çíàìåííèêîì q0. Ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

max {‖x∗ − yn+1‖ , ‖zn+1 − x∗‖} ≤ ‖zn+1 − yn+1‖ ≤
≤ q ‖zn − yn‖1+γ (14.26)

òà
max {‖x∗ − yn+1‖ , ‖zn+1 − x∗‖} ≤
≤ ‖zn+1 − yn+1‖ ≤ q0 ‖zn − yn‖ .

(14.27)

Äîâåäåííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà îöiíöi

zn+1 − yn+1 ≤ H (y, z) (zn − yn) , (14.28)
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ÿêó ìîæíà îäåðæàòè ç ôîðìóë (14.9), âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêè (14.11)
òà óìîâè 6) i 7). Çíàõîäèìî

zn+1 − yn+1 ≤ (G1 (yn, zn) +G2 (yn, zn)) (zn+1 − yn+1) +
+ (β1 (yn, zn) + β2 (yn, zn)) (zn − yn)− α1 (yn, zn) (zn − zn+1)−

−α2 (yn, zn) (yn+1 − yn) ≤ (G1 (yn, zn) +G2 (yn, zn))×
× (zn+1 − yn+1) + (β1 (yn, zn) + β2 (yn, zn)) (zn − yn) .

(14.29)
Îñêiëüêè îáåðíåíèé îïåðàòîð g (y, z) � äîäàòíié, òî iç (14.29)
îòðèìó¹ìî îöiíêó (14.28). Ìàþ÷è íà óâàçi ñïiââiäíîøåííÿ (14.11)
i ìîíîòîííiñòü íîðìè òà (14.24), (14.25), ìîæíà îäåðæàòè ïîòðiáíi
îöiíêè (14.26), (14.27).

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ÷àñòêîâi âèïàäêè. Ââàæàþ÷è E �
íàïiâóïîðÿäêîâàíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì, ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü
ïîõiäíi Ôðåøå T1 (y, z)w, T2 (y, z)w âiäïîâiäíî çà y òà çà z îïåðàòîðà
T (y, z)w. Ó öüîìó âèïàäêó, ïðèéíÿâøè

G1 (y, z)w = T1 (y, z)w, G2 (y, z)w = −T2 (y, z)w, (14.30)

α1 (y, z) = α2 (y, z) = θ, (14.31)

iç (14.9), (14.10), îòðèìó¹ìî àëãîðèòì, áëèçüêèé äî îäíîãî ç
àëãîðèòìiâ Ì. Ñ. Êóðïåëÿ, îïèñàíèõ ó �13 (äèâ. òàêîæ [46, 55]).

Ïðèéìåìî òåïåð

G1 (y, z) (z − y) = (T1 (y, z)− α10 (z − y)) (z − y) ,
G2 (y, z) (z − y) = − (T2 (y, z)− α20 (z − y)) (z − y) ,

(14.32)

äå α10, α20 � áiëiíiéíi îïåðàòîðè, ÿêi äiþòü [θ, v − u] × [θ, v − u] â
[θ, v − u]. Ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà îòðèìàòè ðåçóëüòàòè, áëèçüêi äî
ðåçóëüòàòiâ iç [99] i ÿêi îõîïëþþòü ðåçóëüòàòè iç [99]. Çà öi¹¨ ñèòóàöi¨
àëãîðèòì (14.9), (14.10) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ øâèäêiñòþ
çáiæíîñòi.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè îïåðàòîðè G1, G2 ìàþòü âèãëÿä

G1 (y, z) = T1 (y, y) +
+1

2T11 (y, y)h (y) (z − T (z, y)− y + T (y, z)) ,
(14.33)

G2 (y, z) = −T2 (y, y) +
+1

2T22 (y, y)h (y) (z − T (z, y)− y + T (y, z)) ,
(14.34)
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äå
h (y) = (I − T1 (y, y) + T2 (y, y))−1 , (14.35)

T11, T22� äðóãi ïîõiäíi Ôðåøå âiä T (y, z) ùîäî y òà z âiäïîâiäíî,
ïðè÷îìó T11, T22 ÿê áiëiíiéíi îïåðàòîðè äiþòü âiäïîâiäíî iç [θ, v − u]×
[θ, v − u] â [θ, v − u]. Ïðèéìåìî

G (y, z) = (I − T1 (y, z) + T2 (y, z))w. (14.36)

Òåîðåìà 14.5. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1) � 7) ç
îçíà÷åíèìè çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (14.33), (14.35) îïåðàòîðè G1 (y, z),
G2 (y, z), h (y). Íåõàé h (y)w ¹ äîäàòíiì ÿê ëiíiéíèé ùîäî w
îïåðàòîð. Òîäi äëÿ äâîñòîðîííüîãî iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (14.9),
(14.10) ìà¹ ìiñöå îöiíêà

‖zn+1 − yn+1‖ ≤ Q ‖zn − yn‖3 (n = 0, 1, . . .) , (14.37)

äå
Q ≥ 1

4 ‖G (y, z) (T11 (y, y)− T22 (y, y))h (y)×

×

{
sup

y,z∈[yn,zn]
(T1 (y, y)− T2 (y, y))

}∥∥∥∥∥ . (14.38)

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíüî iç (14.9) âèïëèâà¹

zn+1 − yn+1 = [G1 (yn, zn) +G2 (yn, zn)] (zn+1 − yn+1)−
− [T (yn, zn)− T (yn, yn)−G1 (yn, zn) (zn − yn)]−
− [T (yn, yn)− T (yn, zn)−G2 (yn, zn) (zn − yn)] .

(14.39)

Ïîçíà÷èâøè çàäëÿ çðó÷íîñòi âèðàçè iç äðóãèõ òà òðåòiõ êâàäðàòíèõ
äóæîê ÷åðåç K1 i K2 âiäïîâiäíî, ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü
çíàéäåìî

K1 = 1
4T11 (yn, yn)h (yn)

(
T̄11 − T̄22

)
(zn − yn)

3 ,

K2 = −1
4T22 (yn, yn)h (yn)

(
T̃11 − T̃22

)
(zn − yn)

3 ,
(14.40)

ðîçóìiþ÷è ôîðìàëüíèé çàïèñ Sw3 ÿê ïîñëiäîâíó äiþ ëiíiéíèõ
îïåðàòîðiâ ((S (w)) (w))w, äå T̄11, T̄22, T̃11, T̃22 � çíà÷åííÿ T11 (y, z)
i T22 (y, z) â äåÿêèõ ïðîìiæíèõ òî÷êàõ (ȳ, z̄) i (ỹ, z̃), äëÿ ÿêèõ yn ≤
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ỹ, z̃, ȳ, z̄ ≤ zn. Îöiíêè (14.37) i (14.38) î÷åâèäíèì ñïîñîáîì âèïëèâàþòü
iç ñïiââiäíîøåíü (14.39) i (14.40). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìó 14.5 ìîæíà ââàæàòè ÿê îäèí iç ïðèêëàäiâ äî òåîðåìè 14.3
ùîäî êîíêðåòèçàöi¨ àëãîðèòìó (14.9), (14.10) ç òåîðåòè÷íîþ êóái÷íîþ
çáiæíiñòþ (γ = 2). Ç iíøîãî áîêó, òåîðåìà 14.4 ñïiâïàäà¹ ç òåîðåìîþ
3 iç [114], äå äîñëiäæåíèé òîé ÷àñòêîâèé âèïàäîê àëãîðèòìó (14.9),
(14.10), ó ÿêîìó îïåðàòîðè α1 òà α2 ¹ íóëüîâèìè îïåðàòîðàìè.

Äîöiëüíî îïèñàòè àëãîðèòì (14.9), (14.10) ó çàñòîñóâàííi äî
ðiâíÿíü ôîðìàëüíî çàãàëüíiøîãî çà (14.3) âèãëÿäó

Lx = T (x, x) , (14.41)

ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ
Sx = r (14.42)

ç òàêèìè ñàìèìè ïðèïóùåííÿìè ùîäî îïåðàòîðiâ L, S, ç ÿêèìè ìè
ìàëè ñïðàâó â �3, òîáòî L : D → E1, S : D → E2, L, S � ëiíiéíi
íåïåðåðâíi â îáëàñòi D îïåðàòîðè, ïðè÷îìó, ÿêùî L íå ¹ íóëüîâèì
îïåðàòîðîì, òî âií ìà¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îáåðíåíèé L−1, D
� îáìåæåíà çàìêíåíà ìíîæèíà ó íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði
E, E1, E2 � íàïiâóïîðÿäêîâàíi ïðîñòîðè i, êðiì òîãî, E i E1 �
ñòðóêòóðíî-íîðìîâàíi ÷åðåç àðõiìåäîâi ëiíåàëè N i N1 ïðîñòîðè ç
óçàãàëüíåíèìè íîðìàìè ‖·‖ i ‖·‖1. Çàäëÿ ñïðîùåíü ìîæíà ââàæàòè
E i E1 � áàíàõîâèìè íàïiâóïîðÿäêîâàíèìè ïðîñòîðàìè, çáåðiãàþ÷è
òi ñàìi ïîçíà÷åííÿ äëÿ áàíàõîâèõ íîðì âiäïîâiäíî. Íåõàé T (y, z)
� íåïåðåðâíèé ïðè y, z ∈ D îïåðàòîð, ÿêèé íàáóâà¹ çíà÷åíü ç E1.
Ïîäàìî àíàëîãè óìîâ 1) � 6) äëÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (14.41) ç óìîâîþ
(14.42). Ñôîðìóëþ¹ìî àíàëîãè óìîâ 1) � 7) äëÿ öüîãî âèïàäêó.

1à) Ñïiâïàäà¹ ç óìîâîþ 1) ïðè Sy = Sz = Sx = r.
2à) Ñïiâïàäà¹ ç óìîâîþ 2) ïðè Sy = Sz = r.
3à) ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (14.5), (14.6), òî ç

íåðiâíîñòåé

Lp ≥ Q1 (y, z) p+Q2 (y′, z′) q,
Lq ≥ Q3 (y′, z′) p+Q4 (y, z) q,
Sp = Sq = θ, Sy = Sz = Sy′ = Sz′ = r

ïðè y, z, y′, z′ ∈ D, p, q ∈ E âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi p ≥ θ, q ≥ θ, äå θ
� íóëüîâèé åëåìåíò â E.
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4à) Çàäàíi u, v ∈ D, äëÿ ÿêèõ

Lu ≤ T (u, v) ,
Lv ≥ T (v, u) , Su = Sv = r.

5à) Ïðè êîæíîìó n = 0, 1, . . . ñèñòåìà ðiâíÿíü

Lyn+1 = G1 (yn, zn) (yn+1 − yn)−
−G2 (yn, zn) (zn+1 − zn) + T (yn, zn) ,
Lzn+1 = (G1 (yn, zn) + α1 (yn, zn)) (zn+1 − zn)−
− (G2 (yn, zn) + α2 (yn, zn)) (yn+1 − yn) + T (zn, yn)

(14.43)

ç ïî÷àòêîâèìè íàáëèæåííÿìè (14.10) òà ç óìîâîþ

Syn+1 = Szn+1 = r (14.44)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ùîäî yn+1, zn+1 ∈ D.
6à) Ñïiâïàäà¹ ç óìîâîþ 6) ïðè Sy = Sz = Sx = r.
7à) Iñíó¹ íåïåðåðâíèé ùîäî y, z ∈ D, äîäàòíié ëiíiéíèé ùîäî w

îáåðíåíèé îïåðàòîð

(L−G1 (y, z)−G2 (y, z))−1w = g (y, z)w

òàêèé, ùî îïåðàòîð

H (y, z)w = (L−G1 (y, z)−G2 (y, z))−1 (β1 (y, z) + β2 (y, z))

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü (14.24).
Çàäëÿ ïðèêëàäó ñôîðìóëþ¹ìî äëÿ ðiâíÿííÿ (14.40) ç ïî÷àòêîâîþ

óìîâîþ (14.41) àíàëîã îäíi¹¨ ç ïîïåðåäíiõ òåîðåì.
Òåîðåìà 14.1à. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1à) � 5à) i

çàäà÷à (14.41), (14.42) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ D. Òîäi ìàþòü ìiñöå
ñïiââiäíîøåííÿ (14.11).

Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà îòðèìàòè àíàëîãè òåîðåì 14.2 � 14.5
äëÿ çàäà÷i (14.41), (14.42) i àëãîðèòìó (14.43), (14.44), (14.10).

Ïðèêëàä 14.1. Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó: ïîòðiáíî çíàéòè
ðîçâ'ÿçîê w (t1, t2), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

∂2w

∂t1∂t2
= f (t1, t2, w, w) (14.45)
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â îáëàñòi G = {(t1, t2)| 0 ≤ t1 ≥ T1, 0 ≤ t2 ≤ T2}, T1, T2 > 0 òà óìîâè

w (t1, 0) = σ (t1) (t1 ∈ [0, T1]) ,
w (0, t2) = τ (t2) (t2 ∈ [0, T2]) ,
σ (0) = τ (0) ,

(14.46)

äå σ (t1) i τ (t2) çàäàíi äiéñíi ôóíêöi¨. Çàäà÷ó (14.45), (14.46)
î÷åâèäíèì ñïîñîáîì ìîæíà çâåñòè (äèâ., íàïð., [135]) äî
iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

w (t1, t2) = a (t1, t2) +

+
t1∫
0

t2∫
0

f (s1, s2, w (s1, s2) , w (s1, s2)) ds1ds2,
(14.47)

äå a (t1, t2) = σ (t1) + τ (t2) − σ (t1). Ïðèïóñòèìî, ùî: à) çàäàíi
íåâiä'¹ìíi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ α11 (t1), α12 (t2), β11 (t1), β12 (t2) òàêi,
ùî

α11 (t1)α12 (t2) (z − y) ≤ f (t1, t2, z, x)− f (t1, t2, y, x) ,
f (t1, t2, x, z)− f (t1, t2, x, y) ≤ −β11 (t1)β12 (t2) (z − y)

(14.48)

ïðè (t1, t2) ∈ G, y ≤ z, y, z, x ∈ [0, z0 − y0]. Íåõàé ïðè öüîìó àáî

α11 (t1) = β11 (t1) , (14.49)

àáî
α12 (t2) = β12 (t2) , (14.50)

äå y0 = y0 (t1, t2), z0 = z0 (t1, t2) � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü òàêó óìîâó: á)

y0 (t1, t2) ≤ w (t1, t2) ≤ z0 (t1, t2) ,

y0 (t1, t2) ≤ a (t1, t2) +
t1∫
0

t2∫
0

f (s1, s2, y0 (s1, s2) , z0 (s1, s2)) ds1ds2,

z0 (t1, t2) ≥ a (t1, t2) +
t1∫
0

t2∫
0

f (s1, s2, z0 (s1, s2) , y0 (s1, s2)) ds1ds2.

Íåõàé òàêîæ ñïðàâäæóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ: â) α11 (t1)α12 (t2) −
β11 (t1)β12 (t2) ≥ 0; ã) çàäàíi íåïåðåðâíi íåâiä'¹ìíi ôóíêöi¨ α21 (t),
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α22 (t), β21 (t), β22 (t), äëÿ ÿêèõ ïðè (t1, t2) ∈ G, y ≤ z, y, z, x ∈
[0, z0 − y0] ìà¹ìî

f (t1, t2, z, x)− f (t1, t2, y, x) ≤ β21 (t1)β22 (t2) (z − y) ,
−α21 (t1)α22 (t2) (z − y) ≤ f (t1, t2, x, z)− f (t1, t2, x, y) .

Ó öüîìó âèïàäêó ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ (14.9) ìîæíà îá÷èñëþâàòè
çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

yn+1 = yn+1 (t1, t2) = a (t1, t2) +

+
t1∫
0

t2∫
0

α11 (s1)α12 (s2) (yn+1 (s1, s2)− yn (s1, s2)) ds1ds2−

−
t1∫
0

t2∫
0

β11 (s1)β12 (s2) (zn+1 (s1, s2)− zn (s1, s2)) ds1ds2+

+
t1∫
0

t2∫
0

f (s1, s2, yn (s1, s2) , zn (s1, s2)) ds1ds2,

zn+1 = zn+1 (t1, t2) = a (t1, t2) +

+
t1∫
0

t2∫
0

α11 (s1)α12 (s2) (zn+1 (s1, s2)− zn (s1, s2)) ds1ds2−

−
t1∫
0

t2∫
0

β11 (s1)β12 (s2) (yn+1 (s1, s2)− yn (s1, s2)) ds1ds2+

+
t1∫
0

t2∫
0

f (s1, s2, zn (s1, s2) , yn (s1, s2)) ds1ds2.

Ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (14.11)
â îáëàñòi G. �õ ìîæíà îá÷èñëèòè ó ÿâíîìó âèãëÿäi çà äîïîìîãîþ
ôóíêöi¨ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó (äèâ. [135]). Ïðè öüîìó ìà¹ ìiñöå
îöiíêà

zn+1 − yn+1 ≤M (1 +NT1T2)

t1∫
0

t2∫
0

(zn (s1, s2)− yn (s1, s2)) ds1ds2,

äå
M ≥ β21 (t1)β22 (t2)− β11 (t1)β12 (t2) +
+α21 (t1)α22 (t2)− α11 (t1)α12 (t2) ,

N ≥ h (s1, s2) · I0

(
2

√
t1∫
0

t2∫
0

h (τ1, τ2) dτ1dτ2

)
,

h (s1, s2) = α11 (s1)α12 (s2) + β11 (s1)β12 (s2) ,
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I0 (t)� ìîäèôiêîâàíà ôóíêöiÿ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó. Çâiäñè
îòðèìó¹ìî

zn+1 (t1, t2)− yn+1 (t1, t2) ≤

≤ (Tn
1 T

n
2 M

n+1(1+NT1T2))n+1

((n+1)!)2
(z0 (t1, t2)− y0 (t1, t2)) .

Çàóâàæåííÿ 14.1. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (14.3) i
çáiæíiñòü äî íüîãî iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (14.9), (14.10) ìîæíà
ãàðàíòóâàòè çà âèêîíàííÿ óìîâ 1) � 5) òà çà ïðàâèëüíî¨
íàïiâóïîðÿäêîâàíîñòi E, ôîðìàëüíî íå âèìàãàþ÷è âèêîíàííÿ óìîâ
6), 7), ÿêùî ïðèïóñêàòè, ùî ç íåðiâíîñòi w ≥ (G1 (y, z) +G2 (y, z))w
âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü w ≥ θ, à òàêîæ ç ïðèâîäó ñïîðiäíåíîþ ç
öèì ïðèïóùåííÿì óìîâè 3), ùî óìîâè òàêîãî òèïó, òîáòî, óìîâè
òåîðåì ïðî îïåðàòîðíi íåðiâíîñòi ÷àñòî ïîòðåáóþòü, ó ñâîþ ÷åðãó,
ñïåöiàëüíèõ ïðèïóùåíü, êîòði ãàðàíòóâàëè á çáiæíiñòü òèõ ÷è
iíøèõ iòåðàöiéíèõ ïðîöåñiâ (äèâ., íàïð. [57]).

Çàóâàæåííÿ 14.2. ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, â òîìó âèïàäêó,
êîëè îïåðàòîðè G1 (y, z)w, −G2 (y, z)w ñïiâïàäàþòü ç ïîõiäíèìè
T1 (y, z)w, T2 (y, z)w ùîäî y òà ùîäî z âiäïîâiäíî, à îïåðàòîðè
α1 (y, z)w, α2 (y, z)w ¹ íóëüîâèìè îïåðàòîðàìè, àëãîðèòì
(14.9), (14.10) ëèøå ôîðìàëüíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äâîñòîðîííüîãî
àëãîðèòìó Ì. Ñ. Êóðïåëÿ (äèâ. [57, �13]). Çà öi¹¨ ñèòóàöi¨ àëãîðèòì
(14.9), (14.10) íå ìîæå ìàòè, âçàãàëi êàæó÷è, íàäêâàäðàòè÷íî¨
øâèäêîñòi çáiæíîñòi. Â iíøîìó âèïàäêó, êîëè îïåðàòîð T (y, z)
íå çàëåæèòü âiä êîòðîãîñü iç àðãóìåíòiâ y àáî z ç iòåðàöiéíèõ
ôîðìóë (14.9) âèïëèâàþòü àíàëîãè ìåòîäó ×àïëèãiíà iç �9.

Ó çàñòîñóâàííi äî ðiâíÿííÿ (14.3) iòåðàöiéíi ôîðìóëè îñíîâíîãî
âàðiàíòó äâîñòîðîííüîãî ìåòîäó Êóðïåëÿ ìàþòü âèãëÿä

yn+1 = T1 (yn, yn) (yn+1 − yn) +
T2 (yn, yn) (zn+1 − zn) + T (yn, zn) ,
zn+1 = T1 (yn, yn) (zn+1 − zn) +
T2 (yn, yn) (yn+1 − yn) + T (zn, yn) ,

(14.51)

äå T1 (y, z)w òà T2 (y, z)w ¹ ïîõiäíèìè âiä îïåðàòîðà T (u, v)
âiäïîâiäíî ùîäî u òà ùîäî v, ïðè÷îìó T1 (y, z)w íå ñïàäà¹ ùîäî y
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i z, à T2 (y, z)w íå çðîñòà¹ ùîäî y i z. Iòåðàöiéíi ôîðìóëè (14.51)
ìîæíà îòðèìàòè ç ôîðìóë (14.9), ÿêùî ïðèéíÿòè

G1 (y, z)w = T1 (y, y)w, G2 (y, z)w = −T2 (y, y)w (14.52)

i ââàæàòè α1 (y, z), α2 (y, z) íóëüîâèìè îïåðàòîðàìè. Iíøèé âàðiàíò
ìåòîäó Êóðïåëÿ, ÿêèé äëÿ ðiâíÿííÿ (14.3) ìîæíà îïèñàòè çà
äîïîìîãîþ iòåðàöiéíèõ ôîðìóë

yn+1 = T1 (zn, zn) (zn+1 − zn) +
+T2 (zn, zn) (yn+1 − yn) + T (zn, yn) ,
zn+1 = T1 (zn, zn) (yn+1 − yn) +
T2 (zn, zn) (zn+1 − zn) + T (yn, zn) ,

(14.53)

òåæ ìîæíà îòðèìàòè ç (14.9), ïðèéíÿâøè G1 (y, z)w = T2 (z, z)w,
G2 (y, z)w = −T1 (z, z)w i îáìiíÿâøè ðîëÿìè àðãóìåíòè y, z â
îïåðàòîði T (y, z) òåæ çà ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî α1, α2� íóëü-
îïåðàòîðè.
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ÐÎÇÄIË VI. ÄÅßÊI ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍI
ÄÂÎÑÒÎÐÎÍÍI ÌÅÒÎÄÈ

Ðåàëiçàöiÿ äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ ÷àïëèãiíñüêîãî i êóðïåëiâñüêîãî
òèïiâ íà ïðàêòèöi íàøòîâõó¹òüñÿ íà òðóäíîùi, ñïðè÷èíåíi ïîòðåáîþ
âiäøóêóâàòè îáåðíåíi îïåðàòîðè, ÿêi, ÿê ïðàâèëî, ìîæíà çíàéòè
ëèøå íàáëèæåíî, à òàêîæ âïëèâîì ïîõèáîê çàîêðóãëåíü. Öi ôàêòîðè
ìîæóòü ïðèçâåñòè äî âòðàòè äâîñòîðîííüîãî õàðàêòåðó iòåðàöié
òà äî âòðàòè íàäëiíiéíî¨ øâèäêîñòi çáiæíîñòi ïðîöåñó. Òîìó
âèíèêà¹ ïîòðåáà îïèñàòè ìîæëèâi ìåæi çáóðåíü âiäïîâiäíèõ
îïåðàòîðiâ ó ëiíåàðèçîâàíèõ äîäàíêàõ iòåðàöiéíèõ ïðîöåñiâ,
äîñëiäæåíèõ ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ. Äëÿ ìåòîäiâ ÷àïëèãiíñüêîãî
òèïó âiäïîâiäíèé àíàëiç ïðîâåäåíèé ó �11. Ñõîæi ìîòèâè ïðèçâîäÿòü
äî ïîòðåáè âèêîðèñòàòè ïîíÿòòÿ ÷àñòêîâî¨ ëiïøèöi¹âîñòi çàìiñòü
îäíîñòîðîííüî¨ ëiïøèöi¹âîñòi äëÿ ìåòîäiâ êóðïåëiâñüêîãî òèïó.
Ç öüîãî ïîãëÿäó óçàãàëüíåííÿ ìåòîäó Êóðïåëÿ ïðèçâîäÿòü äî
ïîáóäîâè i äîñëiäæåííÿ êâàçiêóðïåëåâèõ äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ.
Ðîçãëÿäà¹ìî òàêîæ äâîñòîðîííi àíàëîãè ìåòîäó Ïiêîíå, äîñëiäæåííÿ
ÿêèõ ïðîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ, áëèçüêîþ äî âiäïîâiäíî¨ ñõåìè iç
[57]. Íàâîäèìî òàêîæ äåÿêi óçàãàëüíåííÿ ïðèíöèïó ìàæîðàíò
Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à ó âèãëÿäi, ÿêèé óçàãàëüíþ¹ îñíîâíi ðåçóëüòàòè iç
[98].

�15. Ðiâíÿííÿ ç ÷àñòêîâîþ ëiïøèöi¹âiñòþ

Äëÿ ðiâíÿííÿ
x = Fx (15.1)

ó ïîïåðåäíiõ ïàðàãðàôàõ 9-12 âèêîðèñòàíî ó ðiçíèõ ôîðìóëàõ
îäíîñòîðîííþ ëiïøèöi¹âiñòü. ßê i ðàíiøå, ïðèïóñêàòèìåìî , ùî iñíó¹
îïåðàòîð T (y, z), äëÿ ÿêîãî

T (x, x) = Fx. (15.2)

Íåõàé ðiâíÿííÿ (15.1) ìà¹ âèãëÿä

x = T (x, x) . (15.3)
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Îïåðàòîð T (y, z) : E0 × E0 → E áóäåìî ââàæàòè íåïåðåðâíèì ùîäî
y, z ∈ E0, E0 = [a, b] � âiäðiçîê (a ≤ b) ó íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó
ïðîñòîði E. Îñíîâíå ïðèïóùåííÿ ùîäî îïåðàòîðà T (y, z)
ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi òàêî¨ âèìîãè, ÿêó íàçâåìî óìîâîþ À.

Óìîâà À. Çàäàíi íåïåðåðâíi ùîäî y, z ∈ E0, w ∈ [θ, b− a],
íåñïàäíi çà y òà íåçðîñòàþ÷i çà z îïåðàòîðè A1 (y, z)w, A2 (y, z)w,
ÿêi ùîäî w ∈ [θ, b− a] ¹ ëiíiéíèìè äîäàòíèìè i äëÿ ÿêèõ ïðè y ≤ z,
x, y, z ∈ E0 áóäåìî ìàòè

−A1 (z, y) (z − y) ≤ T (z, x)− T (y, x) ,
T (x, z)− T (x, y) ≤ A2 (z, y) (z − y) .

(15.4)

Íàçèâàòèìåìî öå ïðèïóùåííÿ òàêîæ ÷àñòêîâîþ ëiïøèöi¹âiñòþ
îïåðàòîðà T .

Ïðèéìåìî
y0 = a, z0 = b (15.5)

i ðîçãëÿíåìî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ, ïîáóäîâàíèé çà äîïîìîãîþ ôîðìóë
yn+1 = − (A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn)) (zn − yn) + T (yn, zn) ,
zn+1 = (A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn)) (zn − yn) + T (zn, yn)

(n = 0, 1, ...).
(15.6)

Òåîðåìà 15.1. Íåõàé: à) ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà À; á) ðiâíÿííÿ
(15.3) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ E0; â) åëåìåíòè y1, z1, îá÷èñëåíi çà
ôîðìóëàìè (15.6) çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

y0 ≤ y1 ≤ x∗ ≤ z1 ≤ z0. (15.7)

Òîäi äëÿ ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, ïîáóäîâàíèõ çà ôîðìóëàìè (15.6),
äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, . . . ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn ≤ zn+1. (15.8)

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è (15.6) äëÿ n = 1 òà óìîâó À i (15.7)
çíàéäåìî

y2 − y1 = − (A1 (z1, y1) +A2 (z1, y1)) (z1 − y1) + T (y1, z1) +
+ (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)− T (y0, z0) ≥ −(A1 (z1, y1) +
+A2 (z1, y1)) (z1 − y1) + (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)−
−A1 (y1, y0) (y1 − y0)−A2 (z0, z1) (z0 − z1) ≥
≥ A1 (z0, y0) (z0 − z1) +A2 (z0, y0) (y1 − y0) ≥ θ,
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z1 − z2 = (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0) + T (z0, y0)−
− (A1 (z1, y1) +A2 (z1, y1)) (z1 − y1)− T (z1, y1) ≥ (A1 (z0, y0) +
+A2 (z0, y0)) (z0 − y0)− (A1 (z1, y1) +A2 (z1, y1)) (z1 − y1)−
−A1 (z0, z1) (z0 − z1)−A2 (y1, y0) (y1 − y0) ≥
≥ A1 (z0, y0) (y1 − y0) +A2 (z0, y0) (z0 − z1) ≥ θ.

Îòæå, ìà¹ìî íåðiâíîñòi y2 ≥ y1, z2 ≤ z1. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî y2 ≤ x∗ ≤
z2. Ñïðàâäi, iç (15.3) i (15.6) äëÿ n = 1 òà ç óìîâè À, (15.7) i ùîéíî
îòðèìàíèõ íåðiâíîñòåé âèïëèâà¹

x∗ − y2 = T (x∗, x∗) + (A1 (z1, y1) +A2 (z1, y1)) (z1 − y1)−
−T (y1, z1) ≥ (A1 (z1, y1) +A2 (z1, y1)) (z1 − x∗) + (A1 (z1, y1) +
+A2 (z1, y1)) (x∗ − y1)−A1 (x∗, y1) (x∗ − y1)−A2 (z1, x∗) (z1 − x∗) ≥
≥ A1 (z1, y1) (z1 − x∗) +A2 (z1, y1) (x∗ − y1) ≥ θ,

z2 − x∗ = (A1 (z1, y1) +A2 (z1, y1)) (z1 − y1) + T (z1, y1)−
−T (x∗, x∗) ≥ (A1 (z1, y1) +A2 (z1, y1)) (z1 − x∗) + (A1 (z1, y1) +
+A2 (z1, y1)) (x∗ − y1)−A1 (z1, x∗) (z1 − x∗)−A2 (x∗, y1) (x∗ − y1) ≥
≥ A1 (z1, y1) (x∗ − y1) +A2 (z1, y1) (z1 − x∗) ≥ θ.

Îòæå, ç (15.7) âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ y1 ≤ y2 ≤ x∗ ≤ z2 ≤ z1,
òîáòî, ç (15.8) äëÿ n = 0 âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi (15.8) äëÿ n = 1.
Öå ç ïîêëèêàííÿì íà ïðèíöèï iíäóêöi¨ äîçâîëÿ¹ ââàæàòè òåîðåìó
äîâåäåíîþ.

Â óìîâàõ íàñòóïíî¨ òåîðåìè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (15.3)
íå ïîñòóëþ¹òüñÿ.

Òåîðåìà 15.2. Ç ÷àñòêîâî¨ ëiïøèöi¹âîñòi (òîáòî ç óìîâè À)
òà ç íåðiâíîñòåé

y0 ≤ y1 ≤ z1 ≤ z0 (15.9)

âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

yn ≤ yn+1 ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) , (15.10)

äëÿ ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, ïîáóäîâàíèõ çà ôîðìóëàìè (15.6).
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïîòðåáó¹ òiëüêè íåðiâíiñòü y2 ≤ z2, áî

íåðiâíîñòi y1 ≤ y2, z2 ≤ z1 ïiäòâåðäæåíi ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 15.1.
Ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ç óìîâè À i ïðèïóùåííÿ (15.9), ùîá îòðèìàòè

z2 − y2 = 2 (A1 (z1, y1) +A2 (z1, y1)) (z1 − y1) + T (z1, y1)−
−T (y1, z1) ≥ (A1 (z1, y1) +A2 (z1, y1)) (z1 − y1) ≥ θ.



136

Òîìó ìîæíà ââàæàòè îáãðóíòîâàíèìè íåðiâíîñòi (15.10), îñêiëüêè â
íèõ îïðàâäàíèé êðîê iíäóêöi¨ âiä n = 0 äî n = 1.
Ïðàâèëüíà íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü E ïðèçâîäèòü äî âèñíîâêó ïðî
iñíóâàííÿ ãðàíèöü y∗ ∈ E0 òà z∗ ∈ E0 âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòåé
{yn} òà {zn}, êîæíà ç ÿêèõ ìîíîòîííà i îáìåæåíà. Íåïåðåðâíiñòü
îïåðàòîðiâ T , A1, A2 äà¹ ïiäñòàâó äëÿ âèñíîâêó ïðî òå, ùî (y∗, z∗)
¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

y = − (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) + T (y, z) ,
z = (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) + T (z, y) .

(15.11)

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî (y∗, z∗) ¹ êðàéíiì â E0 ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (15.11).
Öå îçíà÷à¹, ùî ïîòðiáíî äîâåñòè íåðiâíîñòi

y∗ ≤ y ≤ z∗, y∗ ≤ z ≤ z∗ (15.12)

äëÿ âñÿêîãî òàêîãî ðîçâ'ÿçêó (y, z) ñèñòåìè (15.11), äëÿ ÿêîãî z, y ∈
E0. Çàäëÿ öi¹¨ ìåòè äîâåäåìî

y0 ≤ y1 ≤ y ≤ z1 ≤ z0, y0 ≤ y1 ≤ z ≤ z1 ≤ z0, (15.13)

çâàæàþ÷è íà òå, ùî çà ïðèïóùåííÿì z, y ∈ E0 ìà¹ìî

y0 ≤ y ≤ z0, y0 ≤ z ≤ z0. (15.14)

Îòæå, ç (15.6) äëÿ n = 0, (15.3) òà ç (15.5), (15.14) i óìîâè À
âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ

y − y1 = − (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) + T (y, z) + (A1 (z0, y0) +
+A2 (z0, y0)) (z0 − y0)− T (y0, z0) ≥ − (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) +
+ (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)−A1 (y, y0) (y − y0)−A2 (z0, z)×
×(z0 − z) = −A1 (z, y) (z − z0) +A1 (z, y) (z0 − y0) +A1(z0, y0)×
×(z0 − y) +A1 (z0, y0) (y − y0)−A2 (z, y) (z − y0) +A2 (z, y) (y−
−y0) +A2 (z0, y0) (z0 − z) +A2 (z0, y0) (z − y0)−A1 (y, y0) (y − y0)−
−A2 (z0, z) (z0 − z) = (A1 (z0, y0)−A1 (y, y0)) (y − y0) + (A1 (z0, y0)−
−A1 (z, y)) (z0 − y) + (A2 (z0, y0)−A2 (z0, z)) (z0 − z) + (A2 (z0, y0)−
−A2 (z, y)) (z − y0) +A1 (z, y) (z0 − z) +A2 (z, y) (y − y0) ≥ θ,
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z − y1 = (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) + T (z, y) + (A1 (z0, y0) +
+A2 (z0, y0)) (z0 − y0)− T (y0, z0) ≥ (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) +
+ (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)−A1 (z, y0) (z − y0)−
−A2 (z0, y) (z0 − y) = A1 (z, y) (z − z0) +A1 (z, y) (z0 − y) +
+A1 (z0, y0) (z − y0) +A1 (z0, y0) (z0 − z) +A2 (z, y) (z − y0) +
+A2 (z, y) (y0 − y) +A2 (z0, y0) (y − y0)−A1 (z, y0) (z − y0)
−A2 (z0, y) (z0 − y) = (A1 (z0, y0)−A1 (z, y)) (z0 − z) +
+ (A2 (z0, y0)−A2 (z0, y)) (z0 − y) + (A1(z0, y0)−
−A1(z, y0))(z − y0) + (A2(z0, y0)−A2(z, y))(y − y0)+
+A1 (z, y) (z0 − y) +A2 (z, y) (z − y0) ≥ θ,

z1 − y = (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0) + T (z0, y0) + (A1 (z, y) +
+A2 (z, y)) (z − y)− T (y, z) ≥ (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0) +
+ (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y)−A1 (z0, y) (z0 − y)−A2 (z, y0) (z−
−y0) = A1 (z0, y0) (z0 − y0) +A1 (z, y) (z − y)−A1 (z0, y) (z0 − y) +
+A2 (z0, y0) (z0 − y0) +A2 (z, y) (z − y)−A2 (z, y0) (z − y0) =
= A1 (z0, y0) (z0 − y) +A1 (z0, y0) (y − y0) +A1 (z, y) (z − y0) +
+A1 (z, y) (y0 − y) +A2 (z0, y0) (z0 − z) +A2 (z0, y0) (z − y0) +
+A2 (z, y) (z − z0) +A2 (z, y) (z0 − y)−A1 (z0, y) (z0 − y)−
−A2 (z, y0) (z − y0) = (A1 (z0, y0)−A1 (z0, y)) (z0 − y) + (A1 (z0, y0)−
−A1 (z, y)) (y − y0) + (A2 (z0, y0)−A2 (z, y)) (z0 − z) + (A2 (z0, y0)−
−A2 (z, y0)) (z − y0) +A1 (z, y) (z − y0) +A2 (z, y) (z0 − y) ≥ θ,

z1 − z = (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0) + T (z0, y0)− (A1 (z, y) +
+A2 (z, y)) (z − y)− T (y, z) ≥ (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)−
− (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y)−A1 (z0, z) (z0 − z)−A2 (y, y0) (y−
−y0) = A1 (z0, y0) (z0 − z) +A1 (z0, y0) (z − y0)−A1 (z, y) (z − y0)−
−A1 (z, y) (y0 − y) +A2 (z0, y0) (z0 − y) +A2 (z0, y0) (y − y0)−
−A2 (z, y) (z − z0)−A2 (z, y) (z0 − y)−A1 (z0, z) (z0 − z)−
−A2 (y, y0) (y − y0) = (A1 (z0, y0)−A1 (z0, z)) (z0 − z) + (A1 (z0, y0)−
−A1 (z, y)) (z − y0) + (A2 (z0, y0)−A2 (z, y)) (z − y0) + (A2 (z0, y0)−
−A2 (z0, z)) (z0 − z) +A1 (z, y) (y − y0) +A2 (z, y) (z0 − z) ≥ θ.

Öå ïiäòâåðäæó¹ íåðiâíîñòi (15.13). Êðiì òîãî, ìiðêóâàííÿ, ÿêi
âèêîðèñòàíi äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé y1 ≤ y ≤ z1, y1 ≤ z ≤ z1,
ôàêòè÷íî îçíà÷àþòü, ùî â íåðiâíîñòÿõ yn ≤ y ≤ zn, yn ≤ z ≤
zn ìîæíà çäiéñíèòè êðîê iíäóêöi¨ âiä n äî n + 1. Ó ïî¹äíàííi ç
íåðiâíîñòÿìè (15.10), ÿêi çà âèêîðèñòàíèõ òóò ïðèïóùåíü ìàþòü ìiñöå
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çàâäÿêè òåîðåìi 8.2, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî

yn ≤ yn+1 ≤ y ≤ zn+1 ≤ zn,
yn ≤ yn+1 ≤ z ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) .

(15.15)

Òîìó ç îãëÿäó íà íåðiâíîñòi (15.15), îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ
(15.12), òîáòî, (y∗, z∗) � êðàéíié â E0 ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (15.11).

Ïîñòóëþâàòèìåìî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (15.11) òà iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E0 ðiâíÿííÿ (15.3). Çâàæàþ÷è íà òå, ùî çà òàêèõ
îáñòàâèí âèõîäèòü, ùî y∗ = z∗ = x∗, áî (x∗, x∗) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
(15.11), ÿêùî x∗ � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (15.3), ìîæåìî çðîáèòè òàêèé
âèñíîâîê ç íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü.

Òåîðåìà 15.3. Íåõàé E � ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið
i ñïðàâäæóþòüñÿ âèìîãè òåîðåìè 15.2, à òàêîæ ðiâíÿííÿ (15.3) ìà¹
ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ E0, à ñèñòåìà (15.11) ìà¹ â E0×E0 ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.
Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé â E0 ðîçâ'ÿçîê x∗ i äî íüîãî ìîíîòîííî çáiãàþòüñÿ
ïîñëiäîâíîñòi {yn} òà {zn}. Ïðè öüîìó ìàòèìåìî ñïiââiäíîøåííÿ
(15.8).

Óìîâè öi¹¨ òåîðåìè, çàáåçïå÷óþ÷è çáiæíiñòü i äâîñòîðîííiñòü
iòåðàöi¨ (15.6) äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (15.3), íå äàþòü çìîãè îòðèìàòè
àïðiîðíó îöiíêó ïîõèáêè ïðîöåñó. Òîìó äîöiëüíî ðîçãëÿíóòè é
iíøi óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü éîãî çáiæíiñòü. Äî íàéïðîñòiøèõ
ïðèïóùåíü äëÿ öi¹¨ ìåòè íàëåæèòü ëiïøèöi¹âiñòü îïåðàòîðà T .
Íàñòóïíå ïðèïóùåííÿ, ÿêå íàçâåìî óìîâîþ Á, ðàçîì ç óìîâîþ À,
åêâiâàëåíòíå ëiïøèöi¹âîñòi ó òðàäèöiéíîìó ðîçóìiííi.

Óìîâà Á. Çàäàíi ëiíiéíi íåïåðåðâíi äîäàòíi ùîäî w ∈ [θ, b− a]
íåïåðåðâíi ùîäî y, z ∈ E0 îïåðàòîðè γ1 (y, z)w, γ2 (y, z)w, äëÿ ÿêèõ
iç ñïiââiäíîøåíü y ≤ z, x, y, z ∈ E0 âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

T (z, x)− T (y, x) ≤ (−A1 (z, y) + γ1 (z, y)) (z − y) ,
(A2 (z, y)− γ2 (z, y)) (z − y) ≤ T (x, z)− T (x, y) .

(15.16)

Òåîðåìà 15.4. Íåõàé: 1) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 15.2;
2) E � íàïiâóïîðÿäêîâàíèé áàíàõiâ ïðîñòið; 3) ïðè y, z ∈ E0

ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

‖H‖ ≤ q < 1, (15.17)



139

äå

H = H (y, z) = A1 (z, y) +A2 (z, y) + γ1 (z, y) + γ2 (z, y) . (15.18)

Òîäi iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (15.5), (15.6) çáiãà¹òüñÿ äî ¹äèíîãî â E0

ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (15.3) íå ïîâiëüíiøå çà ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ
iç çíàìåííèêîì q.

Äîâåäåííÿ. Iç (15.6), (15.8) çà äîïîìîãîþ óìîâè Á ìîæíà çíàéòè

zn+1 − yn+1 = 2 (A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn)) (zn − yn) + T (zn, yn)−
−T (yn, zn) ≤ (A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn) + γ1 (zn, yn) + γ2 (zn, yn))×

× (zn − yn) = H (yn, zn) (zn − yn) .

Çâiäñè òà iç (15.8) i (15.17) âèïëèâà¹

‖zn+1 − yn+1‖ ≤ q ‖zn − yn‖ .

Òîìó iñíó¹ ñïiëüíà ãðàíèöÿ x∗ ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn} i ïðàâäèâi
îöiíêè

‖zn+1 − x∗‖ ≤ ‖zn+1 − yn+1‖ ≤ q ‖zn − yn‖ ,
‖x∗ − yn+1‖ ≤ ‖zn+1 − yn+1‖ ≤ q ‖zn − yn‖ .

Çàäëÿ iëþñòðàöi¨ íàâåäåíî¨ òåîðåìè âiäìiòèìî ñèòóàöiþ, êîëè

A1 (y, z) = −T1 (z) , A2 (y, z) = T2 (z) ,

äå T1 (z), T2 (z) ¹ ïîõiäíèìè Ôðåøå âiä îïåðàòîðà T (y, z) ùîäî y òà
ùîäî z âiäïîâiäíî, à îïåðàòîðè γ1 (z, y), γ2 (z, y) ¹ ¨õ âiäïîâiäíèìè
�çáóðåííÿìè�, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Á. ßêùî ïðè öüîìó

‖T2 (y)− T1 (y)‖ ≤ q0, ‖γ1 (z, y)− γ2 (z, y)‖ ≤ q1 (y, z ∈ E) ,

ìîæíà ïðèéíÿòè
q = q0 + q1.

ßêùî T (y, z) íå ñïàäà¹ çà y, íå çðîñòà¹ çà z, òî çà A1 (z, y), A2 (z, y)
ìîæíà âçÿòè íóëüîâi îïåðàòîðè, à iòåðàöiéíi ôîðìóëè (15.6) çàìiíèòè
ôîðìóëàìè

yn+1 = T (yn, zn) , zn+1 = T (zn, yn) .
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Ïðè íåñïàäíîìó ùîäî y îïåðàòîði T (y, z) ñïiââiäíîøåííÿ (15.4)
ìàòèìóòü âèãëÿä

θ ≤ T (z, x)− T (y, x) ,
T (x, z)− T (x, y) ≤ A2 (z, y) (z − y) ,

à iòåðàöiéíi ôîðìóëè (15.6) ìîæíà çàìiíèòè ôîðìóëàìè

yn+1 = −A2 (zn, yn) (zn − yn) + T (yn, zn) ,
zn+1 = A2 (zn, yn) (zn − yn) + T (zn, yn) .

Ïðè íåçðîñòàþ÷îìó ùîäî z îïåðàòîði T (y, z) íåðiâíîñòi (15.4) ç óìîâè
À ìîæíà ïîäàòè ÿê íåðiâíîñòi

−A1 (z, y) (z − y) ≤ T (z, x)− T (y, x) ,
T (x, z)− T (x, y) ≤ θ,

à iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (15.6) ìàòèìå âèãëÿä

yn+1 = −A1 (zn, yn) (zn − yn) + T (yn, zn) ,
zn+1 = A1 (zn, yn) (zn − yn) + T (zn, yn) .

Çà ñèòóàöi¨, êîëè T (y, z) íå çàëåæèòü âiä z, à òàêîæ êîëè T (y, z) íå
çàëåæèòü âiä y, iç ðåçóëüòàòiâ öüîãî ïàðàãðàôó ÿê ÷àñòêîâi âèïàäêè
îòðèìóþòüñÿ ðåçóëüòàòè ç �10 äëÿ íàïiâëiïøèöi¹âèõ îïåðàòîðiâ.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè îá ðóíòóâàííi àëãîðèòìó (15.5), (15.6)
ïðèïóùåííÿ ïðî ïðàâäèâiñòü ñïiââiäíîøåíü (15.7) ìîæíà çàìiíèòè
iíøèìè ïðèïóùåííÿìè, ÿêi íàçâåìî óìîâîþ Â.

Óìîâà Â. Ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

a ≤ T (a, b)− (A1 (b, a) +A2 (b, a)) (b− a) ,
b ≥ T (b, a) + (A1 (b, a) +A2 (b, a)) (b− a)

(15.19)

ç îïåðàòîðàìè A1, A2, ÿêi ôiãóðóþòü â óìîâi À.
Òåîðåìà 15.5. Íåõàé E0 = [a, b] (a ≤ b) i ñïðàâäæóþòüñÿ

óìîâè À òà Â. Òîäi ìàòèìåìî íåðiâíîñòi (15.9).
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ç (15.5), (15.6), (15.19) î÷åâèäíèì ÷èíîì

ìà¹ìî y1 ≥ y0, z1 ≤ z0, òî äîâåäåííÿ ïîòðåáó¹ òiëüêè íåðiâíiñòü
z1 ≥ y1. �¨ îòðèìó¹ìî ç óìîâè À i ùîéíî çíàéäåíèõ íåðiâíîñòåé, áî

z1 − y1 = 2 (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0) + T (z0, y0)−
−T (y0, z0) ≥ (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0) ≥ θ.
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Âiäìiòèìî ùî, ùî êîëè äî óìîâ òåîðåìè (15.5) ïðè¹äíàòè
ïðèïóùåííÿ ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E0 ðiâíÿííÿ (15.3), òî
ìîæíà äîâåñòè íåðiâíîñòi (15.8). Ñïðàâäi, ïîäiáíi äî ïîïåðåäíiõ
âèêëàäè ïðèçâîäÿòü äî ñïiââiäíîøåíü

x∗ − y1 = T (x∗, x∗) + (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)−
−T (y0, z0) ≥ (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)−A1 (x∗, y0)×
× (x∗ − y0)−A2 (z0, x∗) (z0 − x∗) = (A1 (z0, y0)−
−A1 (x∗, y0)) (x∗ − y0) + (A2 (z0, y0)−A2 (z0, x∗)) (z0 − x∗) +
+A1 (z0, y0) (z0 − x∗) +A2 (z0, y0) (x∗ − y0) ≥ θ,

z1 − x∗ = (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0) + T (z0, y0)−
−T (x∗, x∗) ≥≥ (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)−A1 (z0, x∗)×
× (z0 − x∗)−A2 (x∗, y0) (x∗ − y0) = (A1 (z0, y0)−
−A1 (z0, x∗)) (z0 − x∗) + (A2 (z0, y0)−A2 (x∗, y0)) (x∗ − y0) +
+A1 (z0, y0) (x∗ − y0) +A2 (z0, y0) (z0 − x∗) ≥ θ.

Îòæå, ïiäòâåðäæåíà íåðiâíiñòü y1 ≤ z1 i öèì äîâåäåíî íåðiâíîñòi
(15.7).

Ïðèêëàä 15.1. Äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

x = Ax+ b,

ÿêå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

x = A+x−A−x+ b, (15.20)

äå A+ : E → E, A− : E → E, ïðè÷îìó A+, A− � ëiíiéíi äîäàòíi
îïåðàòîðè, E � íàïiâóïîðÿäêîâàíèé áàíàõiâ ïðîñòið, ðîëü îïåðàòîðiâ
A1, A2 ìîæíà ïðèïèñàòè âiäïîâiäíî îïåðàòîðàì A+, A− âiäïîâiäíî,
òîáòî ìîæíà ïðèéíÿòè

A1 = A+, A2 = A−.

Òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (15.4) ìàòèìóòü âèãëÿä

−A− (z − y) = (−A−z +A+x+ b)− (−A−y +A+x+ b) ,
(−A−x+A+z + b)− (−A−x+A+y + b) = A+ (z − y) .
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Iòåðàöiéíi ôîðìóëè (15.6) ñïiâïàäàþòü ç ôîðìóëàìè

yn+1 = A+yn −A−zn + b,
zn+1 = A+zn −A−yn + b.

(15.21)

Çà A+ òà A− ìîæíà ïðèéíÿòè, çîêðåìà, âiäïîâiäíî äîäàòíó òà
âiä'¹ìíó ÷àñòèíè îïåðàòîðà A (äèâ., íàïð., [20]). Â òàêîìó ðàçi
äëÿ çáiæíîñòi ïðîöåñó (15.6), ÿêèé ñïiâïàäà¹ ç ïðîöåñîì (15.21),
äîñòàòíüî, ùîá ÿê i äëÿ çâè÷àéíîãî ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü
xn+1 = Axn + b, ñïðàâäæóâàëàñÿ óìîâà ‖A‖ ≤ q < 1.

�16. Êâàçiêóðïåëåâi äâîñòîðîííi ìåòîäè

Ïiä òàêèìè ìåòîäàìè áóäåìî ðîçóìiòè äâîñòîðîííi iòåðàöiéíi
àëãîðèòìè, êîòði ïî¹äíóþòü iäå¨ äâîñòîðîííiõ àíàëîãiâ ìåòîäiâ
Êóðïåëÿ ç �14 òà äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ iç �15 ç ÷àñòêîâî ëiïøèöi¹âèìè
îïåðàòîðàìè. ßê i ïðè ïîáóäîâi äâîñòîðîííiõ êâàçi÷àïëèãiíñüêèõ
ìåòîäiâ ó �11, äîöiëüíiñòü ïî¹äíàííÿ öèõ iäåé ìîæíà îïðàâäàòè
íå ëèøå íàìàãàííÿì ðîçøèðèòè ìîæëèâîñòi çàñòîñóâàííÿ òàêèõ
ìåòîäiâ. Éäåòüñÿ òàêîæ ïðî íåìîæëèâiñòü çíàéòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè
ëiíåàðèçîâàíèõ ðiâíÿíü â ðåàëüíèõ iòåðàöiéíèõ ïðîöåñàõ òà ïðî
ãðîìiçäêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ó âèïàäêó, êîëè ¹ òåîðåòè÷íà ìîæëèâiñòü
¨õ çíàéòè ÿâíî. Ìàþòüñÿ òàêîæ íà óâàçi ïîõèáêè çàîêðóãëåíü
ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ñõåì i ò. ï. Îïèñàíi ìåòîäè îõîïëþþòü ç
¹äèíîãî ôîðìàëüíîãî ïîãëÿäó äâîñòîðîííi àëãîðèòìè äëÿ ðiâíÿíü ç
íåäèôåðåíöiéîâíèìè îïåðàòîðàìè ÿê ç ëiíiéíîþ, òàê i ç íàäëiíiéíîþ
øâèäêiñòþ çáiæíîñòi. Îòæå, ðîçãëÿäàòèìåìî çàãàëüíèé ñïîñiá
ïîáóäîâè äâîñòîðîííiõ ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

x = Fx. (16.1)

ßê i ðàíiøå, áóäåìî ââàæàòè, ùî öå ðiâíÿííÿ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

x = T (x, x) (16.2)

çà iñíóâàííÿ òàêîãî îïåðàòîðà T (y, z), äëÿ ÿêîãî

T (x, x) = Fx. (16.3)
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Ðîçãëÿäàòèìåìî ñèòóàöiþ, êîëè E0 � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà
åëåìåíòiâ iç íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó E. Çàäëÿ çðó÷íîñòi
ïðèéìåìî, ùî E0 = [a, b] � âiäðiçîê â E. Îïåðàòîð T (y, z) : E0 ×
E0 → E ââàæàòèìåìî íåïåðåðâíèì ùîäî y, z. Îñíîâíi ïðèïóùåííÿ
îôîðìèìî ó âèãëÿäi îêðåìèõ óìîâ.

Óìîâà À. Çàäàíi îïåðàòîðè Gi (y, z)w, αi (y, z)w,
Ai (y, z)w (i = 1, 2) � íåïåðåðâíi ùîäî y, z ∈ E0, äîäàòíi ëiíiéíi
íåïåðåðâíi ùîäî w ∈ E, íåñïàäíi çà y, íåçðîñòàþ÷i çà z, äëÿ ÿêèõ iç
ñïiââiäíîøåíü y ≤ z, x, y, z ∈ E0 âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

(G1 (y, z) +α1 (y, z)−A1 (z, y)) (z−y)≤T (z, x)−T (y, x) ,
T (x, z)−T (x, y)≤− (G2 (y, z) +α2 (y, z)−A2 (z, y)) (z−y) . (16.4)

Óìîâà À0. Òàê áóäåìî íàçèâàòè ïðèïóùåííÿ, ÿêå îòðèìó¹òüñÿ
ç óìîâè À, ÿêùî âèìàãàòè, ùîá íåðiâíîñòi (16.4) ñïðàâäæóâàëèñÿ
ïðè âñiõ x, y, z ∈ E0, à íå ëèøå äëÿ òàêèõ, ùî y ≤ z.

Óìîâà Á. Ñïiââiäíîøåííÿ y ≤ z, y, z ∈ E0, p, q ∈ E,

p ≥ G1 (y, z) p+G2 (y, z) q,
q ≥ (G1 (y, z) + α1 (y, z)) q + (G2 (y, z) + α2 (y, z)) p

ñïðè÷èíþþòü íåðiâíîñòi p ≥ θ, q ≥ θ.
Óìîâà Â. Ïðè êîæíîìó n = 0, 1, . . . ñèñòåìà ðiâíÿíü

yn+1 = G1 (yn, zn) (yn+1 − yn)−G2 (yn, zn) (zn+1 − zn)−
− (A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn)) (zn − yn) + T (yn, zn) ,
zn+1 = (G1 (yn, zn) + α1 (yn, zn)) (zn+1 − zn)−
− (G2 (yn, zn) + α2 (yn, zn)) (yn+1 − yn) +

+ (A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn)) (zn − yn) + T (zn, yn)

(16.5)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (yn+1, zn+1), äå

y0 = a, z0 = b. (16.6)

Òåîðåìà 16.1. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À) � Â) i äëÿ
åëåìåíòiâ y0, z0, y1, z1, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (16.5) ïðè n = 0 òà
(16.6), ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

y0 ≤ y1 ≤ z1 ≤ z0. (16.7)



144

Òîäi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn}, ïîáóäîâàíèõ çà äîïîìîãîþ
ôîðìóë (16.5), ïðè n = 0, 1, . . . ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

yn ≤ yn+1 ≤ zn+1 ≤ zn. (16.8)

Äîâåäåííÿ. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî íåðiâíîñòi (16.7) ïðèçâîäÿòü äî
íåðiâíîñòåé (16.8) äëÿ n = 1. Ç (16.5) äëÿ n = 0 òà äëÿ n = 1 âèïëèâà¹

y2 − y1 = G1 (y1, z1) (y2 − y1) +G2 (y1, z1) (z1 − z2)−G1 (y0, z0)×

× (y1 − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − z1) + (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0))×

× (z0−y0)− (A1 (z1, y1) +A2 (z1, y1)) (z1 − y1) +T (y1, z1)− T (y0, z0) ≥

≥ G1 (y1, z1) (y2 − y1) +G2 (y1, z1) (z1 − z2)−G1 (y0, z0)×

(y1 − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − z1) + (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)−

− (A1 (z1, y1) +A2 (z1, y1)) (z1 − y1) + (G1 (y0, y1) + α1 (y0, y1))×

× (y1−y0)−A1 (y1, y0) (y1−y0) + (G2 (z1, z0) +α2 (z1, z0)) (z0−z1)−

−A2 (z0, z1) (z0 − z1) ≥ G1 (y1, z1) (y2 − y1) +G2 (y1, z1)×

× (z1 − z2) +A1 (z0, y0) (z0 − z1) +A2 (z0, y0) (y1 − y0) +

+(G1 (y0, y1)−G1 (y0, z0)) (y1 − y0) + (G2 (z1, z0)−G2 (y0, z0))×

× (z0 − z1) + α1 (y0, y1) (y1 − y0) + α2 (z1, z0) (z0 − z1) ≥

≥ G1 (y1, z1) (y2 − y1) +G2 (y1, z1) (z1 − z2) ,

z1 − z2 = − (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − z1)− (G2 (y0, z0) +

α2 (y0, z0)) (y1 − y0) + (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z1 − z2) +

+(G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1)) (y2 − y1)− (A1 (z1, y1) +A2 (z1, y1))×

× (z1 − y1) + (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0) + T (z0, y0)−

−T (z1, y1) ≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z1 − z2) + (G2 (y1, z1) +

α2 (y1, z1)) (y2 − y1)− (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − z1)−

−(G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y1−y0) + (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0))×
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× (z0−y0)− (A1 (z1, y1) +A2 (z1, y1)) (z1−y1) +

(G1 (z1, z0) +α1 (z1, z0)) (z0 − z1)−A1 (z0, z1) (z0 − z1) +

+ (G2 (y0, y1) + α2 (y0, y1)) (y1 − y0)−A2 (y1, y0) (y1 − y0) ≥

≥ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z1 − z2) + (G2 (y1, z1) +

+α2 (y1, z1)) (y2 − y1) + (G1 (z1, z0)−G1 (y0, z0)) (z0 − z1) +

+ (G2 (y0, y1)−G2 (y0, z0)) (y1 − y0) + +(α1 (z1, z0)−

−α1 (y0, z0)) (z0 − z1) + (α2 (y0, y1)− α2 (y0, z0)) (y1 − y0) +

+A1 (z0, y0) (y1−y0) +A2 (z0, y0) (z0−z1) ≥ (G1 (y1, z1) +

+α1 (y1, z1)) (z1−z2) + (G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1)) (y2 − y1) .

Öå äà¹ çìîãó ïîêëèêàòèñÿ íà óìîâó Á, ùîá îòðèìàòè íåðiâíîñòi

y1 ≤ y2, z1 ≥ z2.

Ïîäiáíèì ñïîñîáîì çíàõîäèìî

z2 − y2 = (G1 (y1, z1) +G2 (y1, z1)) (z2 − y2)− α1 (y1, z1)×

× (z1 − z2)− α2 (y1, z1) (y2 − y1)− (G1 (y1, z1) +G2 (y1, z1)) (z1 − y1) +

+2 (A1 (z1, y1) +A2 (z1, y1)) (z1 − y1) + T (z1, y1)− T (y1, z1) ≥

≥ (G1 (y1, z1) +G2 (y1, z1) + α1 (y1, z1) + α2 (y1, z1)) (z2 − y2)−

−α1 (y1, z1) (z1 − y2)−−α2 (y1, z1) (z2 − y1) + 2(A1 (z1, y1) +

+A2 (z1, y1)) (z1 − y1)− (G1 (y1, z1) +G2 (y1, z1)) (z1 − y1) +

+ (G1 (y1, z1) + α1 (y1, z1)) (z1 − y1)−A1 (z1, y1) (z1 − y1) +

+ (G2 (y1, z1) + α2 (y1, z1)) (z1 − y1)−A2 (z1, y1) (z1 − y1) ≥

≥ (G1 (y1, z1) +G2 (y1, z1) + α1 (y1, z1) + α2 (y1, z1)) (z2 − y2) .

Çà óìîâîþ Á îòðèìó¹ìî: y2 ≤ z2. Îòæå, çàâåðøåíå îáãðóíòóâàííÿ
ìîæëèâîñòi êðîêó iíäóêöi¨ â (16.6) âiä n = 0 äî n = 1. Òîìó ââàæà¹ìî
òåîðåìó äîâåäåíîþ.

Óìîâ òåîðåìè 16.1, âçàãàëi êàæó÷è, çàìàëî, ùîá çðîáèòè
âèñíîâîê ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (16.3) òà ïðî çáiæíiñòü
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ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn}. Ïðè¹äíàííÿ äî óìîâ öi¹¨ òåîðåìè
äîäàòêîâî¨ âèìîãè ùîäî íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó E ïðî
ïðàâèëüíó íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü ñïðè÷èíþ¹ iñíóâàííÿ ãðàíèöü y∗ òà
z∗ âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòåé {yn} òà {zn}, áî îáèäâi âîíè îáìåæåíi i
ìîíîòîííi, îñêiëüêè äëÿ íèõ ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (16.8). Ïðè öüîìó
y∗ ≤ z∗ i, êðiì òîãî, ïàðà (y∗, z∗) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

y = − (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) + T (y, z) ,
z = (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) + T (z, y) .

(16.9)

Ìîæíà äîâåñòè, ùî ç iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E0 ðiâíÿííÿ (16.3)
i ç ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (16.9) âèïëèâà¹ çáiæíiñòü iòåðàöiéíîãî
ïðîöåñó (16.5), (16.6) äî ¹äèíîãî â E0 ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (16.3), à
òàêîæ îöiíêè

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (16.10)

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî òàêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 16.1. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 16.1, à

ïðîñòið E � ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé. Òîäi iñíó¹ êðàéíié â
E0 ðîçâ'ÿçîê (y∗, z∗) ñèñòåìè (16.9) i äî éîãî êîìïîíåíò y∗, z∗

çáiãàþòüñÿ, âiäïîâiäíî íå ñïàäàþ÷è i íå çðîñòàþ÷è, ïîñëiäîâíîñòi
{yn}, {zn}, ïîáóäîâàíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (16.5). Ïðè öüîìó ìà¹ìî
ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ y∗ ≤ z∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (16.11)

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì êðàéíüîãî â E0 ðîçâ'ÿçêó (y∗, z∗)
ïîòðiáíî ïiäòâåðäèòè, ùî äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó (y, z) (y, z ∈ E0)
ñèñòåìè (16.9) ïðàâäèâi ñïiââiäíîøåííÿ

y∗ ≤ y ≤ z∗, y∗ ≤ z ≤ z∗. (16.12)

Äëÿ öüîãî äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (16.8), ùî ïðè
êîæíîìó n = 0, 1, . . . áóäåìî ìàòè

yn ≤ y ≤ zn, yn ≤ z ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (16.13)
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Öå ìîæíà ðåàëiçóâàòè çà äîïîìîãîþ ñõåìè ìiðêóâàíü, ïîäiáíî¨ äî
òî¨, ùî âèêîðèñòàíà äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 14.3. Îñêiëüêè iç (16.6)
âèïëèâà¹, ùî y0 ≤ y ≤ z0, y0 ≤ z ≤ z0, òîáòî, ùî (16.13) ìàþòü
ìiñöå ïðè n = 0, òî ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ìîæíà â (16.13) çðîáèòè êðîê
iíäóêöi¨ âiä n = 0 äî n = 1. Äëÿ öüîãî çíàõîäèìî

y − y1 = T (y, z)− (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y)−G1 (y0, z0)×

× (y1 − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − z1) + (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)−

−T (y0, z0) ≥ (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)− (A1 (z, y) +

+A2 (z, y)) (z − y)−G1 (y0, z0) (y1 − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − z1) +

+ (G1 (y0, y) + α1 (y0, y)) (y − y0) + (G2 (z, z0) + α2 (z, z0))×

(z0 − z)−A1 (y, y0) (y − y0)−A2 (z0, z) (z0 − z) =

= G1 (y0, z0) (y − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − z) + (G1 (y0, y)−G1 (y0, z0))×

× (y − y0) + (G2 (z, z0)−G2 (y0, z0)) (z0 − z) + α1 (y0, y) (y − y0) +

+α2 (z, z0) (z0 − z) + (A1 (z0, y0)−A1 (y, y0)) (y − y0) +

+ (A1 (y0, z0)−A1 (z, y)) (z0 − y) + (A2 (z0, y0)−A2 (z0, z))×

× (z0 − z) + (A2 (z0, y0)−A2 (z, y)) (z − y0) +A1(z, y)(z0 − z)+

+A2(z, y)(y − y0) ≥ G1 (y0, z0) (y − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − z) ,

z1 − y = − (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − z1)− (G2 (y0, z0) +

+α2 (y0, z0)) (y1 − y0) + (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0) +

+T (z0, y0) + (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y)− T (y, z) ≥

≥ − (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − z1)− (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0))×

× (y1 − y0)+(A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)+(A1 (z, y) +A2 (z, y))×

× (z − y) + (G1 (y, z0) + α1 (y, z0)) (z0 − y) + (G2 (y0, z) +

+α2 (y0, z)) (z − y0)−A1 (z0, y) (z0 − y)−A2 (z, y0) (z − y0) =

= (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − y)+(G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z − y1) +

+ (G1 (y, z0) + α1 (y, z0)−G1 (y0, z0)− α1 (y0, z0))×
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× (z0 − y) + (G2 (y0, z) + α2 (y0, z)−G2 (y0, z0)− α2 (y0, z0)) (z − y0) +

+ (A1 (z0, y0)−A1 (z0, y)) (z0 − y) + (A1 (z0, y0)−A1 (z, y)) (y − y0) +

(A2 (z0, y0)−A2 (z, y)) (z0 − z) + (A2 (z0, y0)−A2 (z, y0)) (z − y0) +

+A1 (z, y) (z − y0) +A2(z, y) (z0 − y) ≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0))×

× (z1 − y) + (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z − y1) ,

z − y1 = T (z, y)−G1 (y0, z0) (y1 − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − z1)−

−T (y0, z0) + (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) + (A1 (z0, y0) +

+A2 (z0, y0)) (z0 − y0) ≥ G1 (y0, z0) (z − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − y)−

−G1 (y0, z0) (z − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − y) + (G1 (y0, z) +

+α1 (y0, z)) (z − y0) + (G2 (y, z0) + α2 (y, z0)) (z0 − y) + (A1 (z, y) +

+A2 (z, y)) (z − y) + (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)−

−A1 (z, y0) (z − y0)−A2 (z0, y) (z0 − y) = G1 (y0, z0) (z − y1) +

+G2 (y0, z0) (z1 − y) + (G1 (y0, z)−G1 (y0, z0)) (z − y0) +

(G2 (y, z0)−G2 (y0, z0)) (z0 − y) + α1 (y0, z) (z − y0) +

+α2 (y, z0) (z0 − y) + (A1 (z0, y0)−A1 (z, y)) (z0 − z) +

+ (A1 (z0, y0)−A1 (z, y0)) (z − y0) + (A2 (z0, y0)−A2 (z0, y)) (z0 − y) +

+ (A2 (z0, y0)−A2 (z, y)) (y − y0) +A1 (z, y) (z0 − y) +

+A2 (z, y) (z − y0) ≥ G1 (y0, z0) (z − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − y) ,

z1 − z = − (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − z1)− (G2 (y0, z0) +

+α2 (y0, z0)) (y1 − y0) + (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)−

− (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) + T (z0, y0)− T (z, y) ≥

≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z) + (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0))×

× (y − y1)− (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − z)− (G2 (y0, z0) +

+α2 (y0, z0)) (y − y0) + (G1 (z, z0) + α1 (z, z0)) (z0 − z) +

+ (G2 (y0, y) + α2 (y0, y)) (y − y0) + + (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0))×
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(z0 − y0)− (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y)−A1 (z0, z) (z0 − z)−

−A2 (y, y0) (y − y0) = (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z) +

+ (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y − y1) + (G1 (z, z0)−G1 (y0, z0))×

× (z0 − z) + (G2 (y0, y)−G2 (y0, z0)) (y − y0) + (α1 (z, z0)−

−α1 (y0, z0)) (z0 − z) + (α2 (y0, y)− α2 (y0, z0)) (y − y0) +

+ (A1 (z0, y0)−A1 (z0, z)) (z0 − z) + (A1 (z0, y0)−A1 (z, y))×

× (z − y) + (A2 (z0, y0)−A2 (z0, z)) (z0 − z) + (A2 (z0, y0)−

−A2 (z, y)) (z − y0) +A1 (z, y) (y − y0) +A2 (z, y) (z0 − z) ≥

≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − z) + (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y − y1) .

Îòæå, ìîæíà çàñòîñóâàòè óìîâó Á. Òîìó ìàòèìåìî y0 ≤ y1 ≤ y ≤
z1 ≤ z0, y0 ≤ y1 ≤ z ≤ z1 ≤ z0. Öå äà¹ çìîãó ââàæàòè äîâåäåíèìè
íåðiâíîñòi

yn ≤ yn+1 ≤ y ≤ zn+1 ≤ zn,
yn ≤ yn+1 ≤ z ≤ zn+1 ≤ zn

(n = 0, 1, ...),
(16.14)

÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè ÿêèõ ¹ ïîòðiáíi íåðiâíîñòi (16.8). Öèì ëåìó
äîâåäåíî.

Òåîðåìà 16.2. Íåõàé: 1) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À � Â; 2) äëÿ
åëåìåíòiâ y0, y1, z0, z1 ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (16.7); 3)
ðiâíÿííÿ (16.3) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê â E0; 4) ñèñòåìà (16.9) ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê â E0 × E0; 5) E � ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið.
Òîäi ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} çáiãàþòüñÿ äî ¹äèíîãî â E0 ðîçâ'ÿçêó
x∗ ðiâíÿííÿ (16.3) i ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (16.15)

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 16.1 iç íåðiâíîñòåé (16.14) òà ç ïðàâèëüíî¨
íàïiâóïîðÿäêîâàíîñòi E âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ãðàíèöi y∗ ∈ E0

ïîñëiäîâíîñòi {yn} òà ãðàíèöi z∗ ∈ E0 ïîñëiäîâíîñòi {zn}. Êðiì
òîãî, î÷åâèäíî, ùî y∗ ≤ z∗. Çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðiâ ó
ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòåé (16.5) ÿñíî, ùî (y∗, z∗) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè
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(16.9). Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ E0 ðiâíÿííÿ (16.3) iñíó¹, òî ñèñòåìà
(16.9) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (x∗, x∗). Ç ¹äèíîñòi öüîãî ðîçâ'ÿçêó âèïëèâà¹, ùî
y∗ = z∗ = x∗. Îñêiëüêè çàâäÿêè òåîðåìi 16.1 î÷åâèäíèìè â öié ñèòóàöi¨
¹ íåðiâíîñòi (16.15), òî òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 16.3. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè À � Â, ïðàâäèâi
ñïiââiäíîøåííÿ (16.7), i ðiâíÿííÿ (16.3) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ E0.
Òîäi ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (16.15) äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ i
ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, îòðèìàíèõ çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó (16.5),
(16.6).

Äîâåäåííÿ. Ïîòðåáóþòü ïiäòâåðäæåííÿ òiëüêè íåðiâíîñòi

y1 ≤ x∗ ≤ z1 (n = 0, 1, . . .) , (16.16)

áî íåðiâíîñòi y1 ≤ y2, z2 ≤ z1 îáãðóíòîâàíi çà òèõ ñàìèõ óìîâ ïðè
äîâåäåííi òåîðåìè 16.1. Çíàõîäèìî

x∗ − y1 = T (x∗, x∗)−G1 (y0, z0) (y1 − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − z1) +

+ (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)− T (y0, z0) ≥ (A1 (z0, y0) +

+A2 (z0, y0)) (z0 − y0)−A1 (x∗, y0) (x∗ − y0)−A2 (z0, x∗) (z0 − x∗)−

−G1 (y0, z0) (y1 − y0)−G2 (y0, z0) (z0 − z1) + (G1 (y0, x
∗) +

+α1 (y0, x
∗)) (x∗ − y0) + (G2 (x∗, z0) + α2 (x∗, z0)) (z0 − x∗) =

= (G1 (y0, x
∗)−G1 (y0, z0)) (x∗ − y0) + (G2 (x∗, z0)−G2 (y0, z0))×

× (z0 − x∗) + +G1 (y0, z0) (x∗ − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − x∗) +

+α1 (y0, x
∗) (x∗ − y0) + α2 (x∗, z0) (z0 − x∗) + (A1 (z0, y0)−

−A1 (x∗, y0)) (x∗ − y0) + (A2 (y0, z0) +A2 (z0, x∗)) (z0 − x∗) +

+A1 (z0, y0) (z0 − x∗) +A2 (z0, y0) (x∗ − y0) ≥

≥ G1 (y0, z0) (x∗ − y1) +G2 (y0, z0) (z1 − x∗) ,

z1 − x∗ = − (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − z1)−

− (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y1 − y0) + T (z0, y0)− T (x∗, x∗) +

+ (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0) ≥ − (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0))×
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× (z0 − z1)− (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y1 − y0) + (A1 (z0, y0) +

+A2 (z0, y0)) (z0 − y0)−A1 (z0, x∗) (z0 − x∗)−A2 (x∗, y0) (x∗ − y0) +

+ (G1 (x∗, z0) + α1 (x∗, z0)) (z0 − x∗) + (G2 (y0, x
∗) + α2 (y0, x

∗))×

(x∗ − y0) = (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z1 − x∗) + (G2 (y0, z0) +

+α2 (y0, z0)) (x∗ − y1) + (G1 (x∗, z0)−G1 (y0, z0)) (z0 − x∗) +

+ (G2 (y0, x
∗)−G2 (y0, z0)) (x∗ − y0) + (α1 (x∗, z0)− α1 (y0, z0))×

× (z0 − x∗) + (α2 (y0, x
∗)− α2 (y0, z0)) (x∗ − y0) + (A1 (z0, y0)−

−A1 (z0, x∗)) (z0 − x∗) + (A2 (z0, y0)−A2 (x∗, y0)) (x∗ − y0) +

+A1 (z0, y0) (x∗ − y0) +A2 (z0, y0) (z0 − x∗) ≥ (G1 (y0, z0) +

+α1 (y0, z0)) (z1 − x∗) + (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (x∗ − y1) .

Öå îçíà÷à¹, ùî ìîæíà çàñòîñóâàòè óìîâó Á i îäåðæàòè
íåðiâíîñòi (16.16). Îòæå, îá ðóíòîâàíi ñïiââiäíîøåííÿ (16.7).
Öèì ïiäòâåðäæåíî, ùî ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ç òåîðåìè 16.1, ùîá
ââàæàòè òåîðåìó äîâåäåíîþ.

Çóïèíèìîñÿ íà ñèòóàöi¨, êîëè E0 íå êîí÷å ñïiâïàäà¹ ç âiäðiçêîì
[a, b]. Ïîçíà÷èìî

A (x, y) = A1 (y, x) +A2 (y, x) +G1 (x, y) +G2 (x, y) +
+α1 (x, y) + α2 (x, y) .

(16.17)

Òåîðåìà 16.4. Íåõàé: 1) E0 ¹ îïóêëîþ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â
E; 2) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À0, Á, Â; 3) çàäàíi åëåìåíòè a, b ∈ E0,
äëÿ ÿêèõ

a ≤ − (A1 (b, a) +A2 (b, a)) (b− a) + T (a, b) ,
b ≥ (A1 (b, a) +A2 (b, a)) (b− a) + T (b, a) ,

(16.18)

4) ç íåðiâíîñòi w ≥ A (x, y)w âèïëèâà¹, ùî w ≥ θ. Òîäi äëÿ
ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn}, ïîáóäîâàíèõ çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî
ïðîöåñó (16.5), (16.6), ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (16.8).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî íàñàìïåðåä, ùî óìîâàìè òåîðåìè íå
âèìàãà¹òüñÿ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi

a ≤ b. (16.19)
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Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ç óìîâ òåîðåìè öÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹. Äëÿ
öüîãî ç (16.18), âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè À0 òà Á, îòðèìó¹ìî

b− a ≥ 2 (A1 (b, a) +A2 (b, a)) (b− a) + T (b, a)− T (a, b) ≥
≥ 2 (A1 (b, a) +A2 (b, a)) (b− a) + (G1 (a, b) + α1 (a, b)−A1 (b, a))×

× (b− a) + (G2 (a, b) + α2 (a, b)−A2 (b, a)) (b− a) =
= (A1 (b, a) +A2 (b, a) +G1 (a, b) +G2 (a, b) + α1 (a, b) + α2 (a, b))×

× (b− a) = A (a, b) (b− a) .

Íàâåäåíèé âèêëàä i óìîâà 4) äàþòü ïiäñòàâó äëÿ âèñíîâêó ïðî òå,
ùî íåðiâíîñòi (16.19) ìàþòü ìiñöå. Ñêîðèñòàâøèñü ç öüîãî òà iç
ñïiââiäíîøåíü (16.6), (16.18) (16.5) ìà¹ìî

y1 − y0 ≥ G1 (y0, z0) (y1 − y0) +G2 (y0, z0) (z0 − z1) ,
z0 − z1 ≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0)) (z0 − z1) +
+ (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (y1 − y0) .

Óìîâà Á îçíà÷à¹, ùî çâiäñè îäåðæó¹ìî âèñíîâîê ïðî îáãðóíòîâàíiñòü
íåðiâíîñòåé y0 ≤ y1, z0 ≥ z1. ßêùî äîâåñòè íåðiâíiñòü y1 ≤ z1, òî öå
îçíà÷àòèìå, ùî âèêîíàíi íåðiâíîñòi (16.7), îñêiëüêè óìîâó Á ìîæíà
ðîçãëÿíóòè ÿê ïîñëàáëåíó ó ïîðiâíÿííi ç óìîâîþ 3) �14. Çíàõîäèìî

z1 − y1 = 2 (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0)− (G1 (y0, z0) +
+α1 (y0, z0) (z0 − z1)−G1 (y0, z0) (y1 − y0)− (G2 (y0, z0) +
+α2 (y0, z0)) (y1 − y0) + T (z0, y0)− T (y0, z0)−G2(y0, z0)×
×(z1 − z0) ≥ (A1 (z0, y0) +A2 (z0, y0)) (z0 − y0) + (G1 (y0, z0) +
+α1 (y0, z0)) (z1 − y1) + (G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z1 − y1)−
−α1 (y0, z0) (z0 − y1)− α2 (y0, z0) (z1 − y0) + (G1 (y0, z0) +
+G2 (y0, z0)) (z0 − y0) + (α2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z0 − y0) ≥
≥ (G1 (y0, z0) + α1 (y0, z0) +G2 (y0, z0) + α2 (y0, z0)) (z1 − y1) .

Çâiäñè ïîòðiáíà íåðiâíiñòü y1 ≤ z1 îäåðæó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ óìîâè
Á é òîìó äîâåäåííÿ òåîðåìè çàâåðøåíå.

Çáiæíiñòü ïðîöåñó (16.5), (16.6) ìîæíà ãàðàíòóâàòè, ÿêùî äî óìîâ
À � Â ïðè¹äíàòè òàêå ïðèïóùåííÿ.

Óìîâà Ã. Çàäàíi íåïåðåðâíi ùîäî y, z ∈ E0 äîäàòíi ëiíiéíi
íåïåðåðâíi ùîäî w ∈ E îïåðàòîðè β1 (y, z)w, β2 (y, z)w, äëÿ ÿêèõ
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ðàçîì ç îïåðàòîðàìè G1 (y, z)w, G2 (y, z)w, A1 (y, z)w, A2 (y, z)w ç
óìîâè À iç ñïiââiäíîøåíü x, y, z ∈ E0, y ≤ z âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

T (z, x)− T (y, x) ≤ (G1 (y, z) + β1 (y, z)−A1 (z, y)) (z − y) ,
− (G2 (y, z) + β2 (y, z)−A2 (z, y)) (z − y) ≤ T (x, z)− T (x, y) .

Çàçíà÷èìî, ùî îïåðàòîðè β1 (y, z)w, β2 (y, z)w íå ìóñÿòü áóòè
ìîíîòîííèìè ùîäî y òà ùîäî z.

Ç óìîâè Ã òà ç ôîðìóë (16.5) ìîæíà îòðèìàòè

zn+1 − yn+1 ≤ (G1 (yn, zn) +G2 (yn, zn)) (zn+1 − yn+1) +
+ (A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn) + β1 (yn, zn) + β2 (yn, zn))×
× (zn − yn)− α1 (yn, zn) (zn − zn+1)− α2 (yn, zn)×

× (yn+1 − yn) ≤ (G1 (yn, zn) +G2 (yn, zn)) (zn+1 − yn+1) +
+(A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn) + β1 (yn, zn) +

β2 (yn, zn)) (zn − yn) ,

(16.20)

ìàþ÷è íà óâàçi ñïiââiäíîøåííÿ (16.8).
Áóäåìî ââàæàòè, ùî iñíó¹ ëiíiéíèé ùîäî w íåïåðåðâíèé îáåðíåíèé

îïåðàòîð
G (y, z)w = (I −G1 (y, z)−G2 (y, z))−1w.

Ïîçíà÷èìî

H = H (y, z) = G (y, z) (A1 (z, y) +A2 (z, y) + β1 (y, z) + β2 (y, z)) .
(16.21)

Òåîðåìà 16.5. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À � Ã i ïðè y, z ∈ E0

ïðàâäèâà îöiíêà
‖H‖ = ‖H (y, z)‖ ≤ q, (16.22)

E� íàïiâóïîðÿäêîâàíèé áàíàõiâ ïðîñòið ç íîðìîþ ‖·‖. ßêùî q < 1,
òî ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} çáiãàþòüñÿ äî ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E0

ðiâíÿííÿ (16.3) ìîíîòîííî íå ñïàäàþ÷è i ìîíîòîííî íå çðîñòàþ÷è
âiäïîâiäíî. Öÿ çáiæíiñòü íå ïîâiëüíiøà çà çáiæíiñòü ãåîìåòðè÷íî¨
ïðîãðåñi¨ iç çíàìåííèêîì q, i ìàþòü ìiñöå îöiíêè

max {‖zn+1 − x∗‖ , ‖x∗ − yn+1‖} ≤ ‖zn+1 − yn+1‖ ≤ q ‖zn − yn‖ .
(16.23)
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Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç îöiíîê (16.20) i (16.21).
Çàóâàæåííÿ 16.1. Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà äîñëiäèòè é iíøi

àëãîðèòìè, ÿêi ôîðìàëüíî äåùî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä àëãîðèòìó (16.5),
(16.6). Íàïðèêëàä, çà òèõ ñàìèõ ïðèïóùåíü ìîæíà äîâåñòè àíàëîãè
òåîðåì 16.1 � 16.5, ÿêùî ôîðìóëè (16.5) çàìiíèòè ôîðìóëàìè

yn+1 = G1 (yn, zn) (yn+1 − yn)−G2 (yn, zn) (zn+1 − zn)−
− (A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn)) (zn − yn) + T (yn, zn) ,

zn+1 = G1 (yn, zn) (zn+1 − zn)−G2 (yn, zn) (yn+1 − yn) +
+ (A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn)) (zn − yn) + T (zn, yn) .

(16.24)

ßêùî A1, A2 ¹ íóëüîâèìè îïåðàòîðàìè, à G1 i −G2 ¹ âiäïîâiäíèìè
ïîõiäíèìè Ôðåøå âiä îïåðàòîðà T , òî ç (16.5) îäåðæó¹ìî àëãîðèòìè,
áëèçüêi äî àëãîðèòìiâ Ì. Ñ. Êóðïåëÿ ç [46, 49, 57].

Çàóâàæåííÿ 16.2. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ îïåðàòîðà H,
îçíà÷åíîãî ôîðìóëîþ (16.21), çàìiñòü îöiíêè (16.22) ìà¹ìî
äîêëàäíiøó îöiíêó

‖H (y, z)‖ ≤ q0 ‖z − y‖γ . (16.25)

Ïðè íóëüîâèõ îïåðàòîðàõ A1 òà A2 òàêà ñèòóàöiÿ òðàïèëàñÿ â �14.
ßêùî â (16.25) ìîæíà âçÿòè γ = 1, òî ìàòèìåìî êâàäðàòè÷íó
øâèäêiñòü çáiæíîñòi, ÿêà çàáåçïå÷ó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ïðè iñíóâàííi
ïåðøèõ i äðóãèõ ïîõiäíèõ âiä T (x, y) i çà ñïåöiàëüíî¨ ñòðóêòóðè
îïåðàòîðiâ A1 òà A2 (çîêðåìà, ïðè íóëüîâèõ îïåðàòîðàõ A1 òà A2).

Çàóâàæåííÿ 16.3. Iòåðàöiéíi ôîðìóëè (16.24) ìîæíà
çàìiíèòè ôîðìóëàìè

yn+1 = G1 (yn, yn) (yn+1 − yn)−G2 (yn, yn) (zn+1 − zn)−
− (A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn)) (zn − yn) + T (yn, zn) ,

zn+1 = G1 (yn, yn) (zn+1 − zn)−G2 (yn, yn) (yn+1 − yn) +
+ (A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn)) (zn − yn) + T (zn, yn) .

(16.26)

Îáãðóíòóâàííÿ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (16.26), (16.6) ïîòðåáó¹
çàìiíèòè ïðèïóùåííÿ À � Â òà Ã òàêèì ñïîñîáîì, ùîá çàìiñòü
íåñïàäàííÿ ùîäî y i íåçðîñòàííÿ ùîäî z îïåðàòîðiâ Gi (y, z)w,
αi (y, z)w (i = 1, 2) ïîñòóëþâàòè ¨õ íåñïàäàííÿ i ùîäî y i ùîäî
z. Ïðè íóëüîâèõ A1, A2 i ñïiâïàäàííi G1 i −G2 ç âiäïîâiäíèìè
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ïîõiäíèìè ìîæíà îòðèìàòè ÿêðàç òi àëãîðèòìè, ÿêi äîñëiäèâ
Ì.Ñ.Êóðïåëü â [44, 46] (äèâ. òàêîæ [49, 57]), äëÿ ÿêèõ õàðàêòåðíà
îöiíêà âèãëÿäó (16.25) ñàìå ç γ = 1.

Çàóâàæåííÿ 16.4. Ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíiõ ��7�15 ìîæíà
îòðèìàòè ÿê ÷àñòêîâi âèïàäêè ç îòðèìàíèõ ó öüîìó ïàðàãðàôi
ðåçóëüòàòiâ. Ðîçãëÿíóòèé òóò ïiäõiä äî ïîáóäîâè äâîñòîðîííiõ
íàáëèæåíü äî ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñïîñiá
âiäîêðåìëåííÿ òàêèõ äîäàíêiâ, ùîá ëiíåàðèçîâàíà ùîäî yn+1 òà
zn+1 ñèñòåìà áóëà çðó÷íiøîþ äëÿ ¨õ ÿâíîãî îá÷èñëåííÿ. Çàçíà÷èìî
òàêîæ, ùî ó íàâåäåíó ñõåìó âïèñóþòüñÿ òàêîæ ïðîåêöiéíî-
iòåðàòèâíi àíàëîãè ìåòîäó ×àïëèãiíà i ìåòîäiâ Êóðïåëÿ,
äîñëiäæåíèõ Ì.Ñ.Êóðïåëåì i I.Ì.Ìàéáîðîäîþ [50] (äèâ. òàêîæ
[49, 57]).

�17 Äâîñòîðîííi àíàëîãè ìåòîäó Ïiêîíå

Ìåòîä ïîñëiäîâíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, çàïðîïîíîâàíèé Ì.Ïiêîíå [128; 129], â
àáñòðàêòíîìó âèãëÿäi ïðîàíàëiçóâàâ Ì.Êâàïèø [122]. Ñóòü öüîãî
ìåòîäó ó çàñòîñóâàííi äî ðiâíÿííÿ

x = Fx (17.1)

îïèøåìî, çàïèñàâøè ðiâíÿííÿ (17.1) ó âèãëÿäi

x = B(x)x+Ax. (17.2)

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî B(x)y ÿê ëiíiéíèé ùîäî y òà íåëiíiéíèé ùîäî
x îïåðàòîð Ax ¹ íåïåðåðâíèì ïðè x, y ∈ E, äå E � áàíàõiâ ïðîñòið.
Ïîñëiäîâíiñòü {xn} îçíà÷ó¹ìî çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

xn+1 = B(xn)xn+1 +Axn (n = 0, 1, ...) (17.3)

ââàæàþ÷è, ùî xn+1 ïðè çíàéäåíîìó xn ìîæíà ç ðiâíÿííÿ (17.3)
çíàéòè.

Äâîñòîðîííi ìîäèôiêàöi¨ ìåòîäó Ïiêîíå ïîáóäîâàíi i äîñëiäæåíi â
[53] ( äèâ. òàêîæ [57, ñòîð. 103-112]).
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Ïðîñòið E ââàæàòèìåìî íàïiâóïîðÿäêîâàíèì i ïðèïóñêàòèìåìî,
ùî

A1(x, x) +B1(x, x)x ≤ Fx ≤ A2(x, x) +B2(x, x)x (x ∈ E) (17.4)

Íåõàé îïåðàòîðè A1 (y, z) , A2 (y, z) ¹ íåïåðåðâíèìè ùîäî y i z, íå
ñïàäàþòü çà y, íå çðîñòàþòü çà z, à îïåðàòîðè B1 (y, z)w, B2 (y, z)w ¹
íåïåðåðâíèìè ùîäî y, z, w, íåñïàäíèìè ùîäî y, íåçðîñòàþ÷èìè ùîäî
z i ÿê ëiíiéíi ùîäî w ¹ äîäàòíiìè îïåðàòîðàìè ïðè y, z ∈ E. Íåõàé
θ− íóëüîâèé åëåìåíò â E i çàäàíi åëåìåíòè u0, v0 ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ θ ≤ u0 ≤ v0. ßêùî un, vn çíàéäåíi, òî âèçíà÷àòèìåìî
un+1, vn+1 ÿê ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

un+1 = A1(un, vn) +B1(un, vn)un+1,
vn+1 = A2(vn, un) +B2(vn, un)vn+1 (n = 0, 1, ...).

(17.5)

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî îïåðàòîðè A1 (y, z), A2 (y, z), B1 (y, z)w, B2 (y, z)w
ìàþòü òó âëàñòèâiñòü , ùî ïðè y ≤ z, y, z ∈ [u0, v0] =
{x |u0 ≤ x ≤ v0, x ∈ E} ìà¹ìî

B1(y, z)x ≤ B2(z, y)x, A1(y, z) ≤ A2(z, y) (x ∈ [u0, v0]) (17.6)

Òåîðåìà 17.1. Íåõàé: 1) åëåìåíòè u0, v0 ∈ E, äëÿ ÿêèõ θ ≤ u0 ≤
v0, çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

u0 ≤ A1 (u0, v0) +B1 (u0, v0)u0,
v0 ≥ A2 (v0, u0) +B2 (v0, u0) v0 ;

(17.7)

2) ïðè y, z ∈ [u0, v0] îïåðàòîðè I−B1(y, z), I−B2(y, z) ìàþòü îáåðíåíi
(I � òîòîæíèé îïåðàòîð). Òîäi äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ [u0, v0]
ðiâíÿííÿ (17.2) ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

un ≤ un+1 ≤ x∗ ≤ vn+1 ≤ vn (n = 0, 1, ...) (17.8)

äå (un, vn) âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (17.5).
Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè 2) âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíîñòi

{un} , {vn}, ïîáóäîâàíi çà ôîðìóëàìè (17.5), îçíà÷åíi. Iç
ñïiââiäíîøåííÿ (17.5), (17.7) çàâäÿêè âëàñòèâîñòÿì îïåðàòîðiâ
Ai (y, z) , Bi (y, z)w (i = 1, 2) îòðèìó¹ìî

u1 − u0 ≥ B1 (u0, v0) (u1 − u0) ,
v1 − v0 ≥ B2 (v0, u0) (v1 − v0) .
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Çâiäñè âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ u0 ≤ u1, v0 ≥ v1. Çâàæàþ÷è íà
(17.6), çíàõîäèìî òàêîæ

v1 − u1 = B2(v0, u0)v0 −B1(u0, v0)u0 +A2(v0, u0)−
−A1(u0, v0) ≥ [B2(v0, u0)−B1(u0, v0)]v0+
+B1(u0, v0)(v0 − u0) +A2(v0, u0)−A1(u0, v0) ≥ θ

Îòæå,
u0 ≤ u1 ≤ v1 ≤ v0 . (17.9)

Êðiì òîãî,

x∗ − u1 = A1 (x∗, x∗) +B1 (x∗, x∗)x∗ −A1 (u0, v0) +B1 (u0, v0)u0 ≥ θ ,
v1 − x∗ = A2 (v0, u0) +B2 (v0, u0) v0 −A2 (x∗, x∗) +B2 (x∗, x∗)x∗ ≥ θ .

Ñïiâñòàâëÿþ÷è öå ç (17.9), ìà¹ìî

u0 ≤ u1 ≤ x∗ ≤ v1 ≤ v0 . (17.10)

Ïåðåêîíà¹ìîñü ó ïðàâèëüíîñòi ñïiâiäíîøåíü

u1 ≤ A1 (u1, v1) +B1 (u1, v1)u1 ,
v1 ≥ A2 (v1,u1) +B2 (v1,u1) v1 .

Îòðèìó¹ìî
u1 ≤ A1(u1, v1) +B1(u1, v1)u1

v1 ≥ A2(v1, u1) +B2(v1, u1)v1

Òàêèì ÷èíîì, åëåìåíòè u1, v1 çàäîâîëüíÿþòü òi ñàìi âèìîãè, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü åëåìåíòè u0, v0 â óìîâàõ òåîðåìè. Òîìó ç îãëÿäó íà
ïðèíöèï iíäóêöi¨ ìà¹ìî ïiäñòàâó ââàæàòè òåîðåìó äîâåäåíîþ.

Òåîðåìà 17.2. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 17.1 i
ïðîñòið E ¹ áàíàõîâèì ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèì. Òîäi iñíó¹
êðàéíié â [u0, v0] ðîçâ'ÿçîê (u∗, v∗) ñèñòåìè ðiâíÿíü

u = A1 (u, v) +B1 (u, v)u,
v = A2 (v, u) +B2 (v, u) v

(17.11)

i ïîñëiäîâíîñòi {un} , {vn}, ïîáóäîâàíi çà ôîðìóëàìè (17.5),
çáiãàþòüñÿ äî u∗, v∗ âiäïîâiäíî ìîíîòîííî íå ñïàäàþ÷è i ìîíîòîííî
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íå çðîñòàþ÷è. Ïðè öüîìó äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ [u0, v0] ðiâíÿííÿ
(17.2) ìàþòü ìiñöå îöiíêè u∗ ≤ x∗ ≤ v∗.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìiðêóâàííÿ, âèêîðèñòàíi ïðè äîâåäåííi
òåîðåìè 17.1, äàþòü ïiäñòàâó äëÿ ñïiââiäíîøåíü

un ≤ un+1 ≤ vn+1 ≤ vn,

òî â ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði E ïîñëiäîâíîñòi {un} ,
{vn} ìàþòü ãðàíèöi u∗, v∗ ∈ [u0, v0] âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó

un ≤ un+1 ≤ u∗ ≤ v∗ ≤ vn+1 ≤ vn (n = 0, 1, ...) .

Îñêiëüêè çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó iíäóêöi¨ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ,
ùî äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó (y, z) (y, z ∈ [u0, v0]) ñèñòåìè (17.11)
ìàòèìåìî u∗ ≤ y ≤ v∗, u∗ ≤ z ≤ v∗, òî ðîçâ'ÿçîê (u∗, v∗) ¹ êðàéíiì â E
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (17.11). Ìîæíà ââàæàòè òåîðåìó öèì äîâåäåíîþ.

ßêùî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (17.11) ¹ ¹äèíèé â [u0, v0], òî âií ¹ ¨¨
êðàéíiì ðîçâ'ÿçêîì â [u0, v0]. ßêùî ïðè öüîìó u∗ = v∗, òî x∗ = u∗ = v∗

¹ ¹äèíèì íà [u0, v0] ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (17.2). Òåîðåìà 17.2 ãàðàíòó¹
ìîíîòîííó çáiæíiñòü äî öüîãî ðîçâ'ÿçêó ïîñëiäîâíîñòåé {un} , {vn}
âiäïîâiäíî çâåðõó i çíèçó.

Íåõàé ñïiââiäíîøåííÿ (17.4) ¹ ðiâíîñòÿìè i îïåðàòîðè
A1 (y, z) , B1 (y, z)w ñïiâïàäàþòü ç îïåðàòîðàìè A2 (y, z)w, B2 (y, z)w
âiäïîâiäíî, òîáòî, ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

x = T (x, x), (17.12)

äå
T (y, z) = A1(y, z) +B1(y, z)y = A2(y, z)+

+B2(y, z)y = A(y, z) +B(y, z)y
(17.13)

Ó öüîìó âèïàäêó ç òåîðåìè 17.2 îòðèìó¹òüñÿ ðåçóëüòàò, áëèçüêèé äî
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó iç [53] (äèâ. òàêîæ [57, ñòîð 104] òåîðåìà 15.1]),
ÿêèé ñôîðìóëþ¹ìî â òàêîìó âèãëÿäi.

Òåîðåìà 17.3. Íåõàé: 1) åëåìåíòè u0, v0 ∈ E çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ θ ≤ u0 ≤ v0,

u0 ≤ A (u0, v0) +B (u0, v0)u0,
v0 ≥ A (v0, u0) +B (v0, u0) v0;

(17.14)
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2) îïåðàòîð I − B(y, z) ïðè y, z ∈ [u0, v0] ìà¹ îáåðíåíèé; 3)
ïðîñòið E ¹ ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.
Òîäi ïîñëiäîâíîñòi {un} , {vn} , óòîâîðåíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

un+1 = A(un, vn) +B(un, vn)un+1,
vn+1 = A(vn, un) +B(vn, un)vn+1 (n = 0, 1, ...),

(17.15)

çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

un ≤ un+1 ≤ u∗ ≤ x∗ ≤ v∗ ≤ vn+1 ≤ vn (n = 0, 1, ...) (17.16)

äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ [u0, v0] ðiâíÿííÿ (17.12), äå (u∗, v∗) −
êðàéíié â E ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü

u = A(u, v) +B(u, v)u,
v = A(v, u) +B(v, u)v.

(17.17)

ßêùî ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ [u0, v0] ðiâíÿííÿ (17.12) iñíó¹ i, êðiì
òîãî, ñèñòåìà (17.17) ìîæå ìàòè òiëüêè îäèí ðîçâ'ÿçîê (y∗, z∗)
(y∗, z∗ ∈ [u0, v0]), ïðè÷îìó y∗ = z∗, òî x∗ = y∗ = z∗ ¹ ¹äèíèì íà
[u0, v0] ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (17.12) i äî íüîãî çáiãàþòüñÿ ìîíîòîííî
ïîñëiäîâíîñòi {un} , {vn}âiäïîâiäíî çíèçó i çâåðõó.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðåáó¹ îáãðóíòóâàííÿ òiëüêè òîé ôàêò, ùî
u∗ = v∗ = x∗, îñêiëüêè ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 17.2. Ðiâíîñòi
u∗ = v∗ = x∗ âèïëèâàþòü î÷åâèäíèì ÷èíîì ç òîãî, ùî iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ [u0, v0] ðiâíÿííÿ (17.12) îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè (17.17) ¹ ïàðà (x∗, x∗). Îñêiëüêè êðàéíié ðîçâ'ÿçîê (u∗, v∗)
ñèñòåìè (17.17) iñíó¹ i ïîñòóëþ¹ìî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè, òî
ç öüîãî âèïëèâàþòü ïîòðiáíi ðiâíîñòi. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàâåäåìî äåÿêi óìîâè çáiæíîñòi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (17.15),
ÿêi áëèçüêi äî âñòàíîâëåíèõ â [53] (äèâ. òàêîæ [57, ñòîð.105,106].
Ââàæàòèìåìî, ùî â E îçíà÷åíå ïîíÿòòÿ çáiæíîñòi i ùîäî öi¹¨
çáiæíîñòi E ¹ ïîâíèì íàïiâóïîðÿäêîâàíèì ïðîñòîðîì.

Òåîðåìà 17.4. Íåõàé: 1) çàäàíi òàêi ëiíiéíi íåïåðåðâíi
îïåðàòîðè LA, LB,H, ùî ïðè y ≤ z, y, z ∈ [u0, v0] ìà¹ìî

A (z, y)−A (y, z) ≤ LA (z − y) ,
(B (z, y)−B (y, z))w ≤ LB (z − y) (w ∈ [u0, v0]) ,
B (z, y) ≤ H;
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2) iñíó¹ îáåðíåíèé (I −H)−1 îïåðàòîð, ÿêèé ¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì
äîäàòíiì îïåðàòîðîì, ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (17.14) i
iñíó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð (I −B (y, z))−1 ïðè y, z ∈ [u0, v0]; 3)
çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
n=1

Λnδ,

ïðè âñÿêîìó δ ≥ θ, äå Λ = (I −H)−1 (LA + LB). Òîäi ðiâíÿííÿ (17.12)
ìà¹ íà âiäðiçêó [u0, v0] ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x∗, äî ÿêîãî ìîíîòîííî
çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî çíèçó i çâåðõó ïîñëiäîâíîñòi {un} , {vn},
óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó (17.15), i ìà¹ ìiñöå îöiíêà

vn+1 − un+1 ≤ Λn−ν+1 (vν − uν) (ν ≤ n; ν, n = 0, 1, ...) . (17.18)

Äîâåäåííÿ. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (17.15) i óìîâè 1) òåîðåìè
ìîæíà îòðèìàòè

vn+1 − un+1 = A (vn, un)−A (un, vn) +B (vn, un) vn+1−
−B (un, vn)un+1 ≤ (LA + LB) (vn − un) +H (vn+1 − un+1) .

Ìàþ÷è íà óâàçi òâåðäæåííÿ òåîðåìè 17.1 i óìîâè 2) i 3) òåîðåìè,
çâiäñè äîõîäèìî âèñíîâêó ïðî îáãðóíòîâàíiñòü ìîíîòîííî¨ çáiæíîñòi
ïîñëiäîâíîñòåé {un} , {vn}, ïîáóäîâàíèõ çà ôîðìóëàìè (17.15), äî
ñïiëüíî¨ ãðàíèöi x∗ ∈ [u0, v0], ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (17.12), i
ìà¹ìî ïiäñòàâó äëÿ îöiíêè (17.18). Òîìó òåîðåìó ìîæíà ââàæàòè
äîâåäåíîþ. Äîâåäåíà òåîðåìà îõîïëþ¹ âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò iç
[53] (äèâ. [57], ñòîð.105, 106, òåîðåìà 15.2). Ñàìó çãàäàíó òåîðåìó
iç [57] îäåðæèìî ç òåîðåìè 17.4, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî E �
íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið, êîòðèé ¹ ñòðóêòóðíî íîðìîâàíèì çà
äîïîìîãîþ K - ëiíåàëó N ç íîðìîþ ‖·‖, ïðè÷îìó E ¹ ïîâíèì
ïðîñòîðîì. Óìîâó 1) òåîðåìè 17.4 ìîæíà òîäi çàìiíèòè óìîâîþ

‖A(y, z)−A(z, y)‖ ≤ LA‖z − y‖,
‖(B(y, z)−B(z, y))w‖ ≤ LB‖z − y‖,

‖B(y, z)‖ ≤ H,

äå w ≥ θ, y, z ∈ [u0, v0]. ßêùî ïðè öüîìó E ¹ áàíàõîâèì
íàïiâóïîðÿäêîâàíèì ïðîñòîðîì, òî â ðîëi îïåðàòîðiâ LA, LB,H
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ìàòèìåìî äiéñíi ÷èñëà i çàìiñòü îïåðàòîðà Λ â îöiíöi (17.18) ìàòèìåìî
äiéñíå ÷èñëî Λ.

Ïðèêëàä 17.1. Ââàæàòèìåìî, ùî îïåðàòîð T (y, z) ìà¹ âèãëÿä

T (y, z) = A (y) +B (y) y, (17.19)

äå íåïåðåðâíi ùîäî y îïåðàòîðè A (y) , B (y)w ¹ içîòîííèìè ùîäî
y ∈ [u0, v0], ïðè÷îìó îïåðàòîð B (y)w ïðè w ≥ θ (w ∈ E) ¹ ëiíiéíèì
íåïåðåðâíèì ùîäî w. Â öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà (17.14) ðîçïàäà¹òüñÿ
íà ïàðó íåçàëåæíèõ îäíà âiä îäíî¨ íåðiâíîñòåé

u0 ≤ A (u0) +B (u0)u0 , v0 ≥ A (v0) +B (v0) v0 .

Ïîñëiäîâíîñòi {un} , {vn} îçíà÷àþòüñÿ íåçàëåæíî îäíà âiä îäíî¨ çà
äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó

un+1 = A (un) +B (un)un+1, (17.20)

vn+1 = A (vn) +B (vn) vn+1. (17.21)

Ìîæíà ðîçãëÿäàòè ìîíîòîííi iòåðàöiéíi ïðîöåñè (17.20) i (17.21)
ÿê îá'¹äíàíèé äâîñòîðîííié àëãîðèòì â ðàìêàõ, ó ÿêèõ äîñëiäæåíi
iòåðàöiéíi ïðîöåñè (17.5) òà (17.15), ñêîðèñòàâøèñü äëÿ öüîãî ç
òåîðåìè 17.1-17.4.

Ïðèêëàä 17.2. ßêùî îïåðàòîð A (y, z) ìà¹ âèãëÿä

T (y, z) = A (z) +B (z) y, (17.22)

äå íåïåðåðâíi çà z îïåðàòîðè A (z) , B (z)w ¹ àíòèòîííèìè çà z,
ïðè÷îìó îïåðàòîð B (z)w ùîäî w ≥ θ (w ∈ E) ÿê ëiíiéíèé
íåïåðåðâíèé ùîäî w ¹ äîäàòíiì îïåðàòîðîì, òî iòåðàöiéíi ôîðìóëè
(17.15) ìàòèìóòü âèãëÿä

un+1 = A (vn) +B (vn) vn+1,
vn+1 = A (un) +B (un)un+1

çà ïðèïóùåííÿ, ùî u0, v0 ∈ E (θ ≤ u0 ≤ v0) çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ

u0 ≤ A (v0) +B (v0)u0 , v0 ≥ A (u0) +B (u0) v0 .
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Ïðèêëàä 17.3. ßêùî çàìiñòü (17.22) ìà¹ìî

T (y, z) = A (z) +B (y) z,

i àíòèòîííèìè çà z ¹ îïåðàòîð A (z), à îïåðàòîð B (y)w ¹ içîòîííèì
ùîäî y i ñïàäíèì çà w, òîáòî äîäàòíiì ùîäî w ¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé
ùîäî w îïåðàòîð - B (y)w, òî iòåðàöiéíi ôîðìóëè (17.15) ìàòèìóòü
âèãëÿä

un+1 = A (vn) +B (un) vn+1,
vn+1 = A (un) +B (vn)un+1,

à ñïiââiäíîøåííÿ (17.14) çâîäÿòüñÿ äî íåðiâíîñòåé

u0 ≤ A (v0) +B (u0) v0 , v0 ≥ A (u0) +B (v0)u0 .

Êîíêðåòèçàöiþ àëãîðèòìó (17.15) ìîæíà çíàéòè â [57, ñòîð. 109-
108].

�18 Óçàãàëüíåííÿ ïðèíöèïó ìàæîðàíò
Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à

Ïîíàä ïiâñòîëiòòÿ òîìó Ë.Â.Êàíòîðîâè÷åì [29] çàïðîïîíîâàíèé
ñïîñiá îáãðóíòóâàííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíîãî îïåðàòîðíîãî
ðiâíÿííÿ

x = T (x) (18.1)

ìàæîðóâàííÿì îïåðàòîðà T çà äîïîìîãîþ iíøîãî îïåðàòîðà A,
ùî äi¹ â äåÿêîìó äîïîìiæíîìó íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði i ¹
ìîíîòîííèì, âçàãàëi êàæó÷è, íåëiíiéíèì îïåðàòîðîì.

Ó [98] öåé ñïîñiá, ÿêèé íàçèâà¹ìî ïðèíöèïîì ìàæîðàíò
Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à, ìîäèôiêîâàíèé òàê, ùî çà ìàæîðàíòó ìîæíà
âçÿòè íåìîíîòîííèé îïðàòîð. Íàâåäåíèì â [98] ðåçóëüòàòàì ìîæíà
íàäàòè, ÿê âñòàíîâëåíî äàëi, òðîõè çàãàëüíiøîãî âèãëÿäó. Ïðè
öüîìó ÿê ÷àñòêîâi âèïàäêè îòðèìóþòüñÿ içîòîííi ìàæîðàíòè
Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à, à òàêîæ ðåçóëüòàòè iç [98] ç íåìîíîòîííèìè
ìàæîðàíòàìè. Íàâåäåíèé äàëi âèêëàä ïîáóäîâàíèé çà ñõåìîþ ðîáîòè
[98] i îõîïëþ¹ ðåçóëüòàòè iç [98].

Áóäåìî ââàæàòè, ùî T (x) : E → E, E ¹ (BK) � ïðîñòîðîì,
íîðìîâàíèì çà äîïîìîãîþ K-ïðîñòîðó G [29] (äèâ. òàêîæ [20]). Îòæå,
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ÿêùî x ∈ E, òî ‖x‖ ∈ G. Ïîçíà÷èìî íóëüîâi åëåìåíòè â E i G
âiäïîâiäíî ÷åðåç θE i θ.

Ïðèïóñòèìî, ùî çàäàíi îïåðàòîðè A1(y, z), A2(y, z) : D × D → D
(D ⊆ G), ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè ùîäî y i z.

Òåîðåìà 18.1. Íåõàé íà âiäðiçêó
D = [θ; v] = {x | θ ≤ x ≤ v, v ∈ G, v ≥ θ} ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè:

1) ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

θ ≤ A1(θ, v),
v ≥ A2(v, θ);

(18.2)

2) ÿêùî y, z ∈ [θ, v], òî

A1 (y, z) ≤ A2 (y, z) , (18.3)

ïðè÷îìó îïåðàòîðè A1 (y, z) , A2 (y, z) ¹ içîòîííèìè ùîäî y i
àíòèòîííèìè ùîäî z;

3) ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

‖T (θE)‖ ≤ A1 (θ, v) , ‖T (θE)‖ ≤ v −A2 (v, θ) ; (18.4)

4) ÿêùî ‖x‖ ≤ y ≤ z ≤ v, ‖∆x‖ ≤ ∆y, ‖∆x‖ ≤ ∆z , ( y + ∆y,
z −∆z ∈ [θ, v], y, z ∈ [θ, v], x,∆x ∈ E), òî

‖T (x+ ∆x)− T (x)‖ ≤ A1 (y + ∆y, z −∆z)−A1 (y, z) ,
‖T (x+ ∆x)− T (x)‖ ≤ A2 (z, y)−A2 (z −∆z, y + ∆y) .

(18.5)

Òîäi iñíó¹ ðîçâÿçîê x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (18.1), äî ÿêîãî çáiãàþòüñÿ
ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ

x0 = θE , xn+1 = T (xn) (n = 0, 1, ...) . (18.6)

Ïðè öüîìó ìàþòü ìiñöå îöiíêè

‖x∗‖ ≤ ϕ∗, (18.7)

‖x∗ − xn‖ ≤ ϕ∗ − ϕn,
‖x∗ − xn‖ ≤ ψn − ψ∗,

(18.8)
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äå (ϕ∗, ψ∗) �êðàéíié íà âiäðiçêó [θ, v] ðîçâÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü

y = A1 (y, z) ,
z = A2 (z, y) ,

(18.9)

à ïîñëiäîâíîñòi {ϕn} , {ψn} îçíà÷åíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

ϕ0 = θ, ψ0 = v,
ϕn+1 = A1 (ϕn, ψn) , ψn+1 = A2 (ψn, ϕn) (n = 0, 1, ...).

(18.10)

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 6.1 iç [57, ñòîð.22] êðàéíié íà [θ, v]
ðîçâÿçîê (ϕ∗, ψ∗) ñèñòåìè ðiâíÿíü (18.9) iñíó¹ i äî éîãî êîìïîíåíò
ϕ∗, ψ∗ ìîíîòîííî çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòi {ϕn} òà {ψn},
ïîáóäîâàíi çà ôîðìóëàìè (18.10). Ñïiââiäíîøåííÿ (18.3) i (18.4) ¹
ïiäñòàâîþ äëÿ íåðiâíîñòi ‖x1‖ ≤ ϕ1. Iç (18.5) âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî
‖x1 − x0‖ ≤ ϕ1 − ϕ0, ‖x1 − x0‖ ≤ ψ0 − ψ1 . Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè
ÿêîìóñü n > 1 i k ≤ n ìà¹ìî

‖xn‖ ≤ ϕn, (18.11)

‖xn − xk‖ ≤ ϕn − ϕk,
‖xn − xk‖ ≤ ψk − ψn.

(18.12)

Äëÿ 1 ≤ k ≤ n+ 1, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó 4) òåîðåìè, çíàõîäèìî

‖xn+1 − xk‖ = ‖T (xn)− T (xk−1) ‖ = ‖T (xk−1 + (xn − xk−1))−
−T (xk−1) ‖ ≤ A1 (ϕk−1 + (ϕn − ϕk−1) , ψk−1 − (ψk−1 − ψn))−
−A1 (ϕk−1 − ψk−1) = A1 (ϕn, ψn)−A1 (ϕk−1, ψk−1) = ϕn+1 − ϕk,

‖xn+1 − xk‖ = ‖T (xn)− T (xk−1)‖ = ‖T (xk−1 + (xn − xk−1))−
−T (xk−1) ‖ ≤ A2 (ψk−1, ϕk−1)−A2(ψk−1 − (ψk−1 − ψn) , ϕk−1+
+(ϕn − ϕk−1)) = A2 (ψk−1, ϕk−1)−A2 (ψn, ϕn) = ψk − ψn+1.

Îòæå, îáãðóíòîâàíèé ïåðåõiä âiä n äî n + 1 â (18.12). Ñõîæèì
ñïîñîáîì ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ â ìîæëèâîñòi ïåðåõîäó â (18.12) âiä k
äî k + 1. Îòæå, äëÿ âñiõ n òà k ≤ n ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
(18.12). Ïðè öüîìó íà ïiäñòàâi äîâåäåíîãî äëÿ k = 0 ìà¹ìî

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖xn+1 − x1‖+ ‖x1 − x0‖ =
= ϕn+1 − ϕ1 + ϕ1 − ϕ0 = ϕn+1 − ϕ0,
‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖xn+1 − x1‖+ ‖x1 − x0‖ =
= −ψ1 + ψn+1 + ψ0 − ψ1 = ψ0 − ψn+1,
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çâiäêè, çîêðåìà, îòðèìó¹ìî

‖xn+1‖ ≤ ϕn+1,

òîáòî, îáãðóíòîâàíî ìîæëèâiñòü ïåðåõîäó âiä n äî n + 1 â
(18.11). Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (18.11), (18.12) ñïðàâäæóþòüñÿ
çàâäÿêè ïðèíöèïîâi iíäóêöi¨ ïðè âñiõ n = 0, 1, ... i k ≤ n.
Ïðè öüîìó, íàïðèêëàä, ç ïåðøî¨ ç íåðiâíîñòåé (18.12) âèïëèâà¹
ôóíäàìåíòàëüíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {xn}. Òîìó çàâäÿêè ïîâíîòi
ïðîñòîðó E ïîñëiäîâíiñòü {xn} çáiãà¹òüñÿ â E. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ,
ùî öÿ ãðàíèöÿ ¹ ðîçâÿçêîì ðiâíÿííÿ (18.1), áî çà äîïîìîãîþ óìîâè
4) îäåðæó¹ìî, íàïðèêëàä,

‖T (x∗)− xn+1‖ = ‖T (x∗)− T (xn)‖ = ‖T (xn + (x∗ − xn))− T (xn)‖ ≤
≤ A1 (ϕn + (ϕ∗ − ϕn) , ψn − (ψn − ψ∗))−A1 (ϕn, ψn) = ϕ∗ − ϕn+1 .

Çâiäñè ÷åðåç ãðàíè÷íèé ïðåõiä ïðè n → ∞, çíàõîäèìî, ùî
x∗ = T (x∗). Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n → ∞ ó ñïiââiäíîøåííÿõ
(18.11), (18.12), îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (18.8), (18.9), ùî çàâåðøó¹
äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæåííÿ 18.1. Çàìiñòü âiäðiçêa [θ, v] â óìîâàõ òåîðåìè
18.1 ìîæíà ðîçãëÿäàòè âiäðiçîê [u, v] (θ ≤ u ≤ v, u, v ∈ G). Â
öüîìó âèïàäêó çàìiñòü ïåðøî¨ ç íåðiâíîñòåé (18.4) áóäåìî ìàòè
íåðiâíiñòü

‖T (θE)‖ ≤ A1 (u, v)− u, (18.13)

çàìiíþþ÷è âñþäè ó ïîïåðåäíüîìó âèêëàäi íóëüîâèé åëåìåíò θ
åëåìåíòîì u. Ó öüîìó âèïàäêó çà íóëüîâå íàáëèæåííÿ â (18.6)
ìîæíà ïðèéíÿòè áóäü-ÿêèé åëåìåíò x0 ∈ E, äëÿ ÿêîãî

‖x0‖ ≤ u, (18.14)

i ïîòðiáíî âèìàãàòè, ùîá çàìiñòü íåðiâíîñòåé (18.4)
ñïðàâäæóâàëèñÿ íåðiâíîñòi

‖T (x0)− x0‖ ≤ A1 (u, v)− u, ‖T (x0)− x0‖ ≤ v −A2 (v, u) . (18.15)
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Çàóâàæåííÿ 18.2. ßêùî îïåðàòîð A1 (y, z) íå çàëåæèòü
âiä äðóãîãî àðãóìåíòó, òî äðóãi ç íåðiâíîñòåé (18.4) i (18.5)
ìîæíà çiãíîðóâàòè, áî áåç íèõ ìîæíà îáiéòèñÿ ïðè äîâåäåííi
òåîðåìè. Â öüîìó âèïàäêó ç òåîðåìè 18.1 âèïëèâà¹ ðåçóëüòàò, ÿêèé
ñïiâïàäà¹ ç âiäïîâiäíèì ðåçóëüòàòîì iç [29, ðîçäië XII, òåîðåìà 2.22]
Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à.

Çàóâàæåííÿ 18.3. Ç îöiíîê (18.8) ìîæíà îòðèìàòè îöiíêó

‖xn − x∗‖ ≤ 1
2 (ψn − ϕn) ,

ÿêà âèïëèâà¹ ïiñëÿ äîäàâàííÿ íåðiâíîñòåé (18.8) iç âðàõóâàííÿì
òîãî, ùî äëÿ êðàéíüîãî ðîçâÿçêó (ϕ∗, ψ∗) ñèñòåìè (18.10) ìà¹ìî
ϕ∗ ≤ ψ∗.

Íàâåäåìî âiäìiííèé âiä òåîðåìè 18.1 ðåçóëüòàò ïðî îöiíêó
ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (18.1) i çáiæíiñòü äî öüîãî ðîçâ'ÿçêó
ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü xn.

Òåîðåìà 18.2. Íåõàé ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà 2) òåîðåìè 18.1, à
çàìiñòü óìîâ 1), 3) i 4) ìàþòü ìiñöå óìîâè:

1) åëåìåíòè u, v (θE ≤ u ≤ v) çàäâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u ≤ A1(u, v), v ≥ A2(v, u)

2) äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòó x ∈ E, äëÿ ÿêîãî ìà¹ìî

‖x‖ ≥ v, (18.16)

ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

‖T (x)− x‖ ≤ A1 (u, v)− u, ‖T (x)− x‖ ≤ v −A2 (v, u) ;

3) ÿêùî u ≤ y ≤ z ≤ v, ‖x‖ ≥ z, ‖∆x‖ ≤ ∆y, ‖∆x‖ ≤ ∆z,
y + ∆y, z −∆z ∈ [u, v], òî ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi (18.5).

Òîäi iñíó¹ ðîçâÿçîê x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (18.1), äî ÿêîãî çáiãàþòüñÿ
ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ xn, ïîáóäîâàíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

x0 = x, xn+1 = T (xn)(n = 0, 1, ...),
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i ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè (18.8) òà îöiíêà

‖x∗‖ ≥ ψ∗,

äå ϕ∗ ψ∗ � êîìïîíåíòè êðàéíüîãî ðîçâÿçêó (ϕ∗, ψ∗) íà âiäðiçêó [u, v]
ñèñòåìè ðiâíÿíü (18.9), ϕn, ψn � ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ, óòâîðåíi çà
ôîðìóëàìè (18.10), ó ÿêèõ ïðèéìà¹ìî ϕ0 = u çàìiñòü ϕ0 = θ.

Äîâåäåííÿ. Íåðiâíiñòü (18.16) îçíà÷à¹, ùî ‖x1‖ ≥ ψ1. ßê i ïðè
äîâåäåííi òåîðåìè 18.1, ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ
íåðiâíîñòi ‖xn‖ ≥ ψn òà (18.12). Äëÿ öüîãî, ÿê i ðàíiøå,
âèêîðèñòîâó¹ìî ïðèíöèï iíäóêöi¨. Ñõîæèì ñïîñîáîì iç (18.12) ç
âèêîðèñòàííÿì iíäóêöi¨ ìîæíà îáãðóíòóâàòè, ùî

‖x0‖ − ‖xn+1‖ ≤ ‖xn+1 − x0‖ ≤ ψ0 − ψn+1 = v − ψn+1

Âèñíîâêè ïðî îá ðóíòîâàíiñòü òâåðäæåíü òåîðåìè 18.2 ìîæíà
çðîáèòè çà äîïîìîãîþ ìiðêóâàíü, ñõîæèõ äî òèõ, ÿêèìè çàâåðøåíå
äîâåäåííÿ òåîðåìè 18.1 i ââàæàòè, ùî öå ¹ ïiäñòàâîþ äëÿ çàâåðøåííÿ
äîâåäåííÿ.

ßê i ðàíiøå, ââàæàòèìåìî îïåðàòîðè A1(y, z), A2(y, z)
íåïåðåðâíèìè ùîäî y i z, à òàêîæ, ùî

A1(y, z) ≤ ‖T (x)‖ ≤ A2(z, y) (18.17)

ïðè θ ≤ y ≤ ‖x‖ ≤ z ≤ v, i, êðiì òîãî, ìà¹ìî

‖T (x)− x‖ ≤ z −A2(z, y) (18.18)

Òåîðåìà 18.3. Íåõàé äëÿ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ A1(y, z),
A2(y, z) ïðè θ ≤ y ≤ ‖x‖ ≤ z ≤ v ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi
(18.17), (18.18). Òîäi ðiâíÿííÿ (18.1) ìà¹ ðîçâÿçîê x∗ ∈ E, äî ÿêîãî
çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü {xn}, óòâîðåíà çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (18.6)
ç äîâiëüíèì x0 ∈ E, äëÿ ÿêîãî ‖x0‖ ∈ [θ, v], i ìàþòü ìiñöå îöiíêè

ϕ∗ ≤ ‖x∗‖ ≤ ψ∗, (18.19)

‖x∗ − xn‖ ≤ ψn − ψ∗, (18.20)

äå, ÿê i ðàíiøå, (ϕ∗, ψ∗) � êðàéíié íà [u, v] ðîçâÿçîê ñèòåìè (18.10).
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè î÷åâèäíî, ùî ϕ1 ≤ ‖x1‖ ≤ ψ1, òî
ïðèïóñòèâøè, ùî

ϕn ≤ ‖xn‖ ≤ ψn, (18.21)

çíàõîäèìî

ϕn+1 = A1(ϕn, ψn) ≤ ‖T (xn)‖ = ‖xn+1‖ ≤ A2(ψn, ϕn) = ψn+1.

Cïèðàþ÷èñü íà ïðèíöèï iíäóêöi¨, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî îöiíêè
(18.21) ìàþòü ìiñöå ïðè n = 0, 1, ... Ç îãëÿäó íà (18.17), (18.18) ìà¹ìî
òàêîæ

‖x1 − x0‖ ≤ ‖T (x0), x0‖ ≤ v −A2(v, θ) = ψ0 − ψ1.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî

‖xn − xk‖ ≤ ψk − ψn (k < n), (18.22)

òî çà äîïîìîãîþ (18.10), (18.17), (18.18) i (18.21), (18.22) çíàéäåìî

‖xn+1 − xk‖ ≤ ‖T (xn), xn‖+ ‖xn − xk‖
≤ ψn −A2(ψn, ϕn) + ψk − ψn = ψk − ψn+1,

à òàêîæ
‖xn+1 − xk+1‖ ≤ ‖T (xk), xk‖+ ‖xn+1 − xk‖
≤ ψk − ψn+1 + ψk+1 − ψk = ψk+1 − ψn+1.

Öèì íà îñíîâi ïðèíöèïó iíäóêöi¨ ìîæíà çàâåðøèòè äîâåäåííÿ
ñïiââiäíîøåíü (18.22) áî ïåðåõiä âiä k äî k + 1 i âiä n äî n + 1
îáãðóíòîâàíî. Iç (18.22) âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü xn ìà¹ ãðàíèöþ
x∗ ∈ E, îñêiëüêè çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ψn. Ïðè öüîìó iç (18.21) i
(18.22) âèïëèâàþòü îöiíêè (18.19) i (18.20). Iç (18.20) âèïëèâà¹, êðiì
òîãî, ùî x∗ ¹ ðîçâÿçêîì ðiâíÿííÿ (18.1). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Äëÿ ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàííÿ çðó÷íèì ìîæå âèÿâèòèñÿ òàêå
òâåðäæåííÿ, äîâåäåííÿ ÿêîãî íåiñòîòíiìè ïîäðîáèöÿìè âiäðiçíÿ¹òüñÿ
âiä äîâåäåííÿ òåîðåìè 18.3.

Òåîðåìà 18.4. Íåõàé îïåðàòîð A2(y, z) íå çàëåæèòü âiä z,
òîáòî, A2(y, z) = A(y), ïðè÷îìó îïåðàòîð A(y) ¹ íåïåðåðâíèì ïðè
y ∈ [θ, v] i íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ: 1) θ ≤ A(θ), v ≥ A(v);
2) ÿêùî ‖x‖ ≤ z ≤ v, òî ‖T (x)‖ ≤ A(z), ‖T (x) − x‖ ≤ z − A(z). Òîäi
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ðiâíÿííÿ (18.1) ìà¹ ðîçâÿçîê x∗ ∈ E, äî ÿêîãî çáiãàþòüñÿ ïîñëiäîâíi
íàáëèæåííÿ (18.6) ç äîâiëüíèì ïî÷àòêîâèì íàáëèæåííÿì x0 ∈ E,
ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ ‖x0‖ ∈ [θ, v]. Ïðè öüîìó

‖x∗‖ ≤ ψ∗, ‖xn − x∗‖ ≤ ψn − ψ∗,

äå ψ∗ � âåðõíié ðîçâÿçîê ðiâíÿííÿ ψ = A(ψ) i ψn+1 = A(ψn), ψ0 = v.
Íå âäàþ÷èñü äî ïîäðîáèöü îáãðóíòóâàííÿ íàâåäåíî¨ òåîðåìè,

âèîêðåìèìî òàêîæ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 18.5. Íåõàé îïåðàòîð T ¹ öiëêîì íåïåðåðâíèì. Íåõàé

íà âiäðiçêó [θ, v] îçíà÷åíèé òàêèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð A(y, z), ùî
íå ñïàäà¹ çà y, íå çðîñòà¹ çà z i ç íåðiâíîñòi y ≤ z (y, z ∈ [θ, v])
âèïëèâà¹, ùî A(y, z) ≤ A(z, y). Ïðèïóñòèìî, ùî

v ≥ A(v, θ)

i iç ñïiââiäíîøåííÿ ‖x‖ ∈ [θ, v], âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

‖T (x)‖ ≤ A(‖x‖, ‖x‖).

Òîäi iñíó¹ ðîçâÿçîê x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (18.1), äëÿ ÿêîãî ìà¹ìî
x∗ ∈ [θ, v].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ E i ‖x‖ ∈ [θ, v] . Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî
‖T (x)‖ ∈ [θ, v]. Ñïðàâäi:

‖T (x)‖ ≤ A(‖x‖, ‖x‖) ≤ A(v, θ) ≤ v.

Òîìó çàñòîñîâíèé ïðèíöèï Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó, ùî é
äîâîäèòü òåîðåìó.

Çàóâàæåííÿ 18.4. Â óìîâàõ òåîðåì 18.1-18.4 çàìiñòü
íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðiâ A1(y, z), A2(y, z) äîñòàòíüî âèìàãàòè,
ùîá ñïðàâäæóâàëîñÿ ïðèïóùåííÿ: ÿêùî yn ≤ yn+1, zn ≥ zn+1,
yn → y∗, zn → z∗, òî A1(yn, zn) → A1(y∗, z∗), A2(zn, yn) → A2(z∗, y∗).



170

ÐÎÇÄIË VII. ÄÂÎÑÒÎÐÎÍÍI ÎÏÅÐÀ-
ÒÎÐÍI ÒÀ IÍÒÅÃÐÀËÜÍI ÍÅÐIÂÍÎÑÒI

Éäåòüñÿ ïðî êëàñ òâåðäæåíü, ÿêi ôîðìàëüíî ìîæíà îïèñàòè òàêèì
÷èíîì. ßêùî ó íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði E ðiâíÿííÿ Fx = θ (θ �
íóëüîâèé åëåìåíò â E) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ E1 (E1 ⊆ E), òî çà ïåâíèõ
îáñòàâèí ç iñíóâàííÿ åëåìåíòà u ∈ E1, äëÿ ÿêîãî Fu ≥ θ, âèïëèâà¹
íåðiâíiñòü u ≥ θ àáî íåðiâíiñòü u ≤ θ. Òåîðåìè ïðî îïåðàòîðíi,
çîêðåìà ïðî iíòåãðàëüíi òà ïðî äèôåðåíöiàëüíi íåðiâíîñòi, ìàþòü
âàæëèâi çàñòîñóâàííÿ ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ òåîði¨ íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ,
ñåðåä ÿêèõ � äâîñòîðîííi ìîíîòîííi iòåðàöiéíi ìåòîäè, àñèìïòîòè÷íi
ìåòîäè, ÿêiñíà òåîðiÿ ðiâíÿíü i ò. ï. Ïðèêëàäàìè îïåðàòîðíèõ
íåðiâíîñòåé ¹ çàãàëüíîâiäîìi i ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàíi ó òåîði¨
ñòiéêîñòi iíòåãðàëüíi íåðiâíîñòi Ãðîíóîëëà (ÿêó òàêîæ íàçèâàþòü
íåðiâíiñòþ Ãðîíóîëëà- Áåëëìàíà), Áiõàði, Âåíäðîôôà òà ¨õ ÷èñëåííi
óçàãàëüíåííÿ (äèâ., íàïð., [13, 21, 57, 92, 123�127, 133, 135]). Ó
öüîìó ðîçäiëi ðîçâèíåìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè iç [57] ïðî äâîñòîðîííi
îïåðàòîðíi íåðiâíîñòi, à òàêîæ íàâåäåìî ðåçóëüòàòè, îïóáëiêîâàíi â
[100, 103]

�19. Äâîñòîðîííi îïåðàòîðíi íåðiâíîñòi ç ìîíî-
òîííèìè i ãåòåðîòîííèìè îïåðàòîðàìè

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ïðèêëàäè òåîðåì ïðî îïåðàòîðíi íåðiâíîñòi
äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

x = Ax+ b (19.1)

ç ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì A : E → E, äå E �
íàïiâóïîðÿäêîâàíèé áàíàõiâ ïðîñòið.

Òåîðåìà 19.1. Íåõàé ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ρ (A) îïåðàòîðà
A ìåíøèé çà îäèíèöþ i A ¹ äîäàòíiì îïåðàòîðîì. Òîäi
ç íåðiâíîñòi u ≤ Au+ b (u ∈ E) âèïëèâà¹ îöiíêà x∗ ≤ u, à ç
íåðiâíîñòi v ≥ Av + b (v ∈ E) âèïëèâà¹ îöiíêà v ≥ x∗ äëÿ ¹äèíîãî
ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (19.1).

Äîâåäåííÿ áàçó¹òüñÿ íà äâîõ îñíîâíèõ çàóâàæåííÿõ. Ïåðøèì ç
íèõ ¹ òå, ùî ïîñëiäîâíîñòi {yn} òà {zn}, óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ
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ôîðìóë
y0 = u, yn+1 = Ayn + b

òà
z0 = v, zn+1 = Azn + b,

¹ ìîíîòîííèìè. Äðóãèì ¹ òîé ôàêò, ùî íåðiâíiñòü ρ (A) < 1 çàáåçïå÷ó¹
çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé {yn} òà {zn} äî ¹äèíîãî â E ðîçâ'ÿçêó x∗
ðiâíÿííÿ (19.1). Ç öèõ äâîõ ôàêòiâ, ÿê ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, âèïëèâà¹
ïðàâäèâiñòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Iç ñïîñîáó äîâåäåííÿ òåîðåìè 19.1 âèäíî, ùî äëÿ îáãðóíòóâàííÿ
òåîðåì ïðî îïåðàòîðíi íåðiâíîñòi ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè iòåðàöiéíi
ìåòîäè, ÿêùî âäà¹òüñÿ ãàðàíòóâàòè çáiæíiñòü i ìîíîòîííiñòü
âiäïîâiäíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Öå ñïîñòåðåæåííÿ äà¹ ïiäñòàâó,
íàïðèêëàä, äëÿ òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 19.2. Íåõàé çàäàíà ìíîæèíà E1 åëåìåíòiâ iç ÷àñòêîâî
óïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó E i çàäàíèé îïåðàòîð F : E1 → E1,
ïðè÷îìó: 1) îïåðàòîð F � içîòîííèé; 2) çàäàíèé åëåìåíò u ∈ E1

(v ∈ E1), ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü u ≤ Fu (v ≥ Fv); 3) ïîñëiäîâ-
íiñòü {yn} (ïîñëiäîâíiñòü {zn}), óòâîðåíà çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

y0 = u, yn+1 = Fyn (z0 = v, zn+1 = Fzn) ,

çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó x ∈ E1 ðiâíÿííÿ

x = Fx.

Òîäi äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó ìà¹ ìiñöå îöiíêà

u ≤ x (v ≥ x) .

ßêùî êðiì òîãî, iñíó¹ âåðõíié â E1 ðîçâ'ÿçîê z∗ (íèæíié â E1

ðîçâ'ÿçîê y∗) öüîãî ðiâíÿííÿ, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

u ≤ z∗ (v ≥ y∗) .

Çàìiñòü ðiâíÿííÿ x = Fx ìîæíà ðîçãëÿäàòè ðiâíÿííÿ Lx = Tx. Çà
ïðèïóùåííÿ, ùî L ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ îáåðíåíèé
îïåðàòîð L−1 : E1 → E1 i L−1 ¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì äîäàòíiì
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îïåðàòîðîì, ðiâíÿííÿ Lx = Tx ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi x =
Fx, äå F = L−1T . ßêùî T � içîòîííèé îïåðàòîð, òî F = L−1T
òåæ ¹ içîòîííèì îïåðàòîðîì. Òîìó íåðiâíiñòü Lu ≤ Tu (Lv ≥ Tv)
ïðèçâîäèòü äî îöiíêè u ≤ x (v ≥ x) çàâäÿêè òåîðåìi 19.2.

Äëÿ àíòèòîííîãî îïåðàòîðà F ñèòóàöiÿ óñêëàäíþ¹òüñÿ, áî
íåðiâíiñòü u ≤ Fu (v ≥ Fv) íàâiòü äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ x = Fx,
òîáòî, ó âèïàäêó, êîëè Fx = −Ax+b ç ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì äîäàòíiì
îïåðàòîðîì A, ÿêèé ìà¹ ìåíøèé çà îäèíèöþ ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ
ρ (A), ìîæå íå ïðèçâîäèòè íi äî íåðiâíîñòi u ≤ x (v ≥ x), àíi äî
íåðiâíîñòi u ≥ x (v ≤ x) äëÿ ðîçâ'ÿçêó x ðiâíÿííÿ x = −Ax + b.
Îäíàê, ìîæíà äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 19.3. Íåõàé A : E → E ¹ ëiíiéíèì äîäàòíiì
íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì ç ìåíøèì çà îäèíèöþ ñïåêòðàëüítì
ðàäigñîì ρ (A). Òîäi íåðiâíîñòi

u ≤ −Av + b, v ≥ −Au+ b (u, v ∈ E)

ïðèçâîäÿòü äî îöiíîê
u ≤ x ≤ v

äëÿ ðîçâ'ÿçêó x ðiâíÿííÿ

x = −Ax+ b.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ñïèðà¹òüñÿ íà òi ñàìi ïðèíöèïè, ç ÿêèìè ìè
ìàëè ñïðàâó ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 19.1.

Îáèäâi íàâåäåíi ñèòóàöi¨ äëÿ ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà � içîòîííîãî
i àíòèòîííîãî � âïèñóþòüñÿ ó çàãàëüíó ñõåìó äëÿ ðiâíÿíü ç
íåìîíîòîííèì îïåðàòîðîì F , ÿêèé ìà¹ âëàñòèâiñòü ãåòåðîòîííîñòi.
ßê âiäîìî, îïåðàòîð F : E1 → E1 íàçèâàþòü ãåòåðîòîííèì, ÿêùî
ìà¹ìî òàêèé îïåðàòîð T (y, z) : E1 × E1 → E1, ùî íå ñïàäà¹ çà y, íå
çðîñòà¹ çà z i äëÿ ÿêîãî

T (x, x) = Fx (x ∈ E1) . (19.2)

Çàçíà÷èìî, ùî ãåòåðîòîííèì äåêîëè íàçèâàþòü òàêîæ T (y, z).
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

x = T (x, x) (19.3)
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ç îïåðàòîðîì T (y, z) : E1 × E1 → E1, äå E1 � ìíîæèíà åëåìåíòiâ
iç íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó E, i ñôîðìóëþ¹ìî òàêó òåîðåìó
ïðî äâîñòîðîííi îïåðàòîðíi íåðiâíîñòi äëÿ ðiâíÿííÿ ç ãåòåðîòîííèì
îïåðàòîðîì.

Òåîðåìà 19.4. Íåõàé: 1) îïåðàòîð T (x, x) ¹ ãåòåðîòîííèì
òîáòî, ç íåðiâíîñòåé u ≤ y, v ≥ z (u, v, y, z ∈ R1) âèïëèâà¹, ùî
T (u, v) ≤ T (y, z); 2) çàäàíi åëåìåíòè u, v ∈ E1, äëÿ ÿêèõ

u ≤ T (u, v) , v ≥ T (v, u) ; (19.4)

3) ïîñëiäîâíîñòi {yn} òà {zn}, óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî
ïðîöåñó

yn+1 = T (yn, zn) , zn+1 = T (zn, yn) (19.5)

ç ïî÷àòêîâèìè íàáëèæåííÿìè

y0 = u, z0 = v. (19.6)

çáiãàþòüñÿ äî ¹äèíîãî â E1 ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (19.3). Òîäi ìàþòü
ìiñöå îöiíêè

u ≤ x∗ ≤ v. (19.7)

Äîâåäåííÿ î÷åâèäíèì ñïîñîáîì ìîæíà çâåñòè äî äîâåäåííÿ
íåðiâíîñòåé

yn ≤ yn+1, zn ≥ zn+1 (n = 0, 1, . . .) , (19.8)

ÿêi äëÿ n = 0 îòðèìóþòüñÿ iç ñïiââiäíîøåíü (19.4) � (19.6), à
äëÿ n > 1 ïiäòâåðäæóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó iíäóêöi¨, áî ç
óìîâ òåîðåìè i ïðèïóùåííÿ ïðî âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé yn−1 ≤ yn,
zn−1 ≥ zn âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ

yn+1 = T (yn, zn) ≥ T (yn−1, zn−1) = yn,
zn+1 = T (zn, yn) ≤ T (zn−1, yn−1) = zn.

Òîìó ïîñòóëüîâàíà â óìîâàõ òåîðåìè îäíîçíà÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü
ðiâíÿííÿ (19.3) òà çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn} äàþòü ïiäñòàâó
ââàæàòè òåîðåìó äîâåäåíîþ.
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Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà äîâåñòè òðîõè çàãàëüíiøó òåîðåìó,
óìîâè ÿêî¨ íå âèìàãàþòü ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (19.3).

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (19.3) ó âèãëÿäi

x = Fx, (19.9)

ââàæàþ÷è çàäàíèìè îïåðàòîðè Ti (y, z) : E1 × E1 → E1 (i = 1, 2) ,
äëÿ ÿêèõ ïðè x ∈ E1 ìà¹ìî

T1 (x, x) = T2 (x, x) = Fx. (19.10)

Òåîðåìà 19.5. Íåõàé: 1) ç íåðiâíîñòåé y ≤ u, z ≥ v
(y, z, u, v ∈ E1) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

Ti (y, z) ≤ Ti (u, v) (i = 1, 2) ; (19.11)

2) çàäàíi åëåìåíòè (u, v ∈ E1), äëÿ ÿêèõ

u ≤ T1 (u, v) , v ≥ T2 (v, u) ; (19.12)

3) ïîñëiäîâíîñòi {yn} i {zn}, óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

yn+1 = T1 (yn, zn) , zn+1 = T2 (zn, yn) (19.13)

ç ïî÷àòêîâèìè íàáëèæåííÿìè (19.6), çáiãàþòüñÿ äî êîìïîíåíò y∗ i
z∗ êðàéíüîãî â E0 ðîçâ'ÿçêó (y∗, z∗) ñèñòåìè

y = T1 (y, z) , z = T2 (z, y) . (19.14)

Òîäi äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E1 ðiâíÿííÿ (19.9) ìàþòü ìiñöå
îöiíêè (19.7).

Äîâåäåííÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ (19.8) ïiäòâåðäæóþòüñÿ òàêèìè
ñàìèìè ìiðêóâàííÿìè ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 19.4. Ïðè öüîìó
î÷åâèäíî, ùî

yn ≤ yn+0 ≤ y∗ ≤ z∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (19.15)

Îñêiëüêè iç (19.10) âèïëèâà¹, ùî (x∗, x∗) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (19.14),
ÿêùî x∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (19.9), òî, ìàþ÷è íà óâàçi îçíà÷åííÿ
êðàéíüîãî ðîçâ'ÿçêó, ç (19.15) îòðèìó¹ìî

yn ≤ yn+1 ≤ y∗ ≤ x∗ ≤ z∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) . (19.16)
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Çâiäcè âèïëèâàþòü, çîêðåìà, íåðiâíîñòi (19.7), ÿêi ïîòðiáíî áóëî
äîâåñòè.

ßêùî F ¹ içîòîííèì îïåðàòîðîì, òî ç òåîðåìè 19.5 ìîæíà
îòðèìàòè òåîðåìó 19.2. Ó âèïàäêó àíòèòîííîãî îïåðàòîðà F ç òåîðåìè
19.5 âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 19.6. Íåõàé: 1) îïåðàòîð F ¹ àíòèòîííèì, òîáòî,
ç íåðiâíîñòi y ≤ z (y, z ∈ E1) âèïëèâà¹, ùî Fy ≥ Fz; 2) çàäàíi
åëåìåíòè u, v ∈ E1, äëÿ ÿêèõ

u ≤ Fv, v ≥ Fu; (19.17)

3) ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn}, ïîáóäîâàíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

yn+1 = Fzn, zn+1 = Fyn

ç ïî÷àòêîâèìè íàáëèæåííÿìè (19.6), çáiãàþòüñÿ äî êðàéíüîãî â E1

ðîçâ'ÿçêó (y∗, z∗) ñèñòåìè

y = Fz, z = Fy. (19.18)

Òîäi äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E1 ðiâíÿííÿ (19.9) ïðàâäèâi îöiíêè
(19.7).

Âèêîíàííÿ óìîâè 3) òåîðåìè 19.5 ìîæíà ãàðàíòóâàòè, ÿêùî,
çîêðåìà, ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðèïóùcííÿ:

3à) ñèñòåìà (19.14) ìà¹ ¹äèíèé â E1 × E1 ðîçâ'ÿçîê (y∗, z∗),
ïðè÷îìó y∗ = z∗ i çáiãàþòüñÿ â E1 ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn}, óòâîðåíi
çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (19.13), (19.6).

Çàáåçïå÷èòè âèêîíàííÿ óìîâè 3à) ìîæíà, çîêðåìà, ïðèïóñêàþ÷è,
ùî T1, T2 ¹ ëiïøèöi¹âèìè îïåðàòîðàìè. Çàäëÿ ïðèêëàäó
êîíêðåòèçó¹ìî ñêàçàíå äëÿ âèïàäêó, êîëè: 3á) E ¹ áàíàõîâèì
íàïiâóïîðÿäêîâàíèì ïðîñòîðîì, ìíîæèíà E1 ¹ âiäðiçêîì â E àáî
ñïiâïàäà¹ ç óñiì ïðîñòîðîì E, à îïåðàòîðè T1 (y, z), T2 (y, z) ¹
ëiïøèöi¹âèìè â E1, òîáòî, ïðè y, z, u, v ∈ E1 ìà¹ìî

‖T1 (y, z)− T1 (u, v)‖ ≤ α1 ‖y − u‖+ α2 ‖z − v‖ ,
‖T2 (y, z)− T2 (u, v)‖ ≤ β1 ‖y − u‖+ β2 ‖z − v‖ , (19.19)

ïðè÷îìó
max {α1, α2}+ max {β1, β2} ≤ q < 1. (19.20)
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Çà öi¹¨ ñèòóàöi¨ ç òåîðåìè 19.5 îòðèìó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 19.7. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1) i 2) òåîðåìè

19.6, à óìîâà 3) öi¹¨ òåîðåìè çàìiíåíà óìîâîþ 3á). Òîäi äëÿ ¹äèíîãî
ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E1 ðiâíÿííÿ (19.9) ìàþòü ìiñöå îöiíêè (19.7).

Çà ñèòóàöi¨, êîëè

T1 (y, z) = T2 (y, z) = T (y, z) = F1y + F2z (19.21)

ôîðìóëþ¹ìî àíàëîã òåîðåìè 19.7 äëÿ ðiâíÿííÿ

x = F1x+ F2x. (19.22)

Òåîðåìà 19.8. Íåõàé: 1) îïåðàòîð F1 � içîòîííèé, îïåðàòîð F2

� àíòèòîííèé; 2) åëåìåíòè u, v ∈ E1 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u ≤ F1u+ F2v, v ≥ F1v + F2u; (19.23)

3) iç ñïiââiäíîøåíü y, z ∈ E1, äå E1 � âiäðiçîê â E àáî ñïiâïàäà¹ ç E,
E - íàïiâóïîðÿäêîâàíèé áàíàõiâ ïðîñòið, âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

‖F1y − F1z‖ ≤ α ‖y − z‖ , ‖F2y − F2z‖ ≤ β ‖y − z‖ , (19.24)

ïðè÷îìó
α+ β ≤ q < 1. (19.25)

Òîäi äëÿ ¹äèíîãî â E1 ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E9 ðiâíÿííÿ (19.22)
ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè (19.7).

Äëÿ äîâåäåííÿ äîñèòü çàçíà÷èòè, ùî éäåòüñÿ ïðî ÷àñòêîâèé
âèïàäîê òåîðåìè 19.7.

Ó òîìó âèïàäêó, êîëè ðiâíÿííÿ (19.9) ¹ ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì
âèãëÿäó

x = A1x−A2x+ b (19.26)

ç äîäàòíiìè ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè A1, A2 : E → E, b ∈ E, çàìiñòü
ïðèïóùåííÿ (19.25) ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ iíøîþ óìîâîþ.

Òåîðåìà 19.9. Íåõàé: 1) A1, A2 ¹ ëiíiéíèìè äîäàòíiìè
îïåðàòîðàìè ó íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði E; 2)
çàäàíi åëåìåíòè u, v ∈ E, äëÿ ÿêèõ

u ≤ A1u−A2v + b, v ≥ A1v −A2u+ b; (19.27)
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3) äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäióñà ρ (A) îïåðàòîðà |A| = A1 +A2 ïðàâäèâà
îöiíêà

ρ (|A|) < 1. (19.28)

Òîäi äëÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E1 ðiâíÿííÿ (19.26) ìàþòü ìiñöå
îöiíêè (19.7).

Äîâåäåííÿ ïîòðåáó¹ ëèøå òèõ ìiðêóâàíü, êîòðèìè ìîæíà
ïiäòâåðäèòè âèêîíàííÿ óìîâè 3) iç òåîðåìè 19.4. Îñêiëüêè çà óìîâîþ
ρ (|A|) < 1, òî ìîæíà óïåâíèòèñÿ, ùî òàêîæ i ρ (A) < 1, äå A = A2−A1.
Öå âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòåé − (A1 +A2) ≤ A1 − A2 ≤ A1 + A2, äå
íåðiâíiñòü âèãëÿäó A ≤ B îçíà÷à¹, ùî B −A ¹ äîäàòíiì îïåðàòîðîì.
Çàçíà÷èìî, ùî ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} çà âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè
îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

yn+1 = A2yn −A2zn + b, zn+1 = A1zn −A2yn + b. (19.29)

Ïðè öüîìó ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ ñïî÷àòêó, ùî çáiãàþòüñÿ
ïîñëiäîâíîñòi {yn+1 + zn+1} òà {zn − yn}, áî iç (19.29) âèïëèâàþòü
ðiâíîñòi

yn+1 + zn+1 = (A1 −A2) (yn + zn) + 2b,
zn+1 − yn+1 = (A1 +A3) (zn − yn) .

Öå äà¹ ïiäñòàâó ââàæàòè çáiæíèìè ïîñëiäîâíîñòi {yn} òà {zn} i,
çàâäÿêè öüîìó, ââàæàòè äîâåäåíîþ òåîðåìó.

Ïðèêëàä 19.1. Ó ïðîñòîði C (E, [α, β]) íåïåðåðâíèõ íà
ñåãìåíòi [α, β] (−∞ < α < β <∞) ôóíêöié iç çíà÷åííÿìè iç
íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó E ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëüíå
ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà

x (t) = f (t) +

t∫
α

k (t, s, x (s)) ds (19.30)

çà ïðèïóùåííÿ, ùî îïåðàòîð k (t, s, x) ¹ òàêèì, ùî îïåðàòîð

t∫
α

k (t, s, x (s)) ds+ f (t) = K (t, x)



178

îçíà÷åíèé äëÿ t ∈ [α, β], x ∈ E i íàáóâà¹ çíà÷åííÿ
ç E. Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî çàäàíi îïåðàòîðè
Fi (t, s, y, z) : [α, β]× [α, β]× E × E → E (i = 1, 2), äëÿ ÿêèõ iç
ñïiââiäíîøåíü y ≤ u, z ≥ v, x, y, z, u, v ∈ E, t, s ∈ [α, β]
âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ

Fi (t, s, y, z) ≤ Fi (t, s, u, v) (i = 1, 2) ,
F1 (t, s, y, z) ≤ F2 (t, s, y, z) ,
F1 (t, s, x, x) = F2 (t, s, x, x) = k (t, s, x) .

Íåõàé îïåðàòîðè

Ti (t, y, z) = f (t) +

t∫
α

Fi (t, s, y (s) , z (s)) ds (i = 1, 2) (19.31)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 19.5. ßêùî íà [α, β] ñèñòåìà

y (t) = f (t) +
t∫
α
F1 (t, s, y (s) , z (s)) ds,

z (t) = f (t) +
t∫
α
F2 (t, s, z (s) , y (s)) ds

(19.32)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (y∗ (t) , z∗ (t)) ∈ C (E, [α, β]) × C (E, [a, b]) i ïðè
öüîìó y∗ (t) = z∗ (t), òî ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çà ïðèïóùåííÿ ïðî
âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé

u (t) ≤ f (t) +
t∫
α
F1 (t, s, u (s) , v (s)) ds,

v (t) ≤ f (t) +
t∫
α
F2 (t, s, v (s) , u (s)) ds,

(19.33)

äå u (t) , v (t) ∈ C (E, [α,β]), çáiãàþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi {yn (t)}, {zn (t)},
óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó

y0 (t) = u (t) , z0 (t) = v (t) ,

yn+1 (t) = f (t) +
t∫
α
F1 (t, s, yn (s) , zn (s)) ds,

zn+1 (t) = f (t) +
t∫
α
F2 (t, s, zn (s) , yn (s)) ds, (t ∈ [α,β]) .
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Ïðè öüîìó lim
n→∞

yn (t) = lim
n→∞

zn (t) = x∗ (t) ¹ ¹äèíèì â C (E, [α,β])

ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (19.30). Îòæå, çà öèõ ïðèïóùåíü ñïðàâäæóþòüñÿ
óìîâè òåîðåìè 19.5 é òîìó íà [α,β] ìàþòü ìiñöå îöiíêè (19.7), ÿêi äëÿ
öüîãî ïðèêëàäó íàáóâàþòü âèãëÿäó

u (t) ≤ x∗ (t) ≤ v (t) (t ∈ [α,β]) . (19.34)

Ïðèêëàä 19.2. Íàâåäåìî òâåðäæåííÿ, ùî óçàãàëüíþ¹ âiäîìó
ëåìó Áiõàði. Íåõàé c � äiéñíå ÷èñëî, β0 (t) � íåïåðåðâíà ïðè t ∈ [α,β]
ôóíêöiÿ (−∞ < α<β <∞), ϕ (y, z) > 0 ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ ïðè
y, z ∈ (λ0, λ1), c ∈ (λ0, λ1), ϕ (y, z) íå ñïàäà¹ ùîäî y, íå çðîñòà¹ ùîäî
z, íåïåðåðâíi ïðè t ∈ [α,β] ôóíêöi¨ u (t) , v (t) çàäîâîëüíÿþòü íà [α,β]
íåðiâíîñòi

u (t) ≤ c+
t∫
α
β0 (s)ϕ (u (s) , v (s)) ds,

v (t) ≥ c+
t∫
α
β0 (s)ϕ (v (s) , u (s)) ds.

Ââàæàòèìåìî, ùî ñèñòåìà

y (t) = c+
t∫
α
β0 (s)ϕ (y (s) , z (s)) ds,

z (t) = c+
t∫
α
β0 (s)ϕ (z (s) , y (s)) ds

(19.35)

ìà¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíèé ïðè t ∈ [α,β] ðîçâ'ÿçîê (y (t) , z (t)). Íåõàé

G (c) +
t∫
α
β0 (s) ds íàëåæèòü îáëàñòi iñíóâàííÿ (ïðè t ∈ [α,β]) ôóíêöi¨

G−1 (x), îáåðíåíî¨ äî ôóíêöi¨ G (x), ÿêà ¹ ïåðâiñíîþ ôóíêöi¹þ G (x) =
x∫
x0

dλ
ϕ(λ,λ) . Òîäi ìàþòü ìiñöå îöiíêè (19.34) äëÿ ¹äèíîãî íåïåðåðâíîãî

ïðè t ∈ [α,β] ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

x (t) = c+

t∫
α

β0 (s)ϕ (x (s) , x (s)) ds, (19.36)
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ÿêi ó öüîìó âèïàäêó ìàþòü âèãëÿä

u (t) ≤ G−1

G (c) +

t∫
α

β0 (s) ds

 ≤ v (t) . (19.37)

Äëÿ äîâåäåííÿ çàçíà÷èìî, ùî ¹äèíèé íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê

x (t) = G−1

G (c) +

t∫
α

β0 (s) ds


ðiâíÿííÿ (19.36) ìîæíà çíàéòè ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

x′ (t) = β0 (t)ϕ (x (t) , x (t)) , x (α) = c.

Òîìó ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó 19.3 àáî ïîñèëàòèñÿ íà ïðèêëàä
19.1.

Ïðèêëàä 19.3. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ
âîëüòåðiâñüêîãî òèïó

x (t) = f (t) +

t∫
α

K (t, s)x (s) ds (19.38)

ó ïðîñòîði L2 (α,β) iíòåãðîâíèõ ç êâàäðàòîì íà (α,β) ôóíêöié.
Äîäàòíó i âiä'¹ìíó ÷àñòèíè ôóíêöi¨K (t, s) ïîçíà÷àòèìåìî âiäïîâiäíî
K+ (t, s) òà K− (t, s), òîáòî

K+ (t, s) = sup {K (t, s) , 0} ,
K− (t, s) = K+(t, s)−K (t, s) .

ßêùî ôóíêöi¨ u (t) , v (t) ∈ L2 (α,β) ìàéæå âñþäè ïðè t ∈ (α,β)
çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u (t) ≤ f (t) +
t∫
α
K+ (t, s)u (s) ds−

t∫
α
K− (t, s) v (s) ds,

v (t) ≥ f (t) +
t∫
α
K+ (t, s) v (s) ds−

t∫
α
K− (t, s)u (s) ds,
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òî ìàéæå âñþäè íà (α,β) ìàþòü ìiñöå îöiíêè (19.34), äëÿ ¹äèíîãî
ðîçâ'ÿçêó x∗(t) ∈ L2(α, β) ðiâíÿííÿ (19.38).

Ñïðàâäi. Iíòåãðîâíiñòü ç êâàäðàòîì ôóíêöié K (t, s), f (t)
çàáåçïå÷ó¹ îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü ñèñòåìè

y (t) = f (t) +
t∫
α
K+ (t, s) y (s) ds−

t∫
α
K− (t, s) z (s) ds,

z (t) = f (t) +
t∫
α
K+ (t, s) z (s) ds−

t∫
α
K− (t, s) y (s) ds,

òà îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿííÿ (19.38), à òàêîæ ìîíîòîííó
çáiæíiñòü äî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) ðiâíÿííÿ (19.38) ïîñëiäîâíîñòåé {yn (t)}
òà {zn (t)}, ïîáóäîâàíèõ çà ôîðìóëàìè

yn+1 (t) = f (t) +
t∫
α
K+ (t, s) yn (s) ds−

t∫
α
K− (t, s) zn (s) ds,

zn+1 (t) = f (t) +
t∫
α
K+ (t, s) zn (s) ds−

t∫
α
K− (t, s) yn (s) ds,

y0(t) = u(t), z0(t) = v(t).

Öå äà¹ ïiäñòàâó çàâåðøèòè äîâåäåííÿ ïîêëèêàííÿì íà òåîðåìó 19.4.
Äëÿ êîíñòðóþâàííÿ òåîðåì ïðî äâîñòîðîííi îïåðàòîðíi íåðiâíîñòi

ìîæíà âèêîðèñòàòè îäíîñòîðîííþ ëiïøèöi¹âiñòü òà ÷àñòêîâó
ëiïøèöi¹âiñòü.

Òåîðåìà 19.10. Íåõàé: 1) ç íåðiâíîñòi y ≤ z (y, z ∈ E1), äå
E1 � äåÿêà ïiäìíîæèíà iç íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó E âèïëèâà¹
íåðiâíiñòü

Fz − Fy ≤ A2 (z − y)

ç òàêèì äîäàòíiì ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì A2, ùî
îïåðàòîð

T2 (y, z) = −A2 (z − y) + Fz

äi¹ ç E1 × E1 â E1; 2) çàäàíi åëåìåíòè u, v ∈ E1, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíîñòi

u ≤ −A2 (v − u) + Fv,
v ≥ A2 (v − u) + Fu;

3) ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn}, ïîáóäîâàíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

y0 = u, z0 = v, (19.39)
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yn+1 = −A2 (zn − yn) + Fzn,
zn+1 = A2 (zn − yn) + Fyn,

(19.40)

çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî êîìïîíåíò y∗, z∗ ¹äèíîãî â E1×E1 ðîçâ'ÿçêó
(y∗, z∗) ñèñòåìè

y = −A2 (z − y) + Fz,
z = A2 (z − y) + Fy

(19.41)

i öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä y∗ = z∗. Òîäi äëÿ ¹äèíîãî â E1 ðîçâ'ÿçêó
x∗ ðiâíÿííÿ (19.9) cïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè (19.7).

Òåîðåìà 19.11. Íåõàé: 1) ç íåðiâíîñòi y ≤ z (y, z ∈ E1)
âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

−A1 (z − y) ≤ Fz − Fy

ç äîäàòíiì ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì A1, ÿêèé ìà¹ òó
âëàñòèâiñòü, ùî îïåðàòîð

T1 (y, z) = −A1 (z − y) + Fy

äi¹ ç E1 × E1 â E1; 2) åëåìåíòè u, v ∈ E1 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u ≤ −A1 (v − u) + Fu,
v ≥ A1 (v − u) + Fv;

3) ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn}, îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (19.39)
òà ôîðìóë

yn+1 = −A1 (zn − yn) + Fyn,
zn+1 = A1 (zn − yn) + Fzn,

çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî êîìïîíåíò y∗, z∗ ¹äèíîãî â E1×E1 ðîçâ'ÿçêó
(y∗, z∗) ñèñòåìè

y = −A1 (z − y) + Fy,
z = A1 (z − y) + Fz,

ïðè÷îìó y∗ = z∗. Òîäi äëÿ ¹äèíîãî â E1 ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (19.9)
ìàþòü ìiñöå îöiíêè (19.7).

Îáèäâi íàâåäåíi òåîðåìè âèïëèâàþòü ç íàñòóïíî¨ òåîðåìè ÿê ¨¨
íàñëiäêè.
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Òåîðåìà 19.12. Íåõàé: 1) ñïiââiäíîøåííÿ y ≤ z, x, y, z ∈ E1

ïðèçâîäÿòü äî íåðiâíîñòåé

−A1 (z − y) ≤ T (z, x)− T (y, x) ,
T (x, z)− T (x, y) ≤ A2 (z − y)

ç òàêèìè íåïåðåðâíèìè äîäàòíèìè ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè A1, A2,
ùî îïåðàòîð T (y, z) − (A1 +A2) äi¹ ç E1 × E1 â E1; 2) åëåìåíòè
u, v ∈ E1 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u ≤ − (A1 +A2) (v − u) + T (u, v) ,
v ≥ (A1 +A2) (v − u) + T (v, u) ;

3) ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn}, îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî
ïðîöåñó

yn+1 = − (A1 +A2) (zn − yn) + T (yn, zn) ,
zn+1 = (A1 +A2) (zn − yn) + T (zn, yn)

(19.42)

ç ïî÷àòêîâèìè íàáëèæåííÿìè (19.39), çáiãàþòüñÿ äî êîìïîíåíò y∗,
z∗ ¹äèíîãî â E1 × E1 ðîçâ'ÿçêó (y∗, z∗) ñèñòåìè

y = − (A1 +A2) (z − y) + T (y, z) ,
z = (A1 +A2) (z − y) + T (z, y)

i ïðè öüîìó y∗ = z∗. Òîäi äëÿ ¹äèíîãî â E1 ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ
(19.3) ìàþòü ìiñöå îöiíêè (19.7).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ç óìîâ 1), 2) òà iç ñïiââiäíîøåíü (19.39),
(19.42) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi y0 ≤ y1, z0 ≥ z1, òî çà äîïîìîãîþ
(19.42) i óìîâ 1), 2) ìîæíà îòðèìàòè

y2 − y1 = (A1 +A2) (z0 − y0 − z1 + y1) + T (y1, z1)− T (y0, z0) ≥
≥ A1 (z0 − z1) +A2 (y1 − y0) ≥ θ,

z2 − z1 = (A1 +A2) (z0 − y0 − z1 + y1) + T (z0, y0)− T (z1, y1) ≥
≥ A1 (y0 − y1) +A2 (z1 − z0) ≥ θ,

äå θ � íóëüîâèé åëåìåíò â E. Öå äà¹ ïiäñòàâó ââàæàòè, ùî çàâäÿêè
iíäóêöi¨ ïiäòâåðäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1, zn ≥ zn+1 (n = 0, 1, . . .) .
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Ïîêëèêàííÿ íà óìîâó 3) çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
Ïðèêëàä 19.4. Íàâåäåìî ôîðìóëþâàííÿ ëåìè Ãðîíóîëëà, à

òàêîæ ¨¨ äîâåäåííÿ, ÿêå íàëåæèòü Å. Òiò÷ìàðøó (äèâ. [90]) i ëåæèòü
â îñíîâi ÷àñòî âæèâàíèõ iíøèìè àâòîðàìè ìiðêóâàíü äëÿ äîâåäåííÿ
áàãàòüîõ êîíêðåòíèõ òåîðåì ïðî iíòåãðàëüíi íåðiâíîñòi (äèâ., íàïð.,
[13, 65, 92]).

Ëåìà Ãðîíóîëëà. Íåõàé u (t), β (t) ¹ íåâiä'¹ìíèìè
íåïåðåðâíèìè íà ñåãìåíòi [t0, t1] ôóíêöiÿìè i ïðè t ∈ [t0, t1]
ìà¹ìî

u (t) ≤ c+

t∫
t0

β (s)u (s) ds, (19.43)

äå c � íåâiä'¹ìíå äiéñíå ÷èñëî. Òîäi ïðè t ∈ [t0, t1] ìà¹ ìiñöå îöiíêà

u (t) ≤ c · exp

 t∫
t0

β (s) ds

 . (19.44)

Äîâåäåííÿ Å. Òiò÷ìàðøà (äèâ. [92, ñòîð. 37 òà ñòîð. 60])
ãðóíòó¹òüñÿ íà òîìó, ùî ïðè c > 0 ìàòèìåìî u (t) ≤ H (t) i
0 < c ≤ H (t), äå ÷åðåç H (t) ïîçíà÷åíî ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi
(19.43). Îòæå,

β (t)H (t) ≥ β (t)u (t) = H ′ (t) .

Òîìó, çâàæàþ÷è íà î÷åâèäíó íåðiâíiñòü H (t) > 0, áóäåìî ìàòè

H ′ (t)
H (t)

≤ β (t) ,

ïðè÷îìó H (t0) = c. Çàâäÿêè öüîìó îòðèìó¹ìî

H(t)∫
H(t0)

dH

H
≤

t∫
t0

β (s) ds, àáî H (t) ≤ c · exp

 t∫
t0

β (s) ds

 .

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü u (t) ≤ H (t), ìàòèìåìî íåðiâíiñòü
(19.44) äëÿ c > 0. Ïðè c = 0 òâåðäæåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ ç äîâåäåíîãî
òâåðäæåííÿ äëÿ c > 0 çà äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó ïðè c→ 0.
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ßêùî çàóâàæèòè, ùî h (t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ h′ (t) = β (t)h (t) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ h (t0) = c, äå
÷åðåç h (t) ïîçíà÷åíà ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (19.43), òî ìîæíà
óçàãàëüíèòè ïîïåðåäíþ ëåìó. Îäíå ç òàêèõ óçàãàëüíåíü îïóáëiêîâàíå
Ì. Õàðëàìîâèì â Óêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íîìó æóðíàëi 1955 ðîêó
(äèâ. áiáëiîãðàôiþ â [92]), ó ÿêîìó éäåòüñÿ ïðî íåðiâíiñòü âèãëÿäó

u (t) ≤ a (t) + α (t)

t∫
t0

β (s)u (s) ds

çàìiñòü íåðiâíîñòi (19.43) i îöiíêó

u (t) ≤ a (t) + α (t)

t∫
t0

a (s)β (s) exp

 t∫
s

α (ξ)β (ξ) dξ

 ds

çàìiñòü (19.44).
Ïðèêëàä 19.4. ßêùî â óìîâàõ òåîðåìè 19.5 ñèñòåìà (19.14) ìà¹

âèãëÿä

y (t) = f (t) +
t∫
t0

ϕ1 (t)ψ1 (s) y (s) ds−
t∫
t0

ϕ1 (t)ψ2 (s) z (s) ds,

z (t) = f (t) +
t∫
t0

ϕ1 (t)ψ1 (s) z (s) ds−
t∫
t0

ϕ1 (t)ψ2 (s) y (s) ds,
(19.45)

àáî âèãëÿä

y (t) = f (t) +
t∫
t0

ϕ1 (t)ψ1 (s) y (s) ds−
t∫
t0

ϕ2 (t)ψ1 (s) z (s) ds,

z (t) = f (t) +
t∫
t0

ϕ1 (t)ψ1 (s) z (s) ds−
t∫
t0

ϕ2 (t)ψ1 (s) y (s) ds
(19.46)

ïðè ϕi (t) ≥ 0, ψi (t) ≥ 0 (i = 1, 2), òî îöiíêè (19.7) ìàòèìóòü âèãëÿä

u(t) ≤ f(t) + ϕ(t)

t∫
t0

f(s)ψ(s) exp

 t∫
s

ϕ(ξ)ψ(ξ)dξ

 ds ≤ v(t). (19.47)
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Ïðè öüîìó
ϕ (t) = ϕ1 (t) , ψ (t) = ψ1 (t)− ψ2 (t)

ó òîìó âèïàäêó, êîëè éäåòüñÿ ïðî ñèñòåìó (19.45) i íåðiâíîñòi

u (t) ≤ f (t) +
t∫
t0

ϕ1 (t)ψ1 (s)u (s) ds−
t∫
t0

ϕ1 (t)ψ2 (s) v (s) ds,

v (t) ≥ f (t) +
t∫
t0

ϕ1 (t)ψ1 (s) v (s) ds−
t∫
t0

ϕ1 (t)ψ2 (s)u (s) ds.

ßêùî æ éäåòüñÿ ïðî ñèñòåìó (19.46) i íåðiâíîñòi

u (t) ≤ f (t) +
t∫
t0

ϕ1 (t)ψ1 (s)u (s) ds−
t∫
t0

ϕ2 (t)ψ1 (s) v (s) ds,

v (t) ≥ f (t) +
t∫
t0

ϕ1 (t)ψ1 (s) v (s) ds−
t∫
t0

ϕ2 (t)ψ1 (s)u (s) ds,

òî â (19.47) ïîòðiáíî âçÿòè ϕ (t) = ϕ1 (t) − ϕ2 (t), ψ (t) = ψ1 (t).
Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò óçàãàëüíþ¹ ëåìó Ãðîíóîëëà i ñïiâïàäà¹ ç íåþ â
òîìó âàðiàíòi, ó ÿêîìó âîíà âiäîìà ÿê ëåìà Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà ïðè
ϕ2 (t) = 0, ψ2 (t) = 0, f (t) = c = const.

�20. Äâîñòîðîííi îïåðàòîðíi íåðiâíîñòi ç ãåòåðî-
òîííî îöiíþâàíèìè îïåðàòîðàìè

Óìîâè âèãëÿäó (19.2) òà (19.10), âèêîðèñòàíi äëÿ êîíñòðóþâàííÿ
òâåðäæåíü ïðî äâîñòîðîííi îïåðàòîðíi íåðiâíîñòi ó ïîïåðåäíüîìó
ïàðàãðàôi, ìîæíà ïîñëàáèòè òàêèì ÷èíîì. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè
ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

x = Fx (20.1)

çà ïðèïóùåííÿ, ùî çàäàíi îïåðàòîðè Ti (y, z) : E1 × E1 →
E1 (i = 1, 2), äëÿ ÿêèõ

T1 (x, x) ≤ Fx ≤ T2 (x, x) (x ∈ E1) . (20.2)

Ââàæàòèìåìî F : E1 → E1, E1 ⊆ E, E � íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið.
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Òåîðåìà 20.1. Íåõàé: 1) ç íåðiâíîñòåé y ≤ u , z ≥ v
(y, z, u, v ∈ E1) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

Ti (y, z) ≤ Ti (u, v) (i = 1, 2) ; (20.3)

2) åëåìåíòè u, v ∈ E1 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u ≤ T1 (u, v) , v ≥ T2 (v, u) ; (20.4)

3) ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn}, óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

y0 = u, z0 = v,
yn+1 = T1 (yn, zn) , zn+1 = T2 (zn, yn) (n = 0, 1, . . .) ,

(20.5)

ìàþòü âiäïîâiäíî ãðàíèöi y∗, z∗ ∈ E1, ïðè÷îìó (y∗, z∗) ¹ êðàéíiì â
E1 ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

y = T1 (y, z) , z = T2 (z, y) . (20.6)

Êðiì òîãî, íåõàé ïîñëiäîâíîñòi {ϕn}, {ψn}, îòðèìàíi çà ôîðìóëàìè

ϕ0 = ψ0 = x∗, (20.7)

ϕn+1 = T1 (ϕn, ψn) , ψn+1 = T2 (ψn, ϕn) (n = 0, 1, . . .) , (20.8)

äå x∗ � ÿêèé-íåáóäü ðîçâ'ÿçîê â E1 ðiâíÿííÿ (20.1), çáiãàþòüñÿ äî
êîìïîíåíò ϕ,ψ ∈ E1 âiäïîâiäíî ðîçâ'ÿçêó (ϕ,ψ) ñèñòåìè (20.6). Òîäi
äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (20.1) ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

u ≤ x∗ ≤ v. (20.9)

Äîâåäåííÿ. ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåì 19.4 òà 19.5, ìîæíà
îòðèìàòè íåðiâíîñòi

yn ≤ yn+1 ≤ y∗ ≤ z∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) , (20.10)

ÿêi âèïëèâàþòü ç óìîâ 1)�3). Òîìó çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè íåðiâíîñòi

ϕ ≤ x∗ ≤ ψ. (20.11)
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Äëÿ ¨õ îá ðóíòóâàííÿ ïîòðiáíî ïåðåêîíàòèñÿ ó ïðàâäèâîñòi
íåðiâíîñòåé

ϕn ≤ x∗ ≤ ψn (20.12)

äëÿ n = 0, 1, . . .. Äîïóñêàþ÷è, ùî âîíè ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ ÿêîãîñü
n ≥ 1, çíàõîäèìî

ϕn+1 = T1 (ϕn, ψn) ≤ T1 (x∗, x∗) ≤ Fx∗ = x∗ ≤
≤ T2 (x∗, x∗) ≤ T2 (ψn, ϕn) = ψn+1.

Ìàþ÷è íà óâàçi óìîâè òåîðåìè i ïðèíöèï iíäóêöi¨, ìîæíà ââàæàòè
ïiäòâåðäæåíèìè íåðiâíîñòi (20.12) i, îòæå, íåðiâíîñòi (20.11). Òîìó
îáãðóíòîâàíèì ¹ âèñíîâîê ïðî ïðàâäèâiñòü íåðiâíîñòåé y∗ ≤ x∗ ≤ z∗,
ÿêi ðàçîì ç íåðiâíîñòÿìè (20.10) äàþòü ïiäñòàâó ââàæàòè òåîðåìó
äîâåäåíîþ.

Òåîðåìè 19.4 òà 19.5 ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè òåîðåìè 20.1. ßê
÷àñòêîâi âèïàäêè öi¹¨ òåîðåìè îòðèìóþòüñÿ é iíøi òâåðäæåííÿ.
Íàâåäåìî ôîðìóëþâàííÿ äåÿêèõ ç íèõ.

Íàñëiäîê 20.1. Íåõàé â óìîâàõ òåîðåìè 20.1 îïåðàòîðè
Ti (y, z) (i = 1, 2) íå çàëåæàòü âiä z, òîáòî íåõàé çàäàíi îïåðàòîðè
T1, T2 : E1 → E1, äëÿ ÿêèõ

T1x ≤ Fx ≤ T2x (x ∈ E1) , (20.13)

ïðè÷îìó: 1) ÿêùî y ≤ z (y, z ∈ E1), òî Tiy ≤ Tiz (i = 1, 2); 2)
åëåìåíòè u, v ∈ E1 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u ≤ T1u, v ≥ T2v;

3) äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn}, óòâîðåíèõ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

yn+1 = T1yn, zn+1 = T2zn (n = 0, 1, . . .)

iñíóþòü ãðàíèöi y∗, z∗ âiäïîâiäíî i y∗ ¹ íèæíiì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
y = T1y, à z∗ ¹ âåðõíiì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ z = T2z. Ïðèïóñêà¹ìî,
êðiì òîãî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ϕn}, óòâîðåíà çà ôîðìóëàìè

ϕ0 = x∗, ϕn+1 = T1ϕn (n = 0, 1, . . .) ,
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çáiãà¹òüñÿ äî ÿêîãî-íåáóäü ðîçâ'ÿçêó ϕ ∈ E1 ðiâíÿííÿ ϕ = T1ϕ, à
ïîñëiäîâíiñòü {ψn}, ïîáóäîâàíà çà ôîðìóëàìè

ψ0 = x∗, ψn+1 = T2ψn (n = 0, 1, . . .) ,

çáiãà¹òüñÿ äî ÿêîãî-íåáóäü ðîçâ'ÿçêó ψ ∈ E1 ðiâíÿííÿ ψ = T1ψ, äå
x∗ � ÿêèé-íåáóäü ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (20.1). Òîäi ìàþòü ìiñöå îöiíêè
(20.9).

Çàóâàæåííÿ 20.1. Íàâåäåíèé íàñëiäîê íàñïðàâäi ìiñòèòü äâà
îêðåìi òâåðäæåííÿ, êîòði îòðèìóþòüñÿ ç íüîãî, ÿêùî çàìiñòü
íåðiâíîñòåé (20.13) ðîçãëÿíóòè îêðåìî ëiâó ç íèõ T1x ≤ Fx i
îêðåìî � ïðàâó íåðiâíiñòü Fx ≤ T2x. Íå âäàþ÷èñü äî ïîäðîáèöü ùîäî
ôîðìóëþâàíü êîæíîãî ç îêðåìèõ òâåðäæåíü, ÿêi îòðèìóþòüñÿ â
êîæíîìó iç çàçíà÷åíèõ âèïàäêiâ, çàóâàæèìî, ùî íåðiâíîñòi (20.9)
òåæ ðîçïàäóòüñÿ íà äâi îêðåìi íåðiâíîñòi u ≤ x∗ òà v ≥ x∗

âiäïîâiäíî.
Íàñëiäîê 20.2. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîðè Ti (y, z) (i = 1, 2)

íå çàëåæàòü âiä y i äëÿ íèõ ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi (20.13),
ïðè÷îìó: 1) ç íåðiâíîñòåé y ≤ z (y, z ∈ E1) âèïëèâà¹, ùî Tiy ≥
Tiz (i = 1, 2); 2) åëåìåíòè u, v ∈ E1 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u ≤ T1v, v ≥ T2u;

3) ÿêùî y0 = u, z0 = v, yn+1 = T1zn, zn+1 = T2yn (n = 0, 1, . . .),
òî iñíóþòü ãðàíèöi y∗, z∗ ∈ E1 ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn} âiäïîâiäíî
i (y∗, z∗) ¹ êðàéíiì â E1 ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

y = T1z, z = T2y. (20.14)

Íåõàé, êðiì òîãî, ïîñëiäîâíîñòi {ϕn}, {ψn}, îòðèìàíi çà ôîðìóëàìè

ϕ0 = ψ0 = x∗, ϕn+1 = T1ϕn, ψn+1 = T2ψn (n = 0, 1, . . .) ,

äå x∗ � ÿêèé-íåáóäü ðîçâ'ÿçîê â E1 ðiâíÿííÿ (20.1), çáiãàþòüñÿ
âiäïîâiäíî äî ãðàíèöü ϕ,ψ ∈ E1 i (ϕ,ψ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (20.14).
Òîäi ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè (20.9).

Íàñëiäîê 20.3. Íåõàé îïåðàòîð T1 (y, z) íå çàëåæèòü âiä
z, à îïåðàòîð T2 (y, z) íå çàëåæèòü âiä y, òîáòî, T1 (y, z) =
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T1y, T2 (y, z) = T2z. Ââàæàþ÷è, ùî ïðàâäèâi íåðiâíîñòi (20.13),
ïðèïóñêà¹ìî, ùî: 1) ç íåðiâíîñòi y ≤ z (y, z ∈ E1) âèïëèâà¹ T1y ≤
T1z, T2y ≥ T2z; 2) åëåìåíòè u, v ∈ E1 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u ≤ T1u, v ≥ T2v;

3) ÿêùî
y0 = u, z0 = v,
yn+1 = T1yn, zn+1 = T2yn (n = 0, 1, . . .) ,

òî iñíóþòü ãðàíèöi y∗, z∗ ∈ E1 ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn} âiäïîâiäíî
i ïàðà (y∗, z∗) ¹ êðàéíiì â E1 ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

y = T1y, z = T2y.

Êðiì òîãî, ïðèïóñòèìî, ùî ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ¹ ïàðà (ϕ,ψ), äå
ϕ,ψ ∈ E1 i ϕ, ψ ¹ ãðàíèöÿìè âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòåé {ϕn}, {ψn},
óòâîðåíèõ çà ôîðìóëàìè

ϕ0 = ψ0 = x∗, ϕn+1 = T1ϕn, ψn+1 = T2ϕn (n = 0, 1, . . .)

äëÿ ÿêîãî-íåáóäü ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (20.1). Òîäi äëÿ öüîãî
ðîçâ'ÿçêó âèêîíóþòüñÿ îöiíêè (20.9).

Íàñëiäîê 20.4. Íåõàé îïåðàòîð T1 (y, z) íå çàëåæèòü âiä y,
îïåðàòîð T2 (y, z) íå çàëåæèòü âiä z, òîáòî, T1 (y, z) = T1z,
T2 (y, z) = T2y i ïðàâäèâi íåðiâíîñòi (20.13). Íåõàé: 1) ç íåðiâíîñòi
y ≤ z (y, z ∈ E1) âèïëèâà¹ T1y ≥ T1z, T2y ≤ T2z; 2) åëåìåíòè
u, v ∈ E1 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u ≤ T1v, v ≥ T2v;

3) ÿêùî
y0 = u, z0 = v,
yn+1 = T1zn, zn+1 = T2zn (n = 0, 1, . . .) ,

òî iñíóþòü ãðàíèöi y∗, z∗ ∈ E1 ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn} âiäïîâiäíî
i ïàðà (y∗, z∗) ¹ êðàéíiì â E1 ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

y = T1z, z = T2z.
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ßêùî ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè ¹ ïàðà (ϕ,ψ), äå ϕ,ψ ∈ E1 ¹ ãðàíèöÿìè
âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòåé {ϕn}, {ψn}, óòâîðåíèõ çà ôîðìóëàìè

ϕ0 = ψ0 = x∗, ϕn+1 = T1ψn, ψn+1 = T2ψn (n = 0, 1, . . .)

ç ÿêèì-íåáóäü ðîçâ'ÿçêîì x∗ ∈ E1 ðiâíÿííÿ (20.1), òî äëÿ öüîãî
ðîçâ'ÿçêó ìàþòü ìiñöå îöiíêè (20.9).

Íàñëiäêè 20.1�20.4 îòðèìóþòüñÿ î÷åâèäíèì ñïîñîáîì ç òåîðåìè
20.1. Çàóâàæèìî, ùî ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà îòðèìàòè é iíøi
íàñëiäêè ç öi¹¨ òåîðåìè, ÿêùî, íàïðèêëàä, ðîçãëÿíóòè ñèòóàöiþ, çà
ÿêî¨ îäèí ç îïåðàòîðiâ T1 (y, z), T2 (y, z) íå çàëåæèòü âiä ïåðøîãî àáî
âiä äðóãîãî ç àðãóìåíòiâ.

Óìîâó 1) òåîðåìè 20.1 ìîæíà çàìiíèòè ïðèïóùåííÿì ïðî ÷àñòêîâó
ëiïøèöi¹âiñòü îïåðàòîðiâ T1 (y, z), T2 (y, z) çàìiñòü âèìîãè ïðî ¨õ
içîòîííiñòü ùîäî y òà àíòèòîííiñòü ùîäî z. Âèìîãó ùîäî ÷àñòêîâî¨
ëiïøèöi¹âîñòi T1 (y, z), T2 (y, z) íàçâåìî óìîâîþ À.

Óìîâà À. Çàäàíi íåïåðåðâíi ùîäî y, z ∈ E1 íåñïàäíi çà y,
íåçðîñòàþ÷i çà z îïåðàòîðè Ai (y, z)w, Bi (y, z)w (i = 1, 2), ÿêi ÿê
îïåðàòîðè ùîäî w ∈ E ¹ ëiíiéíèìè íåïåðåðâíèìè äîäàòíiìè i äëÿ
ÿêèõ ïðè y ≤ z, x, y, z ∈ E1 áóäåìî ìàòè

−Ai (z, y) (z − y) ≤ Ti (z, x)− Ti (y, x) ,
Ti (x, z)− Ti (x, y) ≤ Bi (z, y) (z − y) (i = 1, 2) .

(20.15)

Òåîðåìà 20.2. Íåõàé: 1) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (20.2)
òà óìîâà À, E1 ñïiâïàäà¹ ç E; 2) åëåìåíòè u, v ∈ E çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíîñòi

u ≤ − (A1 (v, u) +B1 (v, u)) (v − u) + T1 (u, v) ,
v ≥ (A2 (v, u) +B2 (v, u)) (v − u) + T2 (v, u) ,

(20.16)

3) ÿêùî y0 = u, z0 = v,

yn+1 = − (A1 (zn, yn) +B1 (zn, yn)) (zn − yn) + T1 (yn, zn) ,
zn+1 = (A2 (zn, yn) +B2 (zn, yn)) (zn − yn) + T2 (zn, yn) ,

(20.17)

òî ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî y∗, z∗ ∈ E1, äå
(y∗, z∗) � êðàéíié â E ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü

y = − (A1 (z, y) +B1 (z, y)) (z − y) + T1 (y, z) ,
z = (A2 (z, y) +B2 (z, y)) (z − y) + T2 (z, y) ,

(20.18)
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4) ÿêùî x∗ ∈ E � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (20.1), ϕ0 = ψ0 = x∗,

ϕn+1 = − (A1 (ψn, ϕn) +B1 (ψn, ϕn)) (ψn − ϕn) + T1 (ϕn, ψn) ,
ψn+1 = (A2 (ψn, ϕn) +B2 (ψn, ϕn)) (ψn − ϕn) + T2 (ψn, ϕn) ,

(20.19)
òî ïîñëiäîâíîñòi {ϕn}, {ψn} çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî êîìïîíåíò
ϕ∗, ψ∗ ∈ E1 ðîçâ'ÿçêó (ϕ∗, ψ∗) ñèñòåìè (20.18). Òîäi ìàþòü ìiñöå
îöiíêè (20.9).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ç (20.16), (20.17) îòðèìó¹ìî y0 ≤ y1, z0 ≥ z1,
òî, ïðèïóñòèâøè, ùî yn−1 ≤ yn, zn−1 ≥ zn, çíàéäåìî

yn+1 − yn = − (A1 (zn, yn) +B1 (zn, yn)) (zn − yn) + T1 (yn, zn) +
+ (A1 (zn−1, yn−1) +B1 (zn−1, yn−1)) (zn−1 − yn−1)−

−T1 (yn−1, zn−1) ≥ − (A1 (zn, yn) +B1 (zn, yn)) (zn − yn) +
+ (A1 (zn−1, yn−1) +B1 (zn−1, yn−1)) (zn−1 − yn−1)−

−A1 (yn, yn−1) (yn − yn−1)−B1 (zn−1, zn) (zn−1 − zn) ≥
≥ A1 (zn−1, yn−1) (yn − yn−1) +B1 (zn−1, yn−1) (zn−1 − zn) ≥ θ,

zn − zn+1 = (A2 (zn−1, yn−1) +B2 (zn−1, yn−1)) (zn−1 − yn−1) +
+T2 (zn−1, yn−1)− (A2 (zn, yn) +B2 (zn, yn)) (zn − yn)−

−T2 (zn, yn) ≥ (A2 (zn−1, yn−1) +B2 (zn−1, yn−1)) (zn−1 − yn−1)−
− (A2 (zn, yn) +B2 (zn, yn)) (zn − yn)−

−A2 (zn−1, zn) (zn−1 − zn)−B2 (yn, yn−1) (yn − yn−1) ≥
≥ A2 (zn−1, yn−1) (yn − yn−1) +B2 (zn−1, yn−1) (zn−1 − zn) ≥ θ,

äå θ � íóëüîâèé åëåìåíò â E. Îòæå, çãiäíî ç ïðèíöèïîì iíäóêöi¨
ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ yn ≤ yn+1, zn ≥ zn+1 äëÿ n =
0, 1, . . .. Ìîíîòîííiñòü ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn} ó ïî¹äíàííi ç
ïîñòóëüîâàíîþ óìîâîþ 3) òà ¨õ çáiæíiñòþ äî êîìïîíåíò êðàéíüîãî
â ðîçâ'ÿçêó (y∗, z∗) äà¹ ïiäñòàâó äëÿ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé

u ≤ y∗ ≤ z∗ ≤ v. (20.20)

Äîâåäåìî íåðiâíîñòi
y∗ ≤ x∗ ≤ z∗. (20.21)

Äëÿ öüîãî ïåðåêîíà¹ìîñÿ ó ìîíîòîííîñòi ïîñëiäîâíîñòåé {ϕn}, {ψn}
òà ó âèêîíàííi íåðiâíîñòåé

ϕn ≤ x∗ ≤ ψn (n = 0, 1, . . .) . (20.22)
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Äëÿ n = 0 ç óìîâè 4) îäåðæèìî

ϕ1 = − (A1 (ψ0, ϕ0) +B1 (ψ0, ϕ0)) (ψ0 − ϕ0) + T1 (ϕ0, ψ0) =
= − (A1 (x∗, x∗) +B1 (x∗, x∗)) (x∗ − x∗) + T1 (x∗, x∗) = Fx∗ = x∗ ≤

≤ (A2 (x∗, x∗) +B2 (x∗, x∗)) (x∗ − x∗) + T2 (x∗, x∗) =
= (A2 (ψ0, ϕ0) +B2 (ψ0, ϕ0)) (ψ0 − ϕ0) + T2 (ψ0, ϕ0) = ψ1.

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî

ϕn ≤ ϕn−1 ≤ x∗ ≤ ψn−1 ≤ ψn,

äîâåäåìî íåðiâíîñòi

ϕn+1 ≤ ϕn ≤ x∗ ≤ ψn ≤ ψn+1. (20.23)

Äëÿ öüîãî çíàõîäèìî

ϕn − ϕn+1 = − (A1 (ψn−1, ϕn−1) +B1 (ψn−1, ϕn−1)) (ψn−1−ϕn−1) +
+T1 (ϕn−1, ψn−1) + (A1 (ψn, ϕn) +B1 (ψn, ϕn)) (ψn − ϕn)−

−T1 (ϕn, ψn)≥− (A1 (ψn−1, ϕn−1) +B1 (ψn−1, ϕn−1)) (ψn−1−ϕn−1) +
+ (A1 (ψn, ϕn) +B1 (ψn, ϕn)) (ψn − ϕn)−

−A1 (ϕn−1, ϕn) (ϕn−1 − ϕn)−B1 (ψn, ψn−1) (ψn − ψn−1) ≥
≥ A1 (ψn−1, ϕn−1) (ψn − ψn−1) +B1 (ψn−1, ϕn−1) (ϕn−1 − ϕn) ≥ θ,

ψn+1 − ψn = (A2 (ψn, ϕn) +B2 (ψn, ϕn)) (ψn − ϕn) + T2 (ψn, ϕn)−
− (A2 (ψn−1, ϕn−1) +B2 (ψn−1, ϕn−1)) (ψn−1 − ϕn−1)−

−T2 (ψn−1, ϕn−1) ≥ (A2 (ψn, ϕn) +B2 (ψn, ϕn)) (ψn − ϕn)−
− (A2 (ψn−1, ϕn−1) +B2 (ψn−1, ϕn−1)) (ψn−1 − ϕn−1)−

−A2 (ψn, ψn−1) (ψn−1 − ψn)−B2 (ϕn−1, ϕn) (ϕn − ϕn−1) ≥
≥ A2 (ψn−1, ϕn−1) (ϕn − ϕn−1) +B2 (ψn−1, ϕn−1) (ψn−1 − ψn) ≥ θ.

Îòæå, îáãðóíòîâàíî íåðiâíîñòi (20.23) äëÿ n = 0, 1, . . .,
çîêðåìà, îáãðóíòîâàíi íåðiâíîñòi (20.22). Öèì ïiäòâåðäæåíî
âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé (20.21), áî óìîâîþ 4) ïîñòóëüîâàíà çáiæíiñòü
ïîñëiäîâíîñòåé {ϕn} i {ψn} äî êîìïîíåíò ðîçâ'ÿçêó (ϕ∗, ψ∗) ñèñòåìè
(20.18). Ïiäñóìîâóþ÷è ñêàçàíå, îòðèìó¹ìî ïiäñòàâó ââàæàòè òåîðåìó
äîâåäåíîþ.

Çàñòîñó¹ìî öþ òåîðåìó äëÿ êîíñòðóþâàííÿ äåÿêèõ íàñëiäêiâ, ÿêi
ìîæíà ðîçãëÿäàòè i ÿê àíàëîãè íàñëiäêiâ 20.1�20.4 ç òåîðåìè 20.1.



194

Íàñëiäîê 20.5. Íåõàé îïåðàòîðè T1 (y, z), T2 (y, z) íå çàëåæàòü
âiä z, òîáòî T1 (y, z) = T1y, T2 (y, z) = T2y, i ñïðàâäæóþòüñÿ
íåðiâíîñòi (20.13). Íåõàé òàêîæ: 1) ïðè y ≤ z, y, z ∈ E ìà¹ìî

−Ai (z, y) (z − y) ≤ Tiz − Tiy (i = 1, 2)

ç òèìè æ îïåðàòîðàìè A1 (z, y), A2 (z, y), ÿêi ôiãóðóþòü â óìîâi À;
2) åëåìåíòè u, v ∈ E çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u ≤ −A1 (v, u) (v − u) + T1u,
v ≥ A2 (v, u) (v − u) + T2v;

3) ÿêùî y0 = u, z0 = v,

yn+1 = −A1 (zn, yn) (zn − yn) + T1yn,
zn+1 = A2 (zn, yn) (zn − yn) + T2zn,

òî ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî êîìïîíåíò y∗,
z∗ êðàéíüîãî â Å ðîçâ'ÿçêó (y∗, z∗) ñèñòåìè ðiâíÿíü

y = −A1 (z, y) (z − y) + T1y,
z = A2 (z, y) (z − y) + T2z;

(20.24)

4) ÿêùî x∗ ∈ E � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (20.1) i ϕ0 = ψ0 = x∗,

ϕn+1 = −A1 (ψn, ϕn) (ψn − ϕn) + T1ϕn,
ψn+1 = A2 (ψn, ϕn) (ψn − ϕn) + T2ψn,

òî ïîñëiäîâíîñòi {ϕn}, {ψn} çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî êîìïîíåíò
ϕ∗, ψ∗ ∈ E ðîçâ'ÿçêó (ϕ∗, ψ∗) ñèñòåìè (20.24). Òîäi ñïðàâäæóþòüñÿ
îöiíêè (20.9).

Íàñëiäîê 20.6. Íåõàé îïåðàòîðè T1 (y, z), T2 (y, z) íå çàëåæàòü
âiä y, òîáòî T1 (y, z) = T1z, T2 (y, z) = T2z, i ñïðàâäæóþòüñÿ
íåðiâíîñòi (20.13), i, êðiì òîãî: 1) ïðè y ≤ z, y, z ∈ E ìà¹ìî

Bi (z, y) (z − y) ≥ Tiz − Tiy (i = 1, 2)

ç òèìè ñàìèìè îïåðàòîðàìè B1 (z, y), B2 (z, y), ç ÿêèìè ìè ìàëè
ñïðàâó â óìîâi À; 2) åëåìåíòè u, v ∈ E çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u ≤ −B1 (v, u) (v − u) + T1v,
v ≥ B2 (v, u) (v − u) + T2u;
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3) ÿêùî y0 = u, z0 = v,

yn+1 = −B1 (zn, yn) (zn − yn) + T1zn,
zn+1 = B2 (zn, yn) (zn − yn) + T2yn,

òî ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî êîìïîíåíò y∗,
z∗ êðàéíüîãî â Å ðîçâ'ÿçêó (y∗, z∗) ñèñòåìè ðiâíÿíü

y = −B1 (z, y) (z − y) + T1z,
z = B2 (z, y) (z − y) + T2y;

(20.25)

4) ÿêùî x∗ ∈ E � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (20.1) i ϕ0 = ψ0 = x∗,

ϕn+1 = −B1 (ψn, ϕn) (ψn − ϕn) + T1ψn,
ψn+1 = B2 (ψn, ϕn) (ψn − ϕn) + T2ϕn,

òî ïîñëiäîâíîñòi {ϕn}, {ψn} çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî êîìïîíåíò
ϕ∗, ψ∗ ∈ E ðîçâ'ÿçêó (ϕ∗, ψ∗) ñèñòåìè (20.25). Òîäi ìàþòü ìiñöå
îöiíêè (20.9).

Íàñëiäîê 20.7. Íåõàé îïåðàòîð T1 (y, z) íå çàëåæèòü âiä z,
à îïåðàòîð T2 (y, z) íå çàëåæèòü âiä y, òîáòî T1 (y, z) = T1y,
T2 (y, z) = T2z, i ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi (20.13) òà óìîâè: 1)
ÿêùî y ≤ z, y, z ∈ E, òî

−A1 (z, y) (z − y) ≤ T1z − T1y,
B2 (z, y) (z − y) ≥ T2z − T2y,

ç òèìè ñàìèìè îïåðàòîðàìè A1 (z, y), B2 (z, y), ïðî ÿêi éäåòüñÿ â
óìîâi À; 2) äëÿ åëåìåíòiâ u, v ∈ E âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

u ≤ −A1 (v, u) (v − u) + T1u,
v ≥ B2 (v, u) (v − u) + T2u;

3) ÿêùî y0 = u, z0 = v,

yn+1 = −A1 (zn, yn) (zn − yn) + T1yn,
zn+1 = B2 (zn, yn) (zn − yn) + T2yn,

òî ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} ìàþòü âiäïîâiäíî ãðàíèöi y∗, z∗ ∈ E i
(y∗, z∗) ¹ êðàéíiì â Å ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

y = −A1 (z, y) (z − y) + T1y,
z = B2 (z, y) (z − y) + T2y;

(20.26)
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4) ÿêùî x∗ ∈ E � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (20.1) i ϕ0 = ψ0 = x∗,

ϕn+1 = −A1 (ψn, ϕn) (ψn − ϕn) + T1ϕn,
ψn+1 = B2 (ψn, ϕn) (ψn − ϕn) + T2ϕn,

òî ïîñëiäîâíîñòi {ϕn}, {ψn} çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî ϕ∗, ψ∗ ∈ E i
(ϕ∗, ψ∗) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (20.26). Òîäi ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè
(20.9).

Íàñëiäîê 20.8. Íåõàé îïåðàòîð T1 (y, z) íå çàëåæèòü âiä y, à
T2 (y, z) íå çàëåæèòü âiä z, òîáòî T1 (y, z) = T1z, T2 (y, z) = T2y, à
òàêîæ âèêîíàíi íåðiâíîñòi (20.13) òà óìîâè: 1) ÿêùî y ≤ z, y, z ∈
E, òî

−A2 (z, y) (z − y) ≤ T2z − T2y,
B1 (z, y) (z − y) ≥ T1z − T1y,

ç òèìè ñàìèìè îïåðàòîðàìè A2 (z, y), B1 (z, y) iç óìîâè À; 2) äëÿ
åëåìåíòiâ u, v ∈ E ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

u ≤ −B1 (v, u) (v − u) + T1v,
v ≥ A2 (v, u) (v − u) + T2v;

3) ÿêùî y0 = u, z0 = v,

yn+1 = −B1 (zn, yn) (zn − yn) + T1zn,
zn+1 = A2 (zn, yn) (zn − yn) + T2zn, (n = 0, 1, . . .)

òî iñíóþòü ãðàíèöi y∗, z∗ ∈ E ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn} âiäïîâiäíî
i (y∗, z∗) ¹ êðàéíiì â Å ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

y = −B1 (z, y) (z − y) + T1z,
z = A2 (z, y) (z − y) + T2z;

(20.27)

4) ÿêùî x∗ ∈ E � ÿêèé-íåáóäü ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (20.1) i ϕ0 = ψ0 =
x∗,

ϕn+1 = −B1 (ψn, ϕn) (ψn − ϕn) + T1ψn,
ψn+1 = A2 (ψn, ϕn) (ψn − ϕn) + T2ψn (n = 0, 1, . . .) ,

òî ïîñëiäîâíîñòi {ϕn}, {ψn} çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî êîìïîíåíò
ϕ∗, ψ∗ ∈ E ðîçâ'ÿçêó (ϕ∗, ψ∗) ñèñòåìè (20.27). Òîäi äëÿ x∗

ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè (20.9).
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Äîâåäåííÿ öèõ íàñëiäêiâ çâîäèòüñÿ äî âèïèñóâàííÿ óìîâ òåîðåìè
20.2 äëÿ âiäïîâiäíèõ êîíêðåòíèõ ïðèêëàäiâ, ÿêèìè ¹ íàâåäåíi
íàñëiäêè.

Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðiâ T1 (y, z), T2 (y, z) äà¹ ïiäñòàâó äëÿ
òâåðäæåííÿ, ÿêå îôîðìèìî ó âèãëÿäi îêðåìî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 20.3. Íåõàé: 1) çàäàíi ëiíiéíi äîäàòíi îïåðàòîðè
Ai, Bi : E → E (i = 1, 2) ó íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó áàíàõîâîìó
ïðîñòîði Å, äëÿ ÿêèõ

A1x−A2x+ b1 ≤ Fx ≤ B1x−B2x+ b2 (b1, b2 ∈ E) ; (20.28)

2) åëåìåíòè u, v ∈ E çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u ≤ A1u−A2v + b1, v ≥ B1v −B2u+ b2; (20.29)

3) ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ρ (Q) îïåðàòîðà

Q =
(
A1 −A2

B1 −B2

)
(20.30)

ìåíøèé çà îäèíèöþ. Òîäi äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ
(20.1) ìàþòü ìiñöå îöiíêè (20.9).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ç íåðiâíîñòi ρ (Q) < 1 âèïëèâà¹ çáiæíiñòü
ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn} òà ïîñëiäîâíîñòåé {ϕn}, {ψn}, ïîáóäîâàíèõ
âiäïîâiäíî çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

yn+1 = A1yn −A2zn + b1, zn+1 = B1zn −B2yn + b2

ç ïî÷àòêîâèìè íàáëèæåííÿìè y0 = u, z0 = v òà çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

ϕn+1 = A1ϕn −A2ψn + b1, ψn+1 = B1ψn −B2ϕn + b2

ç ïî÷àòêîâèìè íàáëèæåííÿìè ϕ0 = ψ0 = x∗ äëÿ ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E
ðiâíÿííÿ (20.1), i ïðè öüîìó ïðàâäèâi ñïiââiäíîøåííÿ

lim
n→∞

yn = lim
n→∞

ϕn = y∗ ≤ z∗ = lim
n→∞

zn = lim
n→∞

ψn,

òî òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 20.1.
Ç òåîðåìè 20.3 âèïëèâà¹ òåîðåìà 19.9, ÿêùî ñïiââiäíîøåííÿ

(20.28) ìàþòü âèãëÿä

A1x−A2x+ b1 = Fx = B1x−B2x+ b2

i ïðè öüîìó A1 = B1, A2 = B2, b1 = b2.
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�21. Îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç ïiäëiíiéíèìè
îïåðàòîðàìè

Éäåòüñÿ ïðî êëàñ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü, ÿêèé âêëþ÷à¹, íàïðèêëàä,
iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

x (t) = b (t) +
∫
D

K1 (t, s)xγ (s) ds (γ ≤ 1), (21.1)

òà âèãëÿäó

x (t) = b (t) +
∫
D

K1 (t, s)xγ (s) ds+
∫
D

K1 (t, s)x (s) ds (γ < 1) . (21.2)

ßê îäíå, òàê i äðóãå ç öèõ ðiâíÿíü ¹ ïðèêëàäàìè ðiâíÿííÿ

x = Fx (21.3)

ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Å iç, âçàãàëi êàæó÷è, íåëiíiéíèì îïåðàòîðîì
F : E → E, äëÿ ÿêîãî

lim
‖x‖→∞

‖Fx‖
‖x‖

= α. (21.4)

Äëÿ ðiâíÿííÿ (21.1) çà îáìåæåíîñòi ôóíêöié b (t), K1 (t, s), î÷åâèäíî,
áóäåìî ìàòè

α = 0. (21.5)

Äëÿ ðiâíÿííÿ (21.2) ÷èñëî α ìîæíà ïîâ'ÿçóâàòè ç âåëè÷èíîþ íîðìè
îïåðàòîðà

K1x =
∫
D

K1 (t, s)x (s) ds. (21.6)

Óìîâó (21.5), òîáòî, óìîâó

lim
‖x‖→∞

‖Fx‖
‖x‖

= 0

âèêîðèñòàâ Â. Ì. Äóáðîâñüêèé [23] (äèâ. òàêîæ [28, 29, 20, 40])
ïðè ðîçãëÿäi iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (21.1). Ó çàñòîñóâàííi
äî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü òà äî êðàéîâèõ çàäà÷ óìîâà (21.5)
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âèêîðèñòîâóâàëàñÿ é iíøèìè äîñëiäíèêàìè, çîêðåìà, Â. Í. Ìàð÷åíêî
(äèâ. áiáëiîãðàôiþ â [56]) òà Ã. Àäå (äèâ. [56]) i Õ. À. Ñòþàðò [132]. Â
[56] àâòîð çàñòîñóâàâ äî òàêèõ ðiâíÿíü ìîíîòîííèé ìåòîä ïîñëiäîâíèõ
íàáëèæåíü, çàìiíèâøè óìîâó (21.5) çàãàëüíiøèì ïðèïóùåííÿì,
÷àñòêîâèì âèïàäêîì ÿêîãî ¹ óìîâà (21.4) ç α < 1 (äèâ. òàêîæ [57]).
Äëÿ âèïàäêó ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà F öÿ ñëàáêiøà çà óìîâó (21.4)
óìîâà ìà¹ òàêèé âèãëÿä.

Óìîâà À. Iñíó¹ òàêå ÷èñëî M > 0, ùî ç íåðiâíîñòi ‖x‖ ≥ M
âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

‖Fx‖ ≤ ‖x‖ (x ∈ E) . (21.7)

ßêùî â (21.4) ìà¹ìî, ùî 0 ≤ α ≤ 1, òî óìîâà (21.4) ¹ ÷àñòêîâèì
âèïàäêîì óìîâè À. Iñòîòíèì ¹ òå, ùî àíi óìîâà À, àíi óìîâà (21.4)
íå âèêëþ÷à¹ ç ðîçãëÿäó ñèòóàöiþ, êîëè (21.3) ¹ ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì
âèãëÿäó

x = Ax+ b,

äëÿ ÿêîãî
‖A‖ ≤ 1.

Âèêëàä âåñòèìåìî, äîòðèìóþ÷èñü â îñíîâíîìó [56] (äèâ. òàêîæ
[57]).

Íàñàìïåðåä äîâåäåìî îäíå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 21.1. Íåõàé Å � íîðìîâàíà ñòðóêòóðà ç ìîíîòîííîþ

íîðìîþ (äèâ., íàïð., [20, 29]). Òîäi iç ñïiââiäíîøåíü

y ≤ x ≤ z (x, y, z ∈ E) (21.8)

âèïëèâà¹ îöiíêà
‖x‖ ≤ ‖y‖+ ‖z‖ . (21.9)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ó íîðìîâàíié ñòðóêòóði E äëÿ âñÿêîãî x ∈ E
ìà¹ ìiñöå çîáðàæåííÿ x = x+ − x−, äå x+, x− ¹ âiäïîâiäíî äîäàòíîþ
i âiä'¹ìíîþ ÷àñòèíàìè åëåìåíòà x, òîáòî,

x+ = sup {x, θ} , x− = x+ − x,
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äå θ � íóëüîâèé åëåìåíò â Å, òî ç (21.8) îòðèìó¹ìî

y+ ≤ x+ ≤ z+, y− ≥ x− ≥ z−.

Òîìó äëÿ ìîäóëÿ |x| = x+ + x− åëåìåíòà x áóäåìî ìàòè

|x| = x+ + x− ≤ z+ + y− ≤ z+ + z− + y+ + y− = |z|+ |y| .

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ìîíîòîííiñòü íîðìè i íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà,
îòðèìó¹ìî

‖x‖ ≤ ‖|y|+ |z|‖ ≤ ‖y‖+ ‖z‖ ,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið Å ¹

íîðìîâàíîþ ñòðóêòóðîþ ç ìîíîòîííîþ íîðìîþ i ðîçãëÿäàòèìåìî
ðiâíÿííÿ (21.3), äå F : E → E.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê içîòîííîãî îïåðàòîðà F , òîáòî,
ââàæàòèìåìî, ùî ç íåðiâíîñòi y ≤ z âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü Fy ≤ Fz.

Òåîðåìà 21.1. Íåõàé: 1) íîðìîâàíà ñòðóêòóðà ¹ öiëêîì
ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèì ïðîñòîðîì; 2) íåïåðåðâíèé îïåðàòîð
F ¹ içîòîííèì i ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà À; 3) çàäàíèé åëåìåíò u ∈ E
çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

u ≤ Fu. (21.10)

Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ ðiâíÿííÿ (21.3), äî x∗ ìîíîòîííî çáiãà¹òüñÿ
ïîñëiäîâíiñòü {yn}, óòâîðåíà çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

y0 = u, yn+1 = Fyn (n = 0, 1, . . .) , (21.11)

i ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà
u ≤ x∗. (21.12)

Äîâåäåííÿ. Ìîíîòîííiñòü îïåðàòîðà F i íåðiâíiñòü (21.10) äàþòü
ïiäñòàâó äëÿ íåðiâíîñòåé

y0 ≤ y1 ≤ . . . ≤ yn ≤ . . . . (21.13)

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ïîñëiäîâíiñòü {yn} ¹ îáìåæåíîþ çà íîðìîþ.
Âèëó÷èìî ç ðîçãëÿäó òðèâiàëüíó ñèòóàöiþ, êîëè äëÿ âñiõ n = 0, 1, . . .
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÷è ïðèíàéìi äëÿ n > N ç ôiêñîâàíèì íàòóðàëüíèì N , ìîæíà
ãîâîðèòè ïðî äâi íåòðèâiàëüíi âçà¹ìíî àëüòåðíóþ÷i ìîæëèâîñòi. Äëÿ
ïåðøî¨ ç íèõ ìà¹ìî íà óâàçi, ùî ÿêèì áè íå áóâ íîìåð N , çíàéäåòüñÿ
n > N , äëÿ ÿêîãî ‖yn‖ > M äëÿ ÷èñëà M , ùî ôiãóðó¹ â óìîâi À. Ïðè
öüîìó òàêèõ yn, äëÿ ÿêèõ ‖yn‖ ≤ M , çíàéäåòüñÿ âñüîãî ñêií÷åííà
êiëüêiñòü. Öå îçíà÷à¹, ùî, ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãîñü íîìåðà n0, áóäåìî
ìàòè

‖yn‖ > M

äëÿ âñiõ n = n0, n0 + 1, . . .. Ñêîðèñòàâøèñü ç óìîâè À i ç (21.9),
çíàõîäèìî

‖yn0+1‖ = ‖Fyn0‖ ≤ ‖yn0‖ .
Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ÿêîãîñü k > 0 ïðàâäèâà íåðiâíiñòü
‖yn0+k‖ ≤ ‖yn0+k−1‖. Çàâäÿêè óìîâi À òà (21.11), (21.13) îòðèìó¹ìî

‖yn0+k+1‖ = ‖Fyn0+k‖ ≤ ‖yn0+k‖ ,

òîáòî, çàâäÿêè ïðèíöèïîâi iíäóêöi¨, ìàòèìåìî

‖yn0‖ ≥ ‖yn0+1‖ ≥ . . . ≥ ‖yn0+k‖ ≥ . . .

Îòæå, ó öié ñèòóàöi¨ ïîñëiäîâíiñòü {yn} îáìåæåíà äåÿêîþ âåëè÷èíîþ
M1, âçàãàëi êàæó÷è, áiëüøîþ çà M . Ó äðóãié iç äâîõ çàçíà÷åíèõ
àëüòåðíóþ÷èõ ñèòóàöié ïðèïóñòèìî iñíóâàííÿ áåçëi÷i ÷ëåíiâ
ïîñëiäîâíîñòi {yn}, äëÿ ÿêèõ ‖yn‖ ≤ M , à òàêîæ âîäíî÷àñ iñíóâàííÿ
áåçëi÷i ÷ëåíiâ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi, äëÿ ÿêèõ ‖yn‖ > M . Âèáåðåìî
ïåðøi-ëiïøi äâà íîìåðè n1 i n2, äëÿ ÿêèõ n1 < n2 i ‖yn1‖ ≤ M ,
‖yn2‖ ≤ M . Ââàæàòèìåìî ïðè öüîìó, ùî n1, n2 âèáðàíi òàê, ùî
çíàéäåòüñÿ òàêèé íîìåð n3, äëÿ ÿêîãî n1 < n3 < n2 i ‖yn3‖ > M .
Ç (21.13) ìà¹ìî, ùî yn1 ≤ yn3 ≤ yn2 . Çàñòîñó¹ìî ëåìó 21.1 äî öèõ
åëåìåíòiâ i îäåðæèìî îöiíêó

‖yn3‖ ≤ ‖yn1‖+ ‖yn2‖ ≤ 2M.

Òàêèì ÷èíîì, â óñÿêîìó ðàçi, ïîñëiäîâíiñòü {yn} îáìåæåíà çà
íîðìîþ äåÿêèì ÷èñëîì M2 = max {M1, 2M}. Öiëêîì ïðàâèëüíà
íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü Å äà¹ ïiäñòàâó òâåðäèòè, ùî iñíó¹ ãðàíèöÿ x∗
ìîíîòîííî íåñïàäíî¨ îáìåæåíî¨ çà íîðìîþ ïîñëiäîâíîñòi {yn}. Îòæå,

0 ≤ u = y0 ≤ y1 ≤ · · · ≤ yn ≤ . . . ≤ x∗,
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lim
n→∞

yn = x∗.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ïîñëiäîâíîñòi {yn} òà {Fyn−1} òîòîæíî ñïiâïàäàþòü,
ìà¹ìî ïiäñòàâó òâåðäèòè, ùî x∗ = Fx∗, òîáòî, ùî x∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ (21.3). Òàêèì ÷èíîì, îñêiëüêè ïðàâäèâà òàêîæ íåðiâíiñòü
(21.13), òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 21.1. Â óìîâàõ òåîðåìè íå ôiãóðó¹ âèìîãà ïðî
íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà F.

Çàóâàæåííÿ 21.2. Çàìiíèìî óìîâó 3) òåîðåìè óìîâîþ: 3à)
çàäàíèé åëåìåíò v ∈ E, äëÿ ÿêîãî

v ≥ Fv. (21.14)

Çàìiñòü iòåðàöié (21.11) ðîçãëÿäàòèìåìî iòåðàöi¨

z0 = v, zn+1 = Fzn (n = 0, 1, . . .) . (21.15)

Çà öèõ ïðèïóùåíü, çáåðiãàþ÷è iíøi óìîâè òåîðåìè 21.1 íåçìiííèìè,
ìîæíà îòðèìàòè ¨¨ àíàëîã, ó òâåðäæåííÿõ ÿêîãî çàìiñòü
ïîñëiäîâíîñòi {yn} ôiãóðó¹ ïîñëiäîâíiñòü {zn}, à íåðiâíiñòü (21.12)
òðåáà çàìiíèòè íåðiâíiñòþ

x∗ ≤ v. (21.16)

Çàóâàæåííÿ 21.3. ßêùî â óìîâi À ñïðàâäæó¹òüñÿ ñèëüíiøà çà
(21.7) íåðiâíiñòü

‖Fx‖ < ‖x‖ ïðè ‖x‖ ≥M (x ∈ E) , (21.17)

òî âñÿêèé ðîçâ'ÿçîê x ∈ E ðiâíÿííÿ (21.3) íàëåæàòü äî ìíîæèíè
B = {x| ‖x‖ < M,x ∈ E}.

Ñïðàâäi, ïðèïóñêàþ÷è ïðîòèëåæíå, òîáòî, ùî äëÿ ÿêîãîñü
ðîçâ'ÿçêó x ∈ E ðiâíÿííÿ (21.3) ìà¹ìî ‖x‖ ≥ M , ç (21.3) i (21.17)
îòðèìà¹ìî

‖x‖ = ‖Fx‖ < ‖x‖ ,

ùî íåìîæëèâî.
Çàóâàæåííÿ 21.4. ßêùî F � öiëêîì íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, à Å

� áàíàõiâ ïðîñòið (íå êîí÷å íàïiâóïîðÿäêîâàíèé), òî îäíi¹¨ óìîâè À
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äîñèòü, àáè ïåðåñâiä÷èòèñÿ â iñíóâàííi áîäàé îäíîãî ðîçâ'ÿçêó x ∈ E
ðiâíÿííÿ (21.3).

Ïåðåêîíó¹ìîñÿ ó öüîìó çà äîïîìîãîþ òàêîãî ìiðêóâàííÿ. Óìîâà
À îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð F ïåðåòâîðþ¹ êóëþ S (M) ∈ E â êîìïàêòíó,
îòæå, é îáìåæåíó ìíîæèíó B1. ßêùî âèáðàòè ÷èñëî M1 > M
íàñòiëüêè âåëèêèì, ùîá êóëÿ S (M1) ç ðàäióñîì M1 ìiñòèëà îáèäâi
ìíîæèíè S (M) òà B1, òî ç óìîâè À âèïëèâàòèìå, ùî îïåðàòîð
F ïåðåòâîðþ¹ ìíîæèíó S (M1) â ñåáå. Òîìó äî ðiâíÿííÿ (21.3)
çàñòîñîâíèé ïðèíöèï Øàóäåðà, ùî é äîâîäèòü ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ.

Çà âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 21.1 íåìà ïiäñòàâ òâåðäèòè ïðî
iñíóâàííÿ íèæíüîãî y∗ àáî âåðõíüîãî z∗ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (21.3).

Òåîðåìà 21.2. Ïðîñòið Å áóäåìî ââàæàòè KN -ïðîñòîðîì
îáìåæåíèõ åëåìåíòiâ, íåïåðåðâíèé îïåðàòîð F� içîòîííèì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïiäñèëåíèé âàðiàíò óìîâè À ç
íåðiâíiñòþ (21.17) çàìiñòü íåðiâíîñòi (21.7). Òîäi ðiâíÿííÿ (21.3)
ìà¹ â Å íèæíié ðîçâ'ÿçîê y∗ òà âåðõíié ðîçâ'ÿçîê z∗.

Äîâåäåííÿ. ßêùî e � îäèíèöÿ â KN -ïðîñòîði îáìåæåíèõ
åëåìåíòiâ, à y � ÿêèé-íåáóäü åëåìåíò ç Å, äëÿ ÿêîãî ìà¹ìî ‖y‖ ≥ M ,
òî ‖y‖ · e ≥Me. Ïîçíà÷èìî a = Me. Î÷åâèäíî,

−a ≤ a. (21.18)

Îñêiëüêè ‖a‖ = ‖−a‖ = M , òî ‖Fa‖ < ‖a‖, ‖F (−a)‖ < ‖a‖. Òîìó

|Fa| = ‖Fa‖ · e ≤ ‖a‖ · e = Me = a,
|F (−a)| = ‖F (−a)‖ · e ≤ ‖a‖ · e = Me = a.

Îòæå,
−a ≤ |F (−a)| ≤ a, −a ≤ |Fa| ≤ a, (21.19)

çîêðåìà,
−a ≤ F (−a) , Fa ≤ a. (21.20)

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ ç òîãî, ùî îïåðàòîð Fx îçíà÷åíèé ó âñüîìó
ïðîñòîði Å. Îòæå, ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà À ç u = −a òà íåðiâíiñòü
(21.14) ç v = a. Òîìó ìîæíà çâåðíóòèñÿ äî òåîðåìè 21.1 òà äî
çàóâàæåííÿ 21.2, ùîá çðîáèòè âèñíîâîê ïðî iñíóâàííÿ â Å ðîçâ'ÿçêó
y∗ ðiâíÿííÿ (21.3), äî ÿêîãî ìîíîòîííî çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü {yn},
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òà ðîçâ'ÿçêó z∗, äî ÿêîãî ìîíîòîííî çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü {zn}.
Ïðè öüîìó

u = −a ≤ y∗, v = a ≥ z∗, y∗ ≤ z∗,

ùî ìîæíà äîâåñòè, ñêîðèñòàâøèñü ç ïðèíöèïó iíäóêöi¨. Îòæå,

−a ≤ y∗ ≤ z∗ ≤ a. (21.21)

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî y∗ � íèæíié, à z∗ � âåðõíié ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ
(21.3). Íåõàé x � ÿêèé-íåáóäü ðîçâ'ÿçîê â Å ðiâíÿííÿ (21.3). ßêùî
äëÿ íüîãî ìà¹ìî ‖x‖ ≥ M , òî ç (21.17) îòðèìà¹ìî ‖x‖ = ‖Fx‖ <
‖x‖. Îòæå, íåìîæëèâî, ùîá ‖x‖ ≥ M . Òîìó äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó
x ∈ E ðiâíÿííÿ (21.3) êîí÷å ïðàâäèâà íåðiâíiñòü ‖x‖ < M .
Çàâäÿêè âèçíà÷åííþ åëåìåíòà a = Me ìàòèìåìî x ∈ [−a, a] =
{x| − a ≤ x ≤ a, x ∈ E}. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî x � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
(21.3) â Å, òî x ∈ [−a, a]. Çàëèøà¹òüñÿ ïiäòâåðäèòè, ùî y∗ ≤ x ≤ z∗.
Öå ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè, ñêîðèñòàâøèñü ç ïðèíöèïó iíäóêöi¨ òà
ñïiââiäíîøåíü

yn ≤ yn+1 ≤ x ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) ,

áî u = −a, v = a. Òîìó ìîæíà ââàæàòè òåîðåìó äîâåäåíîþ.
Çàóâàæåííÿ 21.5. Äëÿ ðiâíÿííÿ (21.3) äåêîëè äîöiëüíî ìàòè

íà óâàçi ñèòóàöiþ, çà ÿêî¨ çàìiñòü âñüîãî ïðîñòîðó Å ìà¹ìî ñïðàâó ç
éîãî äåÿêîþ ïiäìíîæèíîþ E1. Íàïðèêëàä, äëÿ ðiâíÿííÿ (21.1) ç α =
p
2q < 1 äëÿ âçà¹ìíî ïðîñòèõ p, q íà ðîëü ìíîæèíè E1 ìîæíà âçÿòè
êîíóñ K äîäàòíèõ åëåìåíòiâ öiëêîì ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî
ïðîñòîðó E = L2 (0, 1) ôóíêöié iíòåãðîâíèõ íà (0, 1) ç êâàäðàòîì
çà Ëåáåãîì. Äëÿ öüîãî ïðèêëàäó ïåðåôîðìóëþâàííÿ äâîõ ïîïåðåäíiõ
òåîðåì ¹ òðèâiàëüíîþ ñïðàâîþ, ïîäðîáèöi ÿêî¨ ïðîïóñêà¹ìî.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê àíòèòîííîãî îïåðàòîðà F , òîáòî,
ââàæàòèìåìî, ùî ïðè y ≤ z, y, z ∈ E ìà¹ìî Fy ≥ Fz. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç ‖y, z‖ íîðìó ïàðè (y, z) åëåìåíòiâ ç Å, ÿêó îçíà÷èìî òàêèì
ñïîñîáîì, ùîá: à) ñïðàâäæóâàëèñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ‖y‖ ≤ ‖y, z‖,
‖z‖ ≤ ‖y, z‖ äëÿ âñÿêèõ y, z ∈ E; á) íîðìà ‖y, z‖ áóëà ìîíîòîííîþ
ïðè çàïðîâàäæåííi â E × E íàïiâóïîðÿäêîâàíîñòi ïàð åëåìåíòiâ
(y, z), ïîðîäæåíî¨ òèì ÷è iíøèì ñïîñîáîì íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòþ â
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Å. Öèõ âèìîã ìîæíà äîòðèìàòèñü, ÿêùî íîðìó ‖y, z‖ çàïðîâàäèòè,
íàïðèêëàä, çà îäíi¹þ iç ôîðìóë

‖y, z‖ = max {‖y‖ , ‖z‖} , (21.22)

‖y, z‖ = (‖y‖p + ‖z‖p)
1
p (p ≥ 1) , (21.23)

à íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü ïàð (y, z) îçíà÷èòè, íàïðèêëàä, òàê:
(y, z) ≤ (u, v) ïðè y ≤ u, z ≤ v, àáî (y, z) ≤ (u, v) ïðè y ≤ u, z ≥ v.
ßê ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, çà òàêî¨ íàïiâóïîðÿäêîâàíîñòi E × E áóäå
öiëêîì ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèì ïðîñòîðîì i ñòðóêòóðîþ, ÿêùî
öi âëàñòèâîñòi ìà¹ Å.

Òåîðåìà 21.3. Íåõàé: 1) Å � öiëêîì ïðàâèëüíî
íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið i ñòðóêòóðà; 2) íåïåðåðâíèé îïåðàòîð
F ¹ àíòèòîííèì i ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ, ÿêå íàçâåìî óìîâîþ
À1: iñíó¹ òàêå äiéñíå ÷èñëî M > 0, ùî ç íåðiâíîñòi ‖y, z‖ > M
âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

‖Fy, Fz‖ ≤ ‖y, z‖ ; (21.24)

3) iñíóþòü åëåìåíòè u, v ∈ E, äëÿ ÿêèõ

u ≤ Fv, v ≥ Fu; (21.25)

4) ñèñòåìà ðiâíÿíü
y = Fz, z = Fy (21.26)

ìîæå ìàòè ùîíàéáiëüøå îäèí ðîçâ'ÿçîê â E×E; 5) ðiâíÿííÿ (21.3)
ìà¹ â Å áîäàé îäèí ðîçâ'ÿçîê. Òîäi äëÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E
ðiâíÿííÿ (21.3) ìàþòü ìiñöå îöiíêè

y0 ≤ y1 ≤ . . . ≤ yn ≤ . . . ≤ x∗ ≤ . . . ≤ zn ≤ . . . ≤ z1 ≤ z0,

äå ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

yn+1 = Fzn, zn+1 = Fyn (21.27)

ç ïî÷àòêîâèìè íàáëèæåííÿìè y0 = u, z0 = v i öi ïîñëiäîâíîñòi
çáiãàþòüñÿ äî x∗ çà íîðìîþ â Å.
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Äîâåäåííÿ. Ç àíòèòîííîñòi îïåðàòîðà F òà ñïiââiäíîøåíü
(21.25)− (21.27) ìîæíà îòðèìàòè

y0 ≤ Fz0 = y1, z1 = Fy0 ≤ z0.

Òîìó

y2 = Fz1 ≥ Fz0 = y1, z2 = Fy1 ≤ Fy0 = z1. (21.28)

Îòæå, ïðèíöèï iíäóêöi¨ äîçâîëÿ¹ ââàæàòè îá ðóíòîâàíèìè íåðiâíîñòi

y0 ≤ y1 ≤ . . . ≤ yn ≤ yn+1 ≤ . . . ,
z0 ≥ z1 ≥ . . . ≥ zn ≥ zn+1 ≥ . . . .

(21.29)

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} îáìåæåíi çà íîðìîþ.
ßêáè, ïðèíàéìíi ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãîñü n = N ≥ 0, ìè ìàëè

‖yn, zn‖ ≤M, (21.30)

òî òåîðåìà áóëà á äîâåäåíîþ, áî â òàêîìó ðàçi ïîñëiäîâíiñòü {(yn, zn)}
îáìåæåíà çà íîðìîþ, îòæå, áóëè á îáìåæåíèìè ïîñëiäîâíîñòi {yn},
{zn}. Ïðîòå, ìîæëèâà ñèòóàöiÿ, ùî ÿêèé íå áóâ áè íîìåð N > 0,
çíàéäåòüñÿ òàêå n > N , ùî

‖yn, zn‖ > M. (21.31)

Äîöiëüíî âèîêðåìèòè äâà âèïàäêè öi¹¨ ñèòóàöi¨. Â ïåðøîìó ç íèõ
çíàéäåòüñÿ íå áiëüøå çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi
{(yn, zn)}, äëÿ ÿêèõ ‖yn, zn‖ ≤ M . Òîäi, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà
n = N , áóäåìî ìàòè (21.31). Çàâäÿêè (21.27) òà óìîâi À1 äëÿ òàêèõ n
îòðèìó¹ìî

‖yN+1, zN+1‖ = ‖FzN , FyN‖ ≤ ‖zN , yN‖ .

ßêùî óæå çíàéäåíî, ùî

‖yN+k, zN+k‖ ≤ ‖yN+k−1, zN+k−1‖ (k ≥ 1) ,

òî ç (21.31), (21.27) i óìîâè À1 âèïëèâà¹

‖yN+k+1, zN+k+1‖ = ‖FyN+k, F zN+k‖ ≤ ‖yN+k, zN+k‖ .



207

Öå, íà ïiäñòàâi ïðèíöèïó iíäóêöi¨, îçíà÷à¹, ùî ìàþòü ìiñöå
ñïiââiäíîøåííÿ

‖yN , zN‖ ≥ ‖yN+1, zN+1‖ ≥ . . . ≥ ‖yN+k, zN+k‖ ≥ . . .

Îòæå, ïðèéíÿâøè

B = {(y, z)| ‖y, z‖ ≤ sup ‖yn, zn‖ , y, z ∈ E} ,

ìà¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {(yn, zn)} îáìåæåíà â ñêií÷åííié îáëàñòi
B ⊂ E × E.

Ó äðóãîìó iç ìîæëèâèõ âèïàäêiâ ïðèïóñêàòèìåìî iñíóâàííÿ
íåñêií÷åíî¨ êiëüêîñòi ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi {(yn, zn)} äëÿ ÿêèõ
ïðàâäèâi ñïiââiäíîøåííÿ (21.30) i îäíî÷àñíå iñíóâàííÿ áåçëi÷i ÷ëåíiâ
öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi, äëÿ ÿêèõ ñïiââiäíîøåííÿ (21.30) ¹ õèáíèìè, òîáòî,
ïðàâäèâi íåðiâíîñòi (21.31). Öå îçíà÷à¹, ùî òàêó æ âëàñòèâiñòü ìà¹
áîäàé îäíà iç ïîñëiäîâíîñòåé {yn} àáî {zn}. Òîáòî, iñíó¹ áåçëi÷ ÷ëåíiâ,
íàïðèêëàä, ïîñëiäîâíîñòi {yn},äëÿ ÿêèõ ‖yn‖ ≤ M òà áåçëi÷ ¨¨
÷ëåíiâ, äëÿ ÿêèõ ‖yn‖ > M . Âèáåðåìî ÿêi-íåáóäü n1 òà n2, äëÿ ÿêèõ
‖yn1‖ ≤M , ‖yn2‖ ≤M . ßêùî çíàéäåòüñÿ òàêå n3, ùî n1 < n3 < n2

i ‖yn3‖ > M , òî ç (21.29) îòðèìà¹ìî yn1 ≤ yn3 ≤ yn2 . Òîìó ìîæíà
çàñòîñóâàòè ëåìó 21.1 i îäåðæàòè

‖yn3‖ ≤ ‖yn1‖+ ‖yn2‖ ≤ 2M. (21.32)

Äîâiëüíiñòü âèáîðó n1, n2, n3 òà íåðiâíîñòi (21.32) ñëóæèòü ïiäñòàâîþ
äëÿ òâåðäæåííÿ ïðî îá ðóíòîâàíiñòü íåðiâíîñòi ‖yn‖ ≤ 2M äëÿ âñiõ n
÷è áîäàé äëÿ âñiõ n, ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãîñü n0 > 0. Öèì ïiäòâåðäæåíî,
ùî ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} îáìåæåíi çà íîðìîþ. Îñêiëüêè âîíè
ìîíîòîííi, à ïðîñòið Å � öiëêîì ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé,
òî ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} çáiãàþòüñÿ çà íîðìîþ â Å âiäïîâiäíî
äî ñâî¨õ ãðàíèöü y∗ i z∗. Êðiì òîãî, ïîñëiäîâíiñòü {yn} ñïiâïàäà¹
ç ïîñëiäîâíiñòþ {Fzn−1}, à ïîñëiäîâíiñòü {zn} � ç ïîñëiäîâíiñòþ
{Fyn−1}. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî y∗, z∗ ¹ êîìïîíåíòàìè ðîçâ'ÿçêó
(y∗, z∗) ñèñòåìè (21.26). Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (21.3)
òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (21.26) ¹ ïiäñòàâîþ äëÿ ðiâíîñòåé
y∗ = z∗ = x∗. Öèì äîâåäåííÿ òåîðåìè ìîæíà çàâåðøèòè.

Äëÿ àíòèòîííîãî îïåðàòîðà F ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà îäåðæàòè
òàêîæ âiäïîâiäíèé àíàëîã äî òåîðåìè 21.2. Çàóâàæèìî, íå âäàþ÷èñü
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äî ïîäðîáèöü ùîäî ôîðìóëþâàííÿ i äîâåäåííÿ òàêîãî àíàëîãó, ùî,
ÿê i òåîðåìè 21.1�21.3, éîãî ìîæíà îäåðæàòè ÿê ÷àñòêîâi âèïàäêè
çàãàëüíiøèõ òåîðåì ç íåìîíîòîííèì îïåðàòîðîì F .

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ðiâíÿííÿ (21.3) iç, âçàãàëi êàæó÷è,
íåìîíîòîííèì îïåðàòîðîì F , äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi
óìîâè:

Óìîâà Á. Çàäàíi òàêi íåñïàäíi ùîäî y íåçðîñòàþ÷i ùîäî z
îïåðàòîðè T1 (y, z), T2 (y, z) : E × E → E, äëÿ ÿêèõ ìàþòü ìiñöå
ðiâíîñòi

T1 (x, x) = T2 (x, x) = Fx (x ∈ E) . (21.33)

Óìîâà À0. Iñíó¹ òàêå ÷èñëî M > 0, ùî ç íåðiâíîñòi ‖y, z‖ > M
âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

‖T1 (y, z) , T2 (y, z)‖ ≤ ‖y, z‖ . (21.34)

Óìîâà B.ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {yn} íå ñïàäà¹, à ïîñëiäîâíiñòü {zn}
íå çðîñòà¹ i yn → y∗, zn → z∗, òî

T1 (yn, zn) → T1 (y∗, z∗) , T2 (yn, zn) → T2 (y∗, z∗) ,

Óìîâè À òà À1 ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè óìîâè À0.
Òåîðåìà 21.4. Íåõàé: 1) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À0, Á, B; 2) ïðè

y, z ∈ E ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

T1 (y, z) ≤ T2 (y, z) ; (21.35)

3) çàäàíi åëåìåíòè u, v ∈ E, äëÿ ÿêèõ

u ≤ T1 (u, v) , v ≥ T2 (v, u) ; (21.36)

4) ñèñòåìà ðiâíÿíü

y = T1 (y, z) , z = T2 (z, y) (21.37)
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ìîæå ìàòè ùîíàéáiëüøå îäèí ðîçâ'ÿçîê; 5) ðiâíÿííÿ (21.3) ìà¹ â
Å áîäàé îäèí ðîçâ'ÿçîê. Òîäi äëÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ
(21.3) ìàþòü ìiñöå îöiíêè

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, . . .) , (21.38)

äå ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî
àëãîðèòìó

yn+1 = T1 (yn, zn) , zn+1 = T2 (zn, yn) (n = 0, 1, . . .) (21.39)

ç ïî÷àòêîâèìè íàáëèæåííÿìè y0 = u, z0 = v. Ïðè öüîìó
ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn} çáiãàþòüñÿ äî x∗ çà íîðìîþ â E.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ç òi¹¨ æ ñõåìè ìiðêóâàíü, ÿêà íàì
ïðèñëóæèëàñÿ ïðè äîâåäåííi òåîðåì 21.1 òà 21.3. Î÷åâèäíî, ùî y0 ≤
y1, z0 ≥ z1. Ïðèïóñêàþ÷è âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé yn−1 ≤ yn, zn−1 ≥ zn,
ìîæíà çíàéòè

yn+1 = T1 (yn, zn) ≥ T1 (yn−1, zn−1) = yn,
zn+1 = T1 (zn, yn) ≥ T1 (zn−1, yn−1) = zn.

Òîìó çà ïðèíöèïîì iíäóêöi¨ ââàæà¹ìî ïiäòâåðäæåíèìè íåðiâíîñòi
(21.29) äëÿ àëãîðèòìó (21.39). Ç íèõ i ç óìîâè À0 ìîæíà îòðèìàòè
âèñíîâîê ïðî îáìåæåíiñòü çà íîðìîþ ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn},
ìàéæå ïîâòîðèâøè âiäïîâiäíó ÷àñòèíó îáãðóíòóâàííÿ òåîðåìè
21.3, ÿêå ñòîñó¹òüñÿ ìîæëèâèõ äâîõ íåòðèâiàëüíèõ ñèòóàöié ùîäî
ïðèïóùåííÿ ïðî áåçëi÷ òèõ ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi {(yn, zn)}, äëÿ ÿêèõ
ïðàâäèâà íåðiâíiñòü (21.31). Ó ïåðøîìó âèïàäêó, êîëè, ïî÷èíàþ÷è ç
n = N , âñi ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi {(yn, zn)} çàäîâîëüíÿþòü (21.31), ïðè
ïåðåõîäi âiä íåðiâíîñòi ‖yN+k, zN+k‖ ≤ ‖yN+k−1, zN+k−1‖ äî òi¹¨ æ
íåðiâíîñòi ç çàìiíîþ k íà k + 1, çíàéäåìî

‖yN+k+1, zN+k+1‖ = ‖T1 (yN+k, zN+k) , T2 (yN+k, zN+k)‖ ≤
≤ ‖yN+k, zN+k‖ .

Ùîäî äî äðóãîãî ìîæëèâîãî âèïàäêó ïðî íåñêií÷åíó êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi {(yn, zn)}, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóþòüñÿ
íåðiâíîñòi (21.32) òà îäíî÷àñíî íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ¨¨ ÷ëåíiâ, äëÿ
êîòðèõ çàìiñòü (21.31) ìà¹ìî (21.32), òî ðîçãëÿä éîãî âè÷åðïó¹òüñÿ
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ç öiëêîâèòîþ iäåíòè÷íiñòþ äî âiäïîâiäíî¨ ñèòóàöi¨ ó äîâåäåííi
òåîðåìè 21.3. Îñòàòî÷íî ñïðàâà çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùî âñi ÷ëåíè
ïîñëiäîâíîñòi {(yn, zn)} îáìåæåíi îäíî÷àñíî ùîíàéáiëüøå ÷èñëîì
2M . Íàñëiäêîì öèõ ìiðêóâàíü ¹ âèñíîâîê ïðî iñíóâàííÿ ãðàíèöü
y∗ ∈ E ïîñëiäîâíîñòi {yn} òà z∗ ∈ E ïîñëiäîâíîñòi {zn}, ç ÷îãî
âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî (y∗, z∗) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (21.37). Ç iíøîãî
áîêó, iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (21.3) i ðiâíîñòi (21.33)
îçíà÷àþòü, ùî (x∗, x∗) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (21.37). Îñêiëüêè ñèñòåìà
(21.37) ìîæå ìàòè òiëüêè îäèí ðîçâ'ÿçîê â E × E, òî î÷åâèäíèì
ñòàþòü ðiâíîñòi y∗ = z∗ = x∗. Ñïiââiäíîøåííÿ (21.38) âèïëèâàþòü ç
(21.29) i ç ìîíîòîííî¨ çáiæíîñòi äî x∗ êîæíî¨ iç ïîñëiäîâíîñòåé {yn}
i {zn}. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïðèïóùåííÿ (21.33) ìîæíà çàìiíèòè çàãàëüíiøèì. Çàìiíèìî
óìîâó Á iíøîþ.

Óìîâà Á0. Çàäàíi íåñïàäíi ùîäî y, íåçðîñòàþ÷i ùîäî z îïåðàòîðè
T1 (y, z) , T2 (y, z) : E × E → E, äëÿ ÿêèõ ïðàâäèâi ñïiââiäíîøåííÿ

T1 (x, x) ≤ Fx ≤ T2 (x, x) (x ∈ E) . (21.40)

Òåîðåìà 21.5. Íåõàé: 1) âèêîíàíi óìîâè À0, Á0, B; 2)
ñïðàâäæóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ 2)�5) òåîðåìè 21.4. Òîäi äëÿ âñÿêîãî
ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (21.3) ìàòèìåìî îöiíêè (21.38), äå
ïîñëiäîâíîñòi {yn} i {zn}, óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî
ïðîöåñó (21.39) iç y0 = u, z0 = v. Êðiì òîãî, ïîñëiäîâíîñòi {yn},
{zn} ìîíîòîííî çáiãàþòüñÿ äî êîìïîíåíò y∗, z∗ âiäïîâiäíî ðîçâ'ÿçêó
(y∗, z∗) ñèñòåìè (21.37) i ïðè öüîìó

u ≤ y∗ ≤ x∗ ≤ z∗ ≤ v. (21.41)

Äîâåäåííÿ. Íàñàìïåðåä ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ç iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó
x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (21.3) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó (ϕ,ψ) ñèñòåìè
(21.37) â E × E. ßêùî óìîâà Á0 ñïiâïàäà¹ ç óìîâîþ Á, òî öåé ôàêò
ñòà¹ î÷åâèäíèì, áî íåðiâíîñòi (21.40) ñòàþòü ðiâíîñòÿìè (21.33). Äëÿ
äîâåäåííÿ ïðèéìåìî

ϕ0 = ψ0 = x∗, (21.42)
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ϕn+1 = T1 (ϕn, ψn) , ψn+1 = T2 (ψn, ϕn) (n = 0, 1, . . .) , (21.43)

äå x∗ � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (21.3). Ñïiââiäíîøåííÿ (21.40) i içîòîííiñòü
ùîäî y òà àíòèòîííiñòü ùîäî z îïåðàòîðiâ T1 (y, z), T2 (y, z)
ïðèçâîäÿòü äî íåðiâíîñòåé

ϕ0 ≥ ϕ1 ≥ . . . ≥ ϕn ≥ ϕn+1 ≥ . . . ,
ψ0 ≤ ψ1 ≤ . . . ≤ ψn ≤ ψn+1 ≤ . . .

(21.44)

Ìîæíà äàëi âèêîðèñòàòè ñõåìó ìiðêóâàíü, âæèòó äëÿ äîâåäåííÿ
çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé {yn} òà {zn} ïðè îáãðóíòóâàííi òåîðåìè
21.4. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî âèñíîâîê ïðî iñíóâàííÿ ãðàíèöü ϕ òà ψ
âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòåé {ϕn} òà {ψn}, ïðè÷îìó (ϕ,ψ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè (21.37) i ϕn ↓ ϕ, ψn ↑ ψ, à òàêîæ

ϕ ≤ x∗ ≤ ψ. (21.45)

Êðiì òîãî, äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn}, óòâîðåíèõ çà äîïîìîãîþ
ôîðìóë (21.39) ç y0 = u, z0 = v, ìîæíà öiëêîì ïîâòîðèòè âiäïîâiäíi
ìiðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 21.4 i îòðèìàòè òi ñàìi âèñíîâêè
ùîäî y∗, z∗ ÿê êîìïîíåíò ðîçâ'ÿçêó (y∗, z∗) ñèñòåìè ðiâíÿíü (21.37)
òà ïðî íåðiâíîñòi (21.29). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (21.37) îçíà÷à¹,
ùî ìîæíà iäåíòèôiêóâàòè: ϕ = y∗, ψ = z∗. Îòæå, cïèðàþ÷èñü íà
(21.45), îòðèìó¹ìî âèñíîâîê ïðî ïðàâäèâiñòü âñiõ òâåðäæåíü òåîðåìè,
çîêðåìà, ñïiââiäíîøåíü (21.41). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 21.6. Íåõàé: 1) Å ¹ KN -ïðîñòîðîì îáìåæåíèõ
åëåìåíòiâ i â E × E íîðìó çàïðîâàäæåíî çà ôîðìóëîþ (21.22); 2)
ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè Á0 òà À0; 3) ÿêùî y ≤ z (y, z ∈ E), òî
T1 (y, z) ≤ T2 (z, y). Òîäi iñíó¹ êðàéíié â E × E ðîçâ'ÿçîê (y∗, z∗)
ñèñòåìè (21.37), êîìïîíåíòè ÿêîãî íàëåæàòü äî äåÿêîãî âiäðiçêó
[−a, a] ⊂ E, i äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (21.3) ìàòèìåìî
ñïiââiäíîøåííÿ

−a ≤ x∗ ≤ a,

òà
y∗ ≤ x∗ ≤ z∗.

Çàóâàæåííÿ 21.3 äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê, ùî
(y∗, z∗) ∈ D = {(y, z)| ‖y, z‖ < M, y, z ∈ E}. ßêùî e � îäèíèöÿ
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ïðîñòîðó Å îáìåæåíèõ åëåìåíòiâ, òî çãiäíî iç çàóâàæåííÿì 21.3
áóäåìî ìàòè

|y| ≤ ‖y‖ e ≤ ‖y, z‖ e ≤Me,
|z| ≤ ‖z‖ e ≤ ‖y, z‖ e ≤Me.

Ïîçíà÷èâøè Me = a i âðàõîâóþ÷è î÷åâèäíó íåðiâíiñòü −a ≤ a,
ôîðìóëó (21.22) òà âèçíà÷åííÿ îáëàñòi D, áóäåìî ìàòè

|T1 (−a, a)| ≤ ‖T1 (−a, a) , T2 (a,−a)‖ e ≤ ‖−a, a‖ e = Me = a,
|T2 (a,−a)| ≤ ‖T1 (−a, a) , T2 (a,−a)‖ e ≤ ‖−a, a‖ e = Me = a.

Çâiäñè
−a ≤ T1 (a,−a) , a ≥ T2 (a,−a) . (21.46)

Çà öi¹¨ ñèòóàöi¨ ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê ïðî iñíóâàííÿ êðàéíüîãî
íà âiäðiçêó [−a, a] ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (21.37). Ïðîïóñêàþ÷è ïîäðîáèöi
äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ öüîãî êðàéíüîãî ðîçâ'ÿçêó, çàóâàæèìî òiëüêè,
ùî çàäëÿ öüîãî äîñèòü ñêîðèñòàòèñÿ iòåðàöiÿìè (21.39) ç y0 = −a,
z0 = a. Çâàæàþ÷è íà òå, ùî âñÿêèé ðîçâ'ÿçîê (y∗, z∗) â E×E ñèñòåìè
(21.37) ìóñèòü ìàòè êîìïîíåíòè y∗, z∗ ç âiäðiçêà [−a, a] çàâäÿêè
çàóâàæåííþ 21.3, îäåðæó¹ìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî (y∗, z∗) � êðàéíié
â E ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (21.7). Iíøi âèñíîâêè òåîðåìè âèïëèâàþòü ç
äîâåäåíîãî ôàêòó é òîìó ââàæà¹ìî òåîðåìó äîâåäåíîþ.

Çàóâàæåííÿ 21.6. ßêùî T1 (y, z), T2 (y, z) íå çàëåæàòü âiä z,
ââàæàþ÷è, ùî â (21.40) ìà¹ìî ðiâíîñòi, ç òåîðåìè 21.5 âèïëèâà¹
òåîðåìà 21.1, à ç òåîðåìè 21.6 âèïëèâà¹ òåîðåìà 21.2. Â òîìó
âèïàäêó, êîëè T1 (y, z), T2 (y, z) íå çàëåæàòü âiä y, à (21.40)
¹ ðiâíîñòÿìè, ç òåîðåìè 21.5 îòðèìó¹ìî òåîðåìó 21.3, à ç
òåîðåìè 21.6 âiäïîâiäíèé àíàëîã öi¹¨ òåîðåìè äëÿ ðiâíÿííÿ 21.3
ç àíòèòîííèì îïåðàòîðîì F . Çàçíà÷èìî, ùî â òîìó ðàçi, êîëè
T1 (y, z), T2 (y, z) íå çàëåæàòü âiä y àáî âiä z, ç òåîðåì 21.5 i 21.6
îòðèìóþòüñÿ äåùî çàãàëüíiøi, íàïðèêëàä, çà òåîðåìè 21.1�21.3
òâåðäæåííÿ, ÿêùî (21.40) íå êîí÷å ìóñÿòü áóòè ðiâíîñòÿìè.

Òåîðåìà 21.7. Íåõàé: 1) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè Á0, Â; 2) çàäàíi
ëiíiéíi äîäàòíi ùîäî w ∈ E, íåñïàäíi çà y, íåçðîñòàþ÷i çà z
îïåðàòîðè A1 (y, z)w, A2 (y, z)w, äëÿ ÿêèõ ïðè x, y, z ∈ E áóäåìî
ìàòè

−A1 (z, y) (z − y) ≤ T1 (z, x)− T1 (y, x) ,
T2 (x, z)− T2 (x, y) ≤ A2 (z, y) (z − y) ,

(21.47)
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ïðè÷îìó iñíó¹ òàêå M > 0, ùî ç íåðiâíîñòi ‖z, y‖ ≥ M âèïëèâà¹
íåðiâíiñòü

‖T1 (y, z)− (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) , T2 (y, z) +
+ (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y)‖ ≤ ‖z, y‖ ;

(21.48)

3) çàäàíi u, v ∈ E, äëÿ ÿêèõ

u ≤ − (A1 (v, u) +A2 (v, u)) (v − u) + T1 (u, v) ,
v ≥ (A1 (v, u) +A2 (v, u)) (v − u) + T2 (v, u) ;

(21.49)

4) ñèñòåìà ðiâíÿíü

y = − (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) + T1 (y, z) ,
z = (A1 (z, y) +A2 (z, y)) (z − y) + T2 (z, y)

(21.50)

ìîæå ìàòè â E×E íå áiëüøå çà îäèí ðîçâ'ÿçîê. Òîäi, ÿêùî ðîçâ'ÿçîê
x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (21.3) iñíó¹, òî âií ¹äèíèé i äî íüîãî çáiãàþòüñÿ
âiäïîâiäíî íå çðîñòàþ÷è i íå ñïàäàþ÷è ïîñëiäîâíîñòi {yn} i {zn},
óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó

y0 = u, z0 = v, (21.51)

yn+1 = − (A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn)) (zn − yn) + T1 (yn, zn) ,
zn+1 = (A1 (zn, yn) +A2 (zn, yn)) (zn − yn) + T2 (zn, yn) .

(21.52)

Êðiì òîãî, ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè (21.38).
Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðêà ìîíîòîííîñòi ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn}

ïðàêòè÷íî ñïiâïàäà¹ ç äîâåäåííÿì âiäïîâiäíèõ ôàêòiâ ó §§19, 20.
Òi ìiðêóâàííÿ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ îáìåæåíîñòi çà íîðìîþ öèõ
ïîñëiäîâíîñòåé, ôàêòè÷íî ïîâòîðþþòü âiäïîâiäíi ìiðêóâàííÿ ç
äîâåäåííÿ òåîðåìè 21.4. Òîìó yn ↑ y∗, zn ↓ z∗ (y∗, z∗ ∈ E),
ïðè÷îìó (y∗, z∗) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (21.50). Îñêiëüêè òîé ôàêò,
ùî x∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (21.3), îçíà÷à¹, ùî (x∗, x∗) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè (21.50). Öÿ ñèñòåìà ìîæå ìàòè íå áiëüøå íiæ îäèí ðîçâ'ÿçîê,
òî ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî âñi òâåðäæåííÿ òåîðåìè 21.7
îáãðóíòîâàíi. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 21.8. Íåõàé: 1) E ¹ KN -ïðîñòîðîì îáìåæåíèõ
åëåìåíòiâ i â E × E íîðìó çàïðîâàäæåíî çà ôîðìóëîþ (21.22); 2)
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ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè Á0 i Â òà óìîâà 2) òåîðåìè 21.7. Òîäi iñíó¹
êðàéíié â E×E ðîçâ'ÿçîê (y∗, z∗) ñèñòåìè (21.50), êîìïîíåíòè ÿêîãî
íàëåæàòü äî äåÿêîãî âiäðiçêà [−a, a] ⊂ E i äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó
x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (21.3) ïðàâäèâi íåðiâíîñòi −a ≤ x∗ ≤ a, òà
y∗ ≤ x∗ ≤ z∗.

Äîâåäåííÿ ëèøå íåçíà÷íèìè ïîäðîáèöÿìè âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä
äîâåäåííÿ òåîðåìè 21.6.

Çàóâàæåííÿ 21.7. ×àñòêîâèé âèïàäîê, ó ÿêîìó T1 (y, z),
T2 (y, z) ¹ öiëêîì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì, ¹ îäíèì ç ïðèêëàäiâ,
äëÿ ÿêîãî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E ðiâíÿííÿ (21.3) ìîæíà
çàáåçïå÷èòè òiëüêè îäíi¹þ óìîâîþ À0. Îáãðóíòóâàííÿ öüîãî
òâåðäæåííÿ çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùî ó öüîìó âèïàäêó îïåðàòîð,
ïîðîäæåíèé ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ñèñòåìè (21.37) ïåðåòâîðþ¹ äåÿêó
êóëþ S ðàäióñà M ç E × E ó êîìïàêòíó â E × E ìíîæèíó D.
Âèáåðåìî ÷èñëî M1 > M íàñòiëüêè âåëèêèì, ùîá êóëÿ S1 ⊂ E × E
ðàäióñà M1 ìiñòèëà ÿê êóëþ S, òàê i êîìïàêòíó i òîìó îáìåæåíó
ìíîæèíó D1. Îòæå, âèõîäèòü, ùî îïåðàòîð, ïîðîäæåíèé ïðàâîþ
÷àñòèíîþ ñèñòåìè (21.37), ïåðåòâîðþ¹ êóëþ S ñàìó â ñåáå. Òîìó
çàñòîñîâíèé ïðèíöèï íåðóõîìî¨ òî÷êè Øàóäåðà. Îäíàê i äëÿ öüîãî
âèïàäêó íàâåäåíi â öüîìó ïàðàãðàôi òåîðåìè ìàþòü ïåâíèé iíòåðåñ,
áî ãàðàíòóþòü çáiæíiñòü äåÿêèõ iòåðàöiéíèõ ïðîöåñiâ äî ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ (21.3), òîáòî, ìiñòÿòü êîíñòðóêöi¨, ÿêi íå îòðèìóþòüñÿ
áåçïîñåðåäíüî ç ïðèíöèïó Øàóäåðà.

Ïðèêëàä 21.1. Äëÿ ðiâíÿííÿ

x (t) = c+

t∫
t0

β (s)xγ (s) ds (0 ≤ γ ≤ 1) (21.53)

ç íåïåðåðâíîþ äiéñíîþ ôóíêöi¹þ β(t) ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà (21.7)ïðè
âñÿêèõ c i β (t) ≥ 0, äëÿ 0 ≤ γ < 1. ßêùî γ = 1, òî óìîâà (21.7)
ñïðàâäæó¹òüñÿ çà ïåâíèõ î÷åâèäíèõ çàñòåðåæåíü, ÿêi, íàïðèêëàä, ïðè
β (t) ∈ C [t0, t0 + T ] îçíà÷àþòü, ùî

T max
t∈[t0,t0+T ]

β (t) ≤ 1.
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Òîìó äëÿ ðiâíÿííÿ (21.53) çàñòîñîâíà òåîðåìà 21.1 ç îïåðàòîðîì

Fx = c+

t∫
t0

β (s)xγ (s) ds.

Ïðè öüîìó

x∗ (t) =

c+

t∫
t0

β (s) ds

−1+γ

äëÿ γ ∈ [0, 1),

x∗ (t) = ce

t∫
t0

β(s)ds

äëÿ γ = 1.
Çàóâàæåííÿ 21.8. ßêùî íåðiâíiñòü (21.34) â óìîâàõ òåîðåìè

21.4 ¹ ñòðîãîþ íåðiâíiñòþ, òîáòî, iñíó¹ äiéñíå ÷èñëî M > 0, äëÿ
ÿêîãî ç íåðiâíîñòi ‖y, z‖ > M âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

‖T1 (y, z) , T2 (y, z)‖ < ‖y, z‖ , (21.54)

òî ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî âñÿêèé ðîçâ'ÿçîê (y, z) (y, z ∈ E)
ñèñòåìè (21.37) íàëåæèòü äî îáëàñòi

D = {(y, z)| ‖y, z‖ < M} . (21.55)

Ñïðàâäi, ÿêáè öå áóëî íå òàê, òîáòî, ÿêáè çíàéøîâñÿ òàêèé
ðîçâ'ÿçîê (y, z) (y, z ∈ E), ùî ‖y, z‖ > M , òî äëÿ íüîãî çàâäÿêè
(21.54) îòðèìó¹ìî íåìîæëèâó íåðiâíiñòü ‖y, z‖ < ‖y, z‖, îñêiëüêè â
òàêîìó ðàçi

‖y, z‖ = ‖T1 (y, z) , T2 (y, z)‖ < ‖y, z‖ .

Î÷åâèäíî, ùî ó çàóâàæåííi 21.3 éäåòüñÿ ïðî ÷àñòèííèé âèïàäîê ç
íàâåäåíîãî çàóâàæåííÿ, é î÷åâèäíî òàêîæ, ùî öå çàóâàæåííÿ ìîæíà
âiäïîâiäíî ïîøèðèòè é íà iíøi âèïàäêè, ùî ðîçãëÿäàëèñÿ â öüîìó
ïàðàãðàôi, íàïðèêëàä, íà ñèòóàöiþ, ïîâ'ÿçàíó ç óìîâàìè òåîðåìè
21.7.
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Çàóâàæèìî, ùî òåðìií �ïiäëiíiéíèé îïåðàòîð� äåêîëè âæèâà¹òüñÿ
â äåùî iíøîìó ðîçóìiííi ó ïîðiâíÿííi ç òèì, ùî âêëàäà¹ìî òóò ó
öåé òåðìií. Ïiä ïiäëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè ìà¹ìî íà óâàçi íåëiíiéíi
îïåðàòîðè F , ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü âèãëÿäó (21.4) ç α ≤ 1 àáî îäíó
iç âëàñòèâîñòåé (21.7) ÷è (21.24).
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ÐÎÇÄIË VIII. ÄÂÎÑÒÎÐÎÍÍI ÎÖIÍÊÈ
ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÐIÂÍßÍÜ ÂÎËÜÒÅÐÐÀ ÒÀ
ÐIÂÍßÍÜ Ç ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÎÞ ÃÅÒÅÐÎ-
ÒÎÍÍIÑÒÞ

Ðåçóëüòàòè �22 îõîïëþþòü âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè iç [57] (äèâ.
òàêîæ [55, 56]). Íå âèîêðåìëþ¹ìî âèïàäêè ëiíiéíèõ äâîñòîðîííiõ
iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé, îñêiëüêè âîíè äîêëàäíî îïèñàíi â [55,
57, 111, 113], à òàêîæ â [125], äå ó âèãëÿäi îêðåìîãî äîäàòêó
íàâåäåíî ïåðåêëàä ñòàòòi [55]. Äâîñòîðîííi íåðiâíîñòi ç óçàãàëüíåíîþ
ãåòåðîòîííiñòþ ïîäàíi çà [100]. �24 ïîâíiñòþ ïðèñâÿ÷åíèé
êîíêðåòèçàöi¨ çàãàëüíèõ òåîðåì iç ïîïåðåäíiõ ïàðàãðàôiâ öüîãî
ðîçäiëó. Áiëüøiñòü íàâåäåíèõ òóò ïðèêëàäiâ iñòîòíî óçàãàëüíþþòü
âiäïîâiäíi iíòåãðàëüíi íåðiâíîñòi iç [92], à ÷àñòèíà ç íèõ áëèçüêà äî
ðåçóëüòàòiâ, íàâåäåíèõ â [57] (äèâ. [57, ñòîð. 144-156]).

�22. Äâîñòîðîííi îïåðàòîðíi i iíòåãðàëüíi íåðiâíîñòi
âîëüòåðiâñüêîãî òèïó

Îïåðàòîðíèì íåðiâíîñòÿì ç îïåðàòîðàìè Âîëüòåððà, çîêðåìà,
iíòåãðàëüíèì íåðiâíîñòÿì íàëåæèòü âàæëèâà ðîëü ó áàãàòüîõ
ãàëóçÿõ êiëüêiñíî¨ i ÿêiñíî¨ òåîði¨ iíòåãðàëüíèõ, äèôåðåíöiàëüíèõ,
ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíøèõ êëàñiâ ðiâíÿíü. Â
òåîði¨ iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé, íàïðèêëàä, ùî ñòîñóþòüñÿ îöiíîê
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü âèãëÿäó

x (t) = f (t) +

t∫
a

k (t, s, x (s)) ds, (22.1)

îäíi¹þ ç íàéâàæëèâiøèõ âèìîã ¹, ÿê âiäîìî, ïðèïóùåííÿ ïðî
ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ k (t, s, x) ùîäî x. Ì. Â. Àçáåë¹âèì îòðèìàíi
äåÿêi òåîðåìè ïðî iíòåãðàëüíi íåðiâíîñòi, â óìîâàõ ÿêèõ çàìiñòü
ìîíîòîííîñòi k (t, s, x) çà x âèêîðèñòàíà ñëàáêiøà L1 (L2)-óìîâà
Àçáåë¹âà (äèâ., íàïð., [5]), ÿêó äåêîëè íàçèâàþòü W -óìîâîþ
Âàëüòåðà (äèâ. áiáëiîãðàôiþ â [57]). Iíøèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè
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òåîðåì ïðî äâîñòîðîííi îïåðàòîðíi íåðiâíîñòi âèêîðèñòàíèé â [55-
58]. Äëÿ äâîñòîðîííiõ îöiíîê ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (22.1) ìîæíà
ñêîðèñòàòèñÿ ç âëàñòèâîñòåé îäíîñòîðîííüî¨ i ÷àñòêîâî¨ ëiïøèöi¹âîñòi
îïåðàòîðà ó ïðàâié ÷àñòèíi (22.1), ùî ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðîçâèòîê
âèêîðèñòàíèõ â [5, 57] ïiäõîäiâ ó òåîði¨ îïåðàòîðíèõ òà iíòåãðàëüíèõ
íåðiâíîñòåé ç íåìîíîòîííèìè îïåðàòîðàìè.

Äîöiëüíî ðîçãëÿäàòè äåùî çàãàëüíiøå çà (22.1) ðiâíÿííÿ

x (t) = f (t) +K (t, x) (22.2)

ó ïðîñòîði C (E, [a, b]) íåïåðåðâíèõ ïðè t ∈ [a, b] ôóíêöié
iç çíà÷åííÿìè ó íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Å.
Ââàæàòèìåìî, ùî a, b ∈ RN , a ≤ b, [a, b] = { t| a ≤ t ≤ b}
� âiäðiçîê â N -ìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði RN , ó ÿêîìó
çàïðîâàäæåíî íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü ïðèðîäíèì ñïîñîáîì, òîáòî,
íåðiâíiñòü a ≤ b îçíà÷à¹, ùî a = {a1, . . . , aN}, b = {b1, . . . , bN},
−∞ < ai ≤ bi < ∞

(
i = 1, N

)
. Áóäåìî ââàæàòè, ùî Å �

ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíî çà äîïîìîãîþ òiëåñíîãî êîíóñà K0.
Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ y ≤ z ïðè z−y ∈ K0 òà y << z ïðè
z− y ∈ intK0, äå intK0 � ñóêóïíiñòü âíóòðiøíiõ åëåìåíòiâ êîíóñà K0.
Â RN ñòðîãó íåðiâíiñòü y < z áóäåìî ðîçóìiòè ÿê ñóêóïíiñòü ñòðîãèõ
íåðiâíîñòåé ai < bi

(
i = 1, N

)
.

Ââàæàòèìåìî K (t, x) îïåðàòîðîì Âîëüòåððà, òîáòî òàêèì, ùî
äëÿ âñÿêîãî t ∈ [a, b] , x = x(t) ∈ C(E, [a, b]) êîæíié ôóíêöi¨
x = x(t) ∈ C(E, [a, b]) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ, ùî ïðèéìà¹
çíà÷åííÿ ç E i ìà¹ òó âëàñòèâiñòü, ùî ïðè xi = xi(t, s) ∈ C(E, [a, b])
(i = 1, 2) ç ðiâíîñòi x1 (s) = x2 (s) äëÿ s ∈ [a, b] âèïëèâà¹, ùî
K (t, x1) = K (t, x2) (äèâ., íàïð., [6]).

Êðiì òîãî, ïðèéìåìî, ùî K (t, x) ¹ Va-îïåðàòîðîì, òîáòî, ùî
lim

t→a+0
K (t, x) = K (a, x) = θ (x ∈ E), θ � íóëüîâèé åëåìåíò â

Å. Ïîíÿòòÿ Va-îïåðàòîðà çàïðîâàäæåíî â [58] (äèâ. òàêîæ [57]) çà
iíiöiàòèâîþ Ì. Ñ. Êóðïåëÿ. Îïåðàòîðàìè Âîëüòåððà i Va-îïåðàòîðàìè
¹, íàïðèêëàä, îïåðàòîðè

K (t, x) =

t∫
a

k1 (t, s, x (s)) ds, (22.3)
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K (t, x) =

t∫
a

k1 (t, s, x (s) , x (τ1 (s))) ds, (22.4)

K (t, x) =
t∫
a
k3(t, s, x (s) , x (τ1 (s)) ,

s∫
a
k2 (s, ξ, x (ξ) , x (τ2 (ξ)) dξ))ds

(22.5)

ïðè τ1 (t) = t − ∆1 (t), τ2 (t) = t − ∆2 (t), ∆1 (t) ≥ θN ,
∆2 (t) ≥ θN , äå θN � íóëüîâèé âåêòîð â RN , ÿêùî ¹ íåïåðåðâíèìè
çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ ôóíêöi¨ k, k1, k2, k3, τ1, τ2, i k, k1, k2, k3

ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ iç Å.
Íåõàé çàäàíi òàêi íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ îïåðàòîðè

Âîëüòåððà i Va-îïåðàòîðè T1 (t, y, z) , T2 (t, y, z) : [a, b] × E × E → E,
äëÿ ÿêèõ ïðè t ∈ [a, b], x ∈ E áóäåìî ìàòè

T1 (t, x, x) ≤ K (t, x) ≤ T2 (t, x, x) . (22.6)

Ïîñòóëþ¹ìî òàêi ïðèïóùåííÿ.
Óìîâà À. Çàäàíi íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ îïåðàòîðè

Âîëüòåððà i Va-îïåðàòîðè Ai (t, z, y)w, Bi (t, z, y)w (i = 1, 2),
ëiíiéíi íåïåðåðâíi äîäàòíi ÿê îïåðàòîðè ùîäî w, íåñïàäíi ùîäî z,
íåçðîñòàþ÷i ùîäî y, äëÿ ÿêèõ ç íåðiâíîñòåé y ≤ z âèïëèâàþòü
íåðiâíîñòi

−A1 (t, z, y) (z − y) ≤ T1 (t, z, x)− T1 (t, y, x) ,

−A2 (t, z, y) (z − y) ≤ T2 (t, z, x)− T2 (t, y, x) ,

T1 (t, x, z)− T1 (t, x, y) ≤ B1 (t, z, y) (z − y) ,

T2 (t, x, z)− T2 (t, x, y) ≤ B2 (t, z, y) (z − y)

ïðè t ∈ [a, b], x, y, z ∈ E.
Òåîðåìà 22.1. Íåõàé: 1) ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà À; 2) ôóíêöiÿ

f (t) ∈ C (E, [a, b]) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

f1 (t) ≤ f (t) ≤ f2 (t) (t ∈ [a, b]) (22.7)
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ç ôóíêöiÿìè f1 (t) , f2 (t) ∈ C (E, [a, b]); 3) çàäàíi ôóíêöi¨ p (t) , q (t) ∈
C (E, [a, b]), äëÿ ÿêèõ ïðè t ∈ [a, b] ïðàâäèâi íåðiâíîñòi

p (t) << f1 (t) + T1 (t, p, q)− (A1 (t, q, p) +B1 (t, q, p)) (q − p),
q (t) >> f2 (t) + T2 (t, q, p) + (A2 (t, q, p) +B2 (t, q, p)) (q − p).

(22.8)

Òîäi äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) ∈ C (E, [a, b]) ðiâíÿííÿ (22.2) íà [a, b]
ìàþòü ìiñöå îöiíêè

p (t) << x∗ (t) << q (t) . (22.9)

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D ìíîæèíó òî÷îê ç (a; b], ó ÿêèõ çà
ïðèïóùåííÿì îöiíêè (22.9) íå ìàþòü ìiñöÿ. Âiääàëü

d = ρ (a,D) = inf
t∈D

ρ (a, t) , (22.10)

äå ρ (a, t) � âiääàëü ìiæ òî÷êàìè a i t â N -ìiðíîìó âåêòîðíîìó
ïðîñòîði RN , çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü d > 0. Öå âèïëèâà¹ ç
íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié p (t), q (t), x∗ (t) é óìîâè À òà ç òîãî, ùî äëÿ
t = a çàâäÿêè (22.8) áóäåìî ìàòè

p (a) << f1 (a) + T1 (a, p, q)− (A1 (a, q, p) +B1 (a, q, p)) (q − p) =
= f1 (a) ≤ f (a) = x∗ (a) ≤ f2 (a) =

= f2 (a) + T2 (a, q, p)− (A2 (a, q, p) +B2 (a, q, p)) (q − p) << q (a) .

Íåõàé t1 ∈ [a, b] � òàêà òî÷êà, ùî ïðè t = t1 ðiâíiñòü
(22.10) äîñÿãà¹òüñÿ, òîáòî ρ (a, t1) = d > 0. ßêùî òàêèõ òî÷îê,
ó ÿêèõ äîñÿãà¹òüñÿ ðiâíiñòü (22.10), ¹ êiëüêà, òî çà t1 âiçüìåìî
ÿêó-íåáóäü ç íèõ. Çðîçóìiëî, ùî t1 ∈ D, áî iíàêøå áóëî á
p (t1) << x∗ (t1) << q (t1) i çà íåïåðåðâíiñòþ çíàéøîâñÿ á îêië òî÷êè
t1, ó ÿêîìó p (t) << x∗ (t) << q (t). Òîìó ïðè t = t1 íå ìîãëà á
ñïðàâäæóâàòèñÿ ðiâíiñòü ρ (a,D) = ρ (a, t1). Òàêèì ÷èíîì, ïðè t = t1
ïîðóøåíå áîäàé îäíå iç ñïiââiäíîøåíü (22.9) i çàìiñòü íèõ ìà¹ìî ëèøå
ñïiââiäíîøåííÿ

p (t1) ≤ x∗ (t1) ≤ q (t1) , (22.11)

îñêiëüêè ç íåïåðåðâíîñòi p (t), q (t), x∗ (t) äëÿ t = t1 âèïëèâà¹

p (t1) = lim
t→t1−0

p (t) ≤ lim
t→t1−0

x∗ (t) ≤ lim
t→t1−0

q (t) = q (t1) .
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Çàâäÿêè (22.2), (22.6), (22.8) òà ùîéíî îòðèìàíèì ñïiââiäíîøåííÿì
îäåðæó¹ìî

p (t1) << f1 (t1) + T1 (t1, p, q)− (A1 (t1, q, p) +B1 (t, q, p)) (q − p) ≤
≤ f1 (t1) + T1 (t1, p, q) ≤ f1 (t1) +K (t1, x∗) ≤ f2 (t1) + T2 (t1, q, p) ≤
≤ f2 (t1) + T2 (t1, q, p) + (A2 (t1, q, p) +B2 (t1, q, p)) (q − p) << q (t1) ,

áî ç âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðiâ Ai, Bi (i = 1, 2) i çðîáëåíîãî
ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹, ùî (A1 (t1, q, p) +B1 (t1, q, p)) (q − p) ≥ θ,
(A2 (t1, q, p) +B2 (t1, q, p)) (q − p) ≥ θ, äå θ � íóëüîâèé åëåìåíò â
E. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü ç ïðèïóùåííÿì îçíà÷à¹, ùî òåîðåìó
äîâåäåíî.

Íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî äåÿêi ïðèïóùåííÿ, ÿêi çðó÷íî
ñôîðìóëþâàòè ÿê îêðåìi óìîâè.

Óìîâà Á. Íåõàé çàäàíi ïîñëiäîâíîñòi {yn (t)}, {zn (t)} íåïåðåðâíèõ
ïðè t ∈ [a, b] ôóíêöié iç çíà÷åííÿìè â Å, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ
ïðèïóùåííÿ ïðî ¨õ ìîíîòîííiñòü: yn (t) ≤ yn+1 (t) òà zn+1 (t) ≥
zn (t) äëÿ n = 0, 1, . . . i t ∈ [a, b] òà ïðèïóùåííÿ ïðî ¨õ îáìåæåíiñòü:
yn (t) ≤ ȳ (t), zn (t) ≥ z̄ (t) äëÿ n = 0, 1, . . . i t ∈ [a, b], äå ȳ (t), z̄ (t)
� çàäàíi ôóíêöi¨ iç C (E, [a, b]). Òîäi ïîñëiäîâíîñòi {un (t)}, {vn (t)},
óòâîðåíi çà ôîðìóëàìè

un (t) = f1 (t) + T1 (t, yn, zn)− (A1 (t, zn, yn) +B1 (t, zn, yn)) (zn − yn) ,
vn (t) = f2 (t) + T2 (t, zn, yn) + (A2 (t, zn, yn) +B2 (t, zn, yn)) (zn − yn) ,

êîìïàêòíi â C (E, [a, b]).
Óìîâà Â. ßêùî y, z ∈ E, t ∈ [a, b], òî

T1 (t, y, z) ≤ T2 (t, y, z) . (22.12)

Óìîâà Á ñïðàâäæó¹òüñÿ, ÿêùî T1, T2, A1, A2, B1, B2 ¹
iíòåãðàëüíèìè îïåðàòîðàìè. Íàïðèêëàä, ÿêùî T1, T2 ñïiâïàäàþòü
ç îïåðàòîðàìè K (t, x) âèãëÿäó (22.3), (22.4) àáî (22.5), ïðè÷îìó
ôóíêöi¨ ki (i = 1, 2, 3) íå ñïàäàþòü ùîäî x i íåïåðåðâíi çà
ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ. Â òàêîìó ðàçi îïåðàòîðè Ai, Bi (i = 1, 2) ¹
íóëüîâèìè îïåðàòîðàìè. Äîâåäåííÿ öüîãî ìîæíà çíàéòè â [57].
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Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

y (t) = f1 (t) + T1 (t, y, z)− (A1 (t, z, y) +B1 (t, z, y)) (z − y) ,
z (t) = f2 (t) + T2 (t, z, y) + (A2 (t, z, y) +B2 (t, z, y)) (z − y) .

(22.13)

Ëåìà 22.1. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À�Â i ôóíêöi¨
p (t) , q (t) ∈ C (E, [a, b]) ïðè t ∈ [a, b] çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi
(22.8). Íåõàé, êðiì òîãî, ïðè t ∈ [a, b], y, z ∈ E ïðàâäèâi íåðiâíîñòi

A1 (t, z, y) ≤ A2 (t, z, y) , B1 (t, z, y) ≤ B2 (t, z, y) .

Òîäi ñèñòåìà (22.13) ìà¹ êðàéíié â C (E, [a, b]) ðîçâ'ÿçîê
(y∗ (t) , z∗ (t)).

Äîâåäåííÿ. Ç (22.8) çà äîïîìîãîþ ñõîæèõ äî âèêîðèñòàíèõ äëÿ
äîâåäåííÿ òåîðåìè 22.1 ìiðêóâàíü ìîæíà çíàéòè, ùî p (t) << q (t)
äëÿ t ∈ [a, b]. Öå äà¹ çìîãó, çàñòîñîâóþ÷è ïðèíöèï iíäóêöi¨,
äîâåñòè îáìåæåíiñòü i ìîíîòîííiñòü ïîñëiäîâíîñòåé {yn (t)}, {zn (t)},
ïîáóäîâàíèõ çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó

y0 (t) = p (t) , z0 (t) = q (t) , (22.14)

yn+1 (t) = f1 (t) + T1 (t, yn, zn)−
− (A1 (t, zn, yn) +B1 (t, zn, yn)) (zn − yn) ,
zn+1 (t) = f2 (t) + T2 (t, zn, yn) +
+ (A2 (t, zn, yn) +B2 (t, zn, yn)) (zn − yn) .

(22.15)

ßê i ïðè äîâåäåííi íåðiâíîñòåé (22.9) ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

y0 (t) << y1 (t) ≤ . . . ≤ yn (t) ≤ yn+1 (t) ≤
≤ zn+1 (t) ≤ zn (t) ≤ . . . ≤ z1 (t) << z0 (t) .

(22.16)

Ç óìîâè Á âèïëèâà¹, ùî öi ïîñëiäîâíîñòi êîìïàêòíi â
C (E, [a, b]). Öå äà¹ ïiäñòàâó äëÿ âèñíîâêó ïðî iñíóâàííÿ ãðàíèöü
y∗ (t) , z∗ (t) ∈ C (E, [a, b]) âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòåé {yn (t)}, {zn (t)}.
Î÷åâèäíî, ùî (y∗ (t) , z∗ (t)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì â C (E, [a, b]) × C (E, [a, b])
ñèñòåìè (22.13). Ç (22.16) âèïëèâà¹ òàêîæ íåðiâíiñòü y∗ (t) ≤ z∗ (t)
äëÿ t ∈ [a, b]. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî (y∗ (t) , z∗ (t)) ¹ êðàéíiì íà âiäðiçêó
[p (t) , q (t)] ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (22.13). Ñïðàâäi. ßêùî (y (t) , z (t))−
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ÿêèé-íåáóäü ðîçâ'ÿçîê â C (E, [a, b]) × C (E, [a, b]) öi¹¨ ñèñòåìè i
y (t) , z (t) ∈ [p (t) , q (t)], òî ìîæíà ïiäòâåðäèòè ñïiââiäíîøåííÿ

yn (t) ≤ y (t) ≤ zn (t) ,
yn (t) ≤ z (t) ≤ zn (t) (t ∈ [a, b] , n = 0, 1, . . .).

(22.17)

Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ç óìîâè À, (22.8) i (22.14)
îòðèìà¹ìî

y0 (t) << y1 (t) ≤ y (t) ≤ z1 (t) << z0 (t) ,
y0 (t) << y1 (t) ≤ z (t) ≤ z1 (t) << z0 (t) .

Ïðèïóñòèâøè, ùî
yn−1 (t) ≤ yn (t) ≤ y (t) ≤ zn (t) ≤ zn−1 (t) ,
yn−1 (t) ≤ yn (t) ≤ z (t) ≤ zn (t) ≤ zn−1 (t) ,

çíàõîäèìî
yn+1 (t)− yn (t) = f1 (t) + T1 (t, yn, zn)− (A1 (t, zn, yn) +
+B1 (t, zn, yn)) (zn − yn)− f1 (t)− T1 (t, yn−1, zn−1) +

+ (A1 (t, zn−1, yn−1) +B1 (t, zn−1, yn−1)) (zn−1 − yn−1) ≥
≥ (A1 (t, zn−1, yn−1) +B1 (t, zn−1, yn−1)) (zn−1 − yn−1)−

−(A1 (t, zn, yn) +B1 (t, zn, yn)) (zn − yn)−
−A1 (t, yn, yn−1) (yn − yn−1)−B1 (t, zn−1, zn) (zn−1 − zn) ≥

≥ A1 (t, zn−1, yn−1) (zn−1 − zn) +B1 (t, zn−1, yn−1) (yn − yn−1) ≥ θ,

zn (t)− zn+1 (t) = f2 (t) + T2 (t, zn−1, yn−1) +
+ (A2 (t, zn−1, yn−1) +B2 (t, zn−1, yn−1)) (zn−1 − yn−1)− f2 (t)−

−T2 (t, zn, yn)− (A2 (t, zn, yn) +B2 (t, zn, yn)) (zn − yn) ≥
≥ (A2 (t, zn−1, yn−1) +B2 (t, zn−1, yn−1)) (zn−1 − yn−1)−

− (A2 (t, zn, yn) +B2 (t, zn, yn)) (zn − yn)−
−A2 (t, zn−1, zn) (zn−1 − zn) +B2 (t, yn, yn−1) (yn − yn−1) ≥

≥ A2 (t, zn−1, yn−1) (yn − yn−1) +B2 (t, zn−1, yn−1) (zn−1 − zn) ≥ θ,

y (t)− yn+1 (t) = f1 (t) + T1 (t, y, z)− (A1 (t, z, y) +
+B1 (t, z, y)) (z − y)− f1 (t)− T1 (t, yn, zn) +
+ (A1 (t, zn, yn) +B1 (t, zn, yn)) (zn − yn) ≥
≥ (A1 (t, zn, yn) +B1 (t, zn, yn)) (zn − yn)−

− (A1 (t, z, y) +B1 (t, z, y)) (z − y)−
−A1 (t, y, yn) (y − yn)−B1 (t, zn, z) (zn − z) ≥

≥ A1 (t, zn, yn) (zn − z) +B1 (t, zn, yn) (y − yn) ≥ θ,
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zn+1 (t)− y (t) = f2 (t) + T2 (t, zn, yn) +
+ (A2 (t, zn, yn) +B2 (t, zn, yn)) (zn − yn)− f1 (t)−
−T1 (t, z, y)− (A1 (t, z, y) +B1 (t, z, y)) (z − y) ≥
≥ (A2 (t, zn, yn) +B2 (t, zn, yn)) (zn − yn)−

− (A2 (t, z, y) +B2 (t, z, y)) (z − y)−
−A2 (t, zn, z) (zn − z)−B2 (t, y, yn) (y − yn) ≥

≥ A2 (t, zn, yn) (yn − y) +B2 (t, zn, yn) (zn − z) ≥ θ.

Îòæå, yn (t) ≤ yn+1 (t) ≤ y (t) ≤ zn+1 (t) ≤ zn (t). Ïîäiáíèì ñïîñîáîì
îòðèìóþòüñÿ äëÿ t ∈ [a, b] íåðiâíîñòi

yn (t) ≤ yn+1 (t) ≤ z (t) ≤ zn+1 (t) ≤ zn (t) .

Öèì ç ïîêëèêàííÿì íà ïðèíöèï iíäóêöi¨ ïiäòâåðäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi
(22.17), à îòæå, é íåðiâíîñòi

y∗ (t) ≤ y (t) ≤ z∗ (t) , y∗ (t) ≤ z (t) ≤ z∗ (t) ,

êîòði é îçíà÷àþòü, ùî (y∗ (t) , z∗ (t)) ¹ êðàéíiì íà âiäðiçêó
[p (t) , q (t)] ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (22.13). Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
(y∗ (t) , z∗ (t)) ¹ êðàéíiì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè â óñüîìó ïðîñòîði
C (E, [a, b]). Äëÿ öüîãî äîñèòü çâåðíóòè óâàãó íà òå, ùî äëÿ âñÿêîãî
ðîçâ'ÿçêó (y (t) , z (t)) ñèñòåìè (22.13) iç ñïiââiäíîøåíü y (t) , z (t) ∈
C (E, [a, b]) ìîæíà îòðèìàòè çàâäÿêè (22.8) òà óìîâàì À òà Â, ùî
y (t) , z (t) ∈ [p (t) , q (t)]. Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 22.2. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À�Â. Çíàéäåòüñÿ
òàêèé N -ìiðíèé âåêòîð b1 ∈ (a; b], (òîáòî, a < b1 ≤ b), ùî â
C (E, [a, b1]) iñíó¹ êðàéíié ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (22.13).

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöi¨ p (t), q (t), îçíà÷åíi çà ôîðìóëàìè

p (t) = f1 (t)− w0, q (t) = f2 (t) + w0 (22.18)

ç áóäü-ÿêèìè âíóòðiøíiì åëåìåíòîì w0êîíóñà K0 çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíîñòi (22.8) ïðèíàéìíi ïðè t = a. Çà íåïåðåðâíiñòþ çíàéäåòüñÿ
b1 > a, ïðè ÿêîìó ìàòèìåìî íåðiâíîñòi (22.8) äëÿ t ∈ [a, b1]. Íà [a, b1]
ìîæíà çàñòîñóâàòè ëåìó 22.1. Òîìó äîâåäåííÿ ëåìè 22.2 çàâåðøåíå.

Ïåðåõîäÿ÷è äî íåñòðîãèõ íåðiâíîñòåé çàçíà÷èìî, ùî â óìîâàõ
òåîðåìè 22.1 çàìiíà ñòðîãèõ íåðiâíîñòåé â (22.8) íà íåñòðîãi íåðiâíîñòi
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íå äà¹ çìîãè áåç äîäàòêîâèõ ïðèïóùåíü ïåðåéòè âiä ñòðîãèõ îöiíîê
(22.9) äî íåñòðîãèõ îöiíîê p (t) ≤ x∗(t) ≤ q (t).

Ëåìà 22.3. Íåõàé: 1) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À�Â; 2) ïðè t ∈
[a, b], y, z ∈ E ìà¹ìî A1 (t, y, z) ≤ A2 (t, y, z), B1 (t, y, z) ≤ B2 (t, y, z);
3) çàäàíi ôóíêöi¨ u (t) , v (t) ∈ C (E, [a, b]), äëÿ ÿêèõ ïðè t ∈ [a, b]
ìà¹ìî

u (t) ≤ f1 (t) + T1 (t, u, v)−
− (A1 (t, v, u) +B1 (t, v, u)) (v − u) ,
v (t) ≥ f2 (t) + T2 (t, v, u) +
+ (A2 (t, v, u) +B2 (t, v, u)) (v − u) .

(22.19)

Òîäi iñíó¹ b0 ∈ (a; b], äëÿ ÿêîãî ïðè t ∈ [a, b0] iñíó¹ òàêèé ðîçâ'ÿçîê
(ȳ (t) , z̄ (t)), ùî ȳ (t) , z̄ (t) ∈ C (E, [a, b0]) i ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

u (t) ≤ ȳ (t) , v (t) ≥ z̄ (t) (t ∈ [a, b0]) . (22.20)

Äîâåäåííÿ. Îçíà÷èìî p (t), q (t) çà ôîðìóëàìè (22.18), çàñòåðiãøè
âèáið w0 òàêèì ÷èíîì, ùîá

p (a) << u (a) << q (a) , p (a) << v (a) << q (a) . (22.21)

Çà íåïåðåðâíiñòþ çíàéäåòüñÿ b0 ∈ (a; b] òàêå, ùî ïðè t ∈ [a, b0]
ìàòèìåìî

p (t) << u (t) << q (t) , p (t) << v (t) << q (t) . (22.22)

Çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨ ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ïîñëiäîâíîñòi {un (t)},
{vn (t)}, ïîáóäîâàíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

u0 (t) = u (t) , v0 (t) = v (t) , (22.23)

un+1 = f1 (t) + T1 (t, un, vn)−
− (A1 (t, vn, un) +B1 (t, vn, un)) (vn − un) ,
vn+1 = f2 (t) + T2 (t, vn, un) +
+ (A2 (t, vn, un) +B2 (t, vn, un)) (vn − un)

(22.24)

çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

p (t) << u0 (t) ≤ u1 (t) ≤ . . . ≤ un (t) ≤ un+1 (t) << q (t) ,
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p (t) << vn+1 (t) ≤ vn (t) ≤ . . . ≤ v1 (t) ≤ v0 (t) << q (t)

ïðè t ∈ [a, b0]. Òîìó iñíóþòü ãðàíèöi ȳ (t), z̄ (t) âiäïîâiäíî
ïîñëiäîâíîñòåé {un (t)}, {vn (t)}. Çàâäÿêè óìîâi À öi ïîñëiäîâíîñòi
êîìïàêòíi â C (E, [a, b0]) i, îòæå, ȳ (t) , z̄ (t) ∈ C (E, [a, b0]). Îñêiëüêè
î÷åâèäíî, ùî (ȳ (t) , z̄ (t)) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (22.13), òî ç ìîíîòîííî¨
çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé {un (t)}, {vn (t)} âèïëèâàþòü îöiíêè (22.20).
Öå îçíà÷à¹, ùî ëåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 22.2. Íåõàé: 1) ïðè t ∈ [a, b], x ∈ E cïðàâäæóþòüñÿ
íåðiâíîñòi (22.6); 2) âèêîíàíi óìîâè À�Â; 3) ïðè t ∈ [a, b] ôóíêöi¨
u (t) , v (t) ∈ C (E, [a, b]) çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (22.19); 4)
ñèñòåìà (22.13) ìîæå ìàòè â C (E, [a, b]) íå áiëüøå ÿê îäèí
ðîçâ'ÿçîê. Òîäi çíàéäåòüñÿ òàêå b0 ∈ (a; b], ùî äëÿ âñÿêîãî
íåïåðåðâíîãî íà [a, b], ÷è áîäàé íà [a, b0] ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) ðiâíÿííÿ
(22.2) ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

u (t) ≤ x∗ (t) ≤ v (t) (22.25)

ïðè (t ∈ [a, b0]).
Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî p (t), q (t) òàê ñàìî ÿê i ïðè äîâåäåííi

ëåìè 22.2, ñêîðèñòàâøèñü ç ôîðìóë (22.18). Çà ëåìîþ 22.3 iñíó¹
b0 ∈ (a; b] òàêå, ùî ïðè t ∈ [a, b0] ïðàâäèâi îöiíêè (22.20). ßêùî
x∗ (t) ∈ C (E, [a, b]) � ÿêèéñü ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (22.2), òî ïðèéìåìî
gn = gn (t), hn = hn (t),

g0 (t) = h0 (t) = x∗ (t) , (22.26)

gn+1 = f1 (t) + T1 (t, gn, hn)−
− (A1 (t, hn, gn) +B1 (t, hn, gn)) (hn − gn) ,
hn+1 = f2 (t) + T2 (t, hn, gn) +
+ (A2 (t, hn, gn) +B2 (t, hn, gn)) (hn − gn) .

(22.27)

Ïîñëóãîâóþ÷èñü ïðèíöèïîì iíäóêöi¨, ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ t ∈
[a, b0] áóäåìî ìàòè

p (t) << h0 (t) ≤ h1 (t) ≤ . . . ≤ hn (t) ≤ hn+1 (t) << q (t) ,

p (t) << gn+1 (t) ≤ gn (t) ≤ . . . ≤ g1 (t) ≤ g0 (t) << q (t) .



227

Îïèðàþ÷èñü íà öi ñïiââiäíîøåííÿ i íà óìîâó Á, ìîæåìî
ñòâåðäæóâàòè, ùî ìîíîòîííi i îáìåæåíi ïîñëiäîâíîñòi {yn (t)},
{zn (t)} ìàþòü âiäïîâiäíî ãðàíèöi y∗ (t) , z∗ (t) ∈ C (E, [a, b0]) i
ùî (y∗ (t) , z∗ (t)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (22.13). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
ñèñòåìè (22.13) i ëåìà 22.3 äàþòü çìîãó îòîòîæíèòè y∗ (t) = ȳ (t),
z∗ (t) = z̄ (t) äëÿ t ∈ [a, b0] i, ìàþ÷è íà óâàçi òàêîæ ðiâíîñòi
(22.26), (22.27), ââàæàòè äîâåäåíèìè íåðiâíîñòi (22.25). Öå îçíà÷à¹,
ùî òåîðåìó äîâåäåíî.

Áóäåìî çàäëÿ ñïðîùåíü ââàæàòè, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (22.6) ¹
ðiâíîñòÿìè, ó ÿêèõ îáèäâà îïåðàòîðè T1 (t, y, z), T2 (t, y, z) òîòîæíî
ñïiâïàäàþòü, òîáòî, ââàæàòèìåìî çàäàíèì îïåðàòîð T (t, y, z), ÿêèé
¹ îïåðàòîðîì Âîëüòåððà i Va-îïåðàòîðîì i äëÿ ÿêîãî ïðè t ∈ [a, b],
x ∈ E ìà¹ìî

T (t, x, x) = K (t, x) . (22.28)

Óìîâó À äëÿ öüîãî âèïàäêó ïîäàìî ó òàêîìó âèãëÿäi.
Óìîâà À0. Çàäàíi íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ

îïåðàòîðè Âîëüòåððà i Va-îïåðàòîðè A (t, z, y)w, B (t, z, y)w,
ëiíiéíi íåïåðåðâíi äîäàòíi ÿê îïåðàòîðè ùîäî w, íåñïàäíi ùîäî
z, íåçðîñòàþ÷i ùîäî y, äëÿ ÿêèõ ç íåðiâíîñòi y ≤ z âèïëèâàþòü
íåðiâíîñòi

−A (t, z, y) (z − y) ≤ T (t, z, x)− T (t, y, x) ,
T (t, x, z)− T (t, x, y) ≤ B (t, z, y) (z − y)

ïðè t ∈ [a, b], x, y, z ∈ E.
Çà öi¹¨ ñèòóàöi¨ ç òåîðåìè 22.1 îòðèìó¹ìî ÷àñòêîâèé ¨¨ âèïàäîê.
Íàñëiäîê 22.1. Íåõàé: 1) ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà À0 i

f (t) ∈ C (E, [a, b]); 2) ôóíêöi¨ p (t) , q (t) ∈ C (E, [a, b]), ïðè t ∈ [a, b]
çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

p (t) << f (t) + T (t, q, p)− (A (t, q, p) +B (t, q, p)) (q − p) ,
q (t) >> f (t) + T (t, p, q) + (A (t, q, p) +B (t, q, p)) (q − p) .

Òîäi äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) ∈ C (E, [a, b]) ðiâíÿííÿ (22.2) ìàþòü
ìiñöå îöiíêè (22.9) ïðè t ∈ [a, b].

Iç òåîðåìè 22.2 ìàòèìåìî òàêîæ òàêèé ðåçóëüòàò.
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Íàñëiäîê 22.2. Íåõàé: 1) ïðè t ∈ [a, b], x ∈ E ïðàâäèâà ðiâíiñòü
(22.28); 2) ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà À0 òà óìîâè Á, Â ç îïåðàòîðàìè

T1 (t, y, z) = T2 (t, y, z) = T (t, y, z) , (22.29)

A1 (t, y, z) = A2 (t, y, z) = A (t, y, z) ,
B1 (t, y, z) = B2 (t, y, z) = B (t, y, z) ;

(22.30)

3) ïðè t ∈ [a, b] ôóíêöi¨ u (t) , v (t) ∈ C (E, [a, b]) çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ

u (t) ≤ f (t) + T (t, u, v)− (A (t, v, u) +B (t, v, u)) (v − u) ,
v (t) ≥ f (t) + T (t, v, u) + (A (t, v, u) +B (t, v, u)) (v − u) ;

4) ñèñòåìà

y (t) = f (t) + T (t, y, z)− (A (t, z, y) +B (t, z, y)) (z − y) ,
z (t) = f (t) + T (t, z, y) + (A (t, z, y) +B (t, z, y)) (z − y) ;

(22.31)

ìà¹ íå áiëüøå ÿê îäèí ðîçâ'ÿçîê ç íåïåðåðâíèìè íà [a, b]
êîìïîíåíòàìè. Òîäi çíàéäåòüñÿ b0 ∈ (a; b] òàêå, ùî íà [a, b0] iñíó¹
¹äèíèé â C (E, [a, b0]) ðîçâ'ÿçîê x∗ (t) ðiâíÿííÿ (22.2) i äëÿ íüîãî
ìàþòü ìiñöå îöiíêè (22.25) ïðè t ∈ [a, b0].

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü çàçíà÷èòè, ùî çãiäíî ç ëåìîþ 22.3 âèõîäèòü,
ùî íà [a, b0] áóäåìî ìàòè ȳ (t) = z̄ (t) = x∗ (t), òîáòî, ùî ðîçâ'ÿçîê
x∗ (t) ∈ C (E, [a, b0]) iñíó¹ i ¹äèíèé äëÿ t ∈ [a, b0]. Òîìó ç (22.20)
âèïëèâàþòü îöiíêè (22.25) i íàñëiäîê äîâåäåíî.

Â óìîâàõ òåîðåìè 22.2 i íàñëiäêó 22.2 ôiãóðó¹ âèìîãà, ùîá
ñèñòåìà (22.13) òà ñèñòåìà (22.31) áóëè îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíèìè.
Îäíèì ç íàéïðîñòiøèõ ñïîñîáiâ çàáåçïå÷èòè ïðàâäèâiñòü öi¹¨ âèìîãè ¹
ïðèïóùåííÿ ïðî ëiïøèöi¹âiñòü âiäïîâiäíî îïåðàòîðiâ T1, T2 òà T ùîäî
y i ùîäî z. Òî÷íiøå, öå îçíà÷à¹, íàïðèêëàä, ùî äî óìîâ íàñëiäêó 22.2
äîöiëüíî ïðè¹äíàòè ùå îäíó óìîâó.

Òåîðåìà 22.3. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1)�3) íàñëiäêó 22.2
i ïðè öüîìó îïåðàòîðè A (t, y, z)w, B (t, y, z)w ¹ ïîñòiéíèìè ùîäî y,
z îïåðàòîðàìè, òîáòî A (t, y, z)w = A (t)w, B (t, y, z)w = B (t)w.
Íåõàé, êðiì òîãî, çàäàíi íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ
ëiíiéíi äîäàòíi ùîäî w îïåðàòîðè α (t, y, z)w, β (t, y, z)w, ÿêi ¹
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îïåðàòîðàìè Âîëüòåððà i Va-îïåðàòîðàìè i äëÿ ÿêèõ ïðè t ∈ [a, b],
x, y, z ∈ E ìà¹ìî

T (t, z, x)− T (t, y, x) ≤ (−A (t) + α (t, z, y)) (z − y) ,
(B (t) + β (t, z, y)) (z − y) ≤ T (t, x, z)− T (t, x, y) .

(22.32)

Òîäi çíàéäåòüñÿ b1 ∈ (a, b], äëÿ ÿêîãî ïðè t ∈ [a, b1] ñïðàâäæóþòüñÿ
òâåðäæåííÿ íàñëiäêó 22.2, òîáòî ïðè t ∈ [a, b1] iñíó¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê x∗ (t) ∈ C (E, [a, b1]) ðiâíÿííÿ (22.2) i äëÿ íüîãî ïðè t ∈
[a, b1] ìàþòü ìiñöå îöiíêè (22.25).

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî ñïî÷àòêó, ùî áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi
äîïóñòèìå îòîòîæíåííÿ b1 = b0, äå b0 îçíà÷åíå ó íàñëiäêó 22.2. Ç
îãëÿäó íà îòðèìàíi ïðè äîâåäåííi ëåìè 22.3 ñïiââiäíîøåííÿõ

un (t) ≤ un+1 (t) , vn (t) ≥ vn+1 (t)

i íà óìîâè òåîðåìè ìîæíà çíàéòè

un+1 (t)− un (t) = T (t, un, vn)− T (t, un−1, vn−1)− (A (t) +B (t))×
× (vn − un) + (A (t) +B (t)) (vn−1 − un−1) ≤ (A (t) +

+β (t, vn, un)) (vn−1 − vn) + (B (t) + α (t, vn, un)) (un − un−1) ,

vn (t)− vn+1 (t) = T (t, vn−1, un−1)− T (t, vn, un) + (A (t) +B (t))×
× (vn−1 − un−1)− (A (t) +B (t)) (vn − un) ≤ (A (t) +

+β (t, vn, un)) (un − un−1) + (B (t) + α (t, vn, un)) (vn−1 − vn) .

Çâiäñè âèäíî, ùî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü ñèñòåìè (22.31) i çáiæíiñòü
äî ¹äèíîãî ¨¨ ðîçâ'ÿçêó (y (t) , z (t)), y (t) = z (t) = x∗ (t) ∈ C (E, [a, b1])
ìîæíà ãàðàíòóâàòè äëÿ t ∈ [a, b1] (b1 ∈ (a, b]) ïðè òàêîìó b1, ùî

‖A (t) +B (t) + α (t, z, y) + β (t, z, y)‖ ≤ ρ < 1

ïðè t ∈ [a, b1], y, z ∈ [u (t) , v (t)]. Òåîðåìó äîâåäåíî.
Çàóâàæèìî, ùî ÿê i ó �12 ç ðåçóëüòàòiâ, íàâåäåíèõ âèùå, ìîæíà

îòðèìàòè íèçêó ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ, êîëè îïåðàòîðè T1 (t, y, z),
T2 (t, y, z), T (t, y, z) íå çàëåæàòü, íàïðèêëàä, âiä îäíîãî ç àðãóìåíòiâ
y àáî z. Äîêëàäíiøi ôîðìóëþâàííÿ îòðèìóâàíèõ äëÿ òàêèõ âèïàäêiâ
ïðèêëàäiâ ïðîïóñêà¹ìî.
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Iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè (22.3)�(22.5), î÷åâèäíî, ¹ îïåðàòîðàìè
Âîëüòåððà i Va-îïåðàòîðàìè. Òîìó äëÿ ðiâíÿííÿ (22.2) ç òàêèìè
îïåðàòîðàìè ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ç íàâåäåíèõ ó ïîïåðåäíié
÷àñòèíi öüîãî ïàðàãðàôó ðåçóëüòàòiâ. Îäíàê öi ðåçóëüòàòè äëÿ
íåñòðîãèõ íåðiâíîñòåé ìàþòü, âçàãàëi êàæó÷è, ëîêàëüíèé õàðàêòåð.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïåöèôiêó iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Âîëüòåððà, öi
ðåçóëüòàòè äëÿ íåñòðîãèõ íåðiâíîñòåé ìîæíà çà ïåâíèõ îáñòàâèí
ïîøèðèòè íà äåÿêèé ìàêñèìàëüíèé ïðîìiæîê [a, b0) ⊂ [a, b] àáî
íà âåñü âiäðiçîê [a, b] ∈ RN . Çàäëÿ êîíêðåòíîñòi äîêëàäíiøå
çóïèíèìîñÿ íà ðiâíÿííi âèãëÿäó (22.1), ÿêå áóäåìî ðîçãëÿäàòè â
êëàñi C (E, [a, b]) íåïåðåðâíèõ ïðè t ∈ [a, b] ôóíêöié iç çíà÷åííÿìè ó
íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Å ç òiëåñíèì êîíóñîì K0.

Íåõàé îïåðàòîðè Ti (t, y, z), Ai (t, y, z)w, Bi (t, y, z)w (i = 1, 2)
ìàþòü âèãëÿä

Ti (t, y, z) =

t∫
a

Ki (t, s, y (s) , z (s)) ds, (22.33)

Ai (t, y, z)w =

t∫
a

ai (t, s, y (s) , z (s))w (s) ds, (22.34)

Bi (t, y, z)w =

t∫
a

bi (t, s, y (s) , z (s))w (s) ds, (22.35)

ïðè÷îìó
K1 (t, s, x, x) ≤ k (t, s, x) ≤ K2 (t, s, x, x) . (22.36)

Óìîâó À, ÿêó äëÿ öüîãî âèïàäêó íàçèâàòèìåìî óìîâîþ AV, ìîæíà
ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿäi.

Óìîâà AV. Çàäàíi íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ
îïåðàòîðè ai (t, s, z, y)w, bi (t, s, z, y)w (i = 1, 2), ëiíiéíi íåïåðåðâíi
äîäàòíi ùîäî w, íåñïàäíi ùîäî z, íåçðîñòàþ÷i ùîäî y, äëÿ ÿêèõ iç
ñïiââiäíîøåíü t, s ∈ [a, b], y, z ∈ E, y ≤ z âèïëèâà¹

−ai (t, s, z, y) (z − y)≤Ki (t, s, z, x)−Ki (t, s, y, x) ,
Ki (t, s, x, z)−Ki (t, s, x, y)≤bi (t, s, z, y) (z−y) (i = 1, 2).

(22.37)
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Äëÿ äàíî¨ ñèòóàöi¨ ïðàâäèâiñòü óìîâè Á ãàðàíòîâàíà ñàìîþ
ïðèðîäîþ iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Âîëüòåððà ó ðiâíÿííi (22.2).
Òî÷íiøå, ïðàâäèâå òâåðäæåííÿ, ÿêå ïîäàìî ó âèãëÿäi îêðåìî¨ ëåìè.

Ëåìà 22.4. Íåõàé çàäàíèé îïåðàòîð
h (t, s, x) : [a, b]× [a, b]× E → E íåïåðåðâíèé çà ñóêóïíiñòþ
àðãóìåíòiâ i íåñïàäíèé ùîäî x. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {yn (t)}
ôóíêöié iç C (E, [a, b]) íå ñïàäà¹ (íå çðîñòà¹) i îáìåæåíà â Å, òîáòî
yn (t) ≤ y (t) (yn (t) ≥ y (t)), äå y (t) ∈ C (E, [a, b]), òî ïîñëiäîâíiñòü
{un (t)}, óòâîðåíà çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

un (t) =

t∫
a

h (t, s, yn (s)) ds,

êîìïàêòíà â C (E, [a, b]).
Äîâåäåííÿ. Äëÿ âèïàäêó N = 1 ëåìó 22.4 äîâåäåíî

Â.À.Áîíäàðåíêîì (äèâ. [57]). Äëÿ N ≥ 1 ëåìó ìîæíà äîâåñòè çà
ñõåìîþ ìiðêóâàíü Â.À.Áîíäàðåíêà, ìàþ÷è íà óâàçi, ùî òî÷êó t1, ó
ÿêié îäåðæó¹òüñÿ ñóïåðå÷íiñòü, âèáèðàþòü òàêèìè ñàìèì ñïîñîáîì,
ÿêèì âèáðàíî òî÷êó t1 ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 22.1. Öèì çàóâàæåííÿì
ùîäî äîâåäåííÿ îáìåæèìîñÿ, îñêiëüêè iíøi éîãî ìiðêóâàííÿ öiëêîì
ïîâòîðþþòü âiäïîâiäíi ìiðêóâàííÿ Â.À.Áîíäàðåíêà.

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ N > 1 ðåçóëüòàò ëåìè ¹ íîâèì.
Ëåìà 22.5. Íåõàé: 1) ïðàâäèâà óìîâà AV; 2) iç ñïiââiäíîøåíü

t, s ∈ [a, b], u ≤ y, t ≥ z, u, v, y, z ∈ E âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ

Ki (t, s, u, v) + (ai (t, s, v, u) + bi (t, s, v, u))u ≤
≤ Ki (t, s, y, z) + (ai (t, s, z, y) + bi (t, s, z, y)) y (i = 1, 2) ,

(22.38)

f1 (t) ≤ f2 (t) , K1 (t, s, y, z) ≤ K2 (t, s, y, z) . (22.39)

Òîäi iñíó¹ òàêå b0 ∈ (a, b], ùî ïðè êîæíîìó b1 ∈ [a, b0) ñèñòåìà
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ðiâíÿíü

y (t) = f1 (t) +
t∫
a
K1 (t, s, y(s), z(s)) ds−

−
t∫
a

(a1 (t,s,z(s),y(s))+b1 (t,s,z(s),y(s))) (z(s)−y(s)) ds,

z (t) = f2 (t) +
t∫
a
K2 (t, s, y(s), z(s)) ds+

+
t∫
a

(a2 (t,s,z(s),y(s))+b2 (t,s,z(s),y(s))) (z(s)−y(s)) ds,

(22.40)

ìà¹ êðàéíié â C (E, [a, b]) ðîçâ'ÿçîê (y∗ (t) , z∗ (t)).
Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî óìîâè ëåìè 25.5 äàþòü

ïiäñòàâó çàñòîñóâàòè ëåìó 22.2. Ñïðàâà çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùîá
âèáðàòè p (t), q (t) çà (22.18) i ïîáóäóâàòè ìîíîòîííi ïîñëiäîâíîñòi
{yn (t)}, {zn (t)} çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

yn+1 (t) = f1 (t) +
t∫
a
K1 (t, s, zn (s) , yn (s)) ds−

−
t∫
a
(a1 (t, s, zn (s) , yn (s))+

+b1 (t, s, zn (s) , yn (s))) (zn (s)− yn (s)) ds,

zn+1 (t) = f2 (t) +
t∫
a
K2 (t, s, zn (s) , yn (s)) ds+

+
t∫
a
(a2 (t, s, zn (s) , yn (s))+

+b2 (t, s, zn (s) , yn (s))) (zn (s)− yn (s)) ds,

(22.41)

y0 (t) = p (t) , z0 (t) = q (t) . (22.42)

ßê i ïðè äîâåäåííi ëåìè 22.1, ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ ó ¨õ
ìîíîòîííîñòi i îáìåæåíîñòi íà äåÿêîìó �ïðîìiæêó� [a, b0] ⊆ [a, b],
ìîæëèâî ìåíøîìó çà [a, b]. Çà ëåìîþ 22.4 âîíè êîìïàêòíi â
C (E, [a, b0]), é òîìó ç íèõ ìîæíà âèäiëèòè çáiæíi ïiäïîñëiäîâíîñòi,
ÿêi íàñïðàâäi ñïiâïàäàþòü iç ñàìèìè öèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè çàâäÿêè
¨õ ìîíîòîííîñòi. Îòæå, iñíóþòü ãðàíèöi y∗ (t) , z∗ (t) ∈ C (E, [a, b0])
âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòåé {yn (t)}, {zn (t)}. Ïðè öüîìó, îñêiëüêè
çãiäíî ç (22.18), (22.42) ìà¹ìî y0 (t) << z0 (t), òî y∗ (t) ≤ z∗ (t).
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Î÷åâèäíî, ùî (y∗ (t) , z∗ (t)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (22.40). ßêùî
(y (t) , z (t)) (y (t) , z (t) ∈ C (E, [a, b0])) ÿêèé-íåáóäü iíøèé ðîçâ'ÿçîê
öi¹¨ ñèñòåìè, òî, ÿê i ïðè äîâåäåííi ëåìè 22.1, ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ ó
íåðiâíîñòÿõ
y∗ (t) ≤ y (t) ≤ z∗ (t) , y∗ (t) ≤ z (t) ≤ z∗ (t) (t ∈ [a, b0]) . (22.43)

Ïðè t ∈ [a, b0] íåðiâíîñòi (22.43) ïðàâäèâi, òîáòî, (y∗ (t) , z∗ (t))
� êðàéíié â C (E, [a, b0]) ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (22.40). Ìîæëèâiñòü
ïðîäîâæåííÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó íà äåÿêèé ìàêñèìàëüíèé �ïðîìiæîê�
[a, b1) àáî íà âåñü ïðîìiæîê [a, b] ìîæíà îáãðóíòóâàòè òðàäèöiéíèì
ñïîñîáîì. Òîìó ââàæà¹ìî ëåìó äîâåäåíîþ.

Òåîðåìà 22.4. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè ëåìè 22.5 i çàäàíi
ôóíêöi¨ u (t) , v (t) ∈ C (E, [a, b]) çàäîâîëüíÿþòü ïðè t ∈ [a, b]
íåðiâíîñòi

u (t) ≤ f1 (t) +
t∫
a
K1 (t, s, u (s) , v (s)) ds−

−
t∫
a

(a1 (t, s, v (s) ,u (s))+b1 (t, s, v (s) ,u (s)))×

× (v (s)−u (s)) ds,

v (t) ≥ f2 (t) +
t∫
a
K2 (t, s, v (s) , u (s)) ds+

+
t∫
a

(a2 (t, s, v (s) ,u (s))+b0 (t, s, v (s) ,u (s)))×

× (v (s)−u (s)) ds.

(22.44)

Íåõàé, êðiì òîãî, ñèñòåìà (22.40) ìîæå ìàòè â
C(E, [a, b])× C(E, [a, b]) íå áiëüøå çà îäèí ðîçâ'ÿçîê. Òîäi äëÿ
âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) ∈ C (E, [a, b]) ðiâíÿííÿ (22.2) ìàþòü ìiñöå
îöiíêè (22.25) ïðè t ∈ [a, b].

Äîâåäåííÿ. ßêùî x∗ (t) ∈ C (E, [a, b]) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (22.2),
òî ìîæíà ïðèéíÿòè

ϕ0 (t) = ψ0 (t) = x∗ (t) ,

ϕn+1 (t) = f1 (t) +
t∫
a
K1 (t, s, ϕn (s) , ψn (s)) ts−

−
t∫
a

(a1 (t, s, ψn (s) , ϕn (s))+b1 (t, s, ψn (s) , ϕn (s))) (ψn (s)−ϕn (s)) ds,
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ψn+1 (t) = f2 (t) +
t∫
a
K2 (t, s, ψn (s) , ϕn (s)) ds+

+
t∫
a

(a2 (t, s, ψn (s) , ϕn (s))+b2 (t, s, ψn (s) , ϕn (s))) (ψn (s)−ϕn (s)) ds.

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïîñëiäîâíîñòi {ϕn (t)}, {ψn (t)} ìîíîòîííi. Ç
iíøîãî áîêó, âèáðàâøè p (t), q (t) çà ôîðìóëàìè (22.18) i ïîâòîðèâøè
ìiðêóâàííÿ iç äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ ëåìè ùîäî ìîíîòîííîñòi
ïîñëiäîâíîñòåé {yn (t)}, {zn (t)}, ïîáóäîâàíèõ çà ôîðìóëàìè (22.41),
(22.42), ìîæíà òàêîæ äîâåñòè íåðiâíîñòi

yn (t) ≤ ϕn (t) ≤ ψn (t) ≤ zn (t) (n = 0, 1, . . .) (22.45)

äëÿ äåÿêîãî �ïðîìiæêó� [a, b0] ⊆ [a, b]. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ t ∈ [a, b0]
íåðiâíîñòi (22.25) äîâåäåíi. Ââàæàþ÷è òåïåð, ùî b0 ≤ b i b0 6= b,
ïîçíà÷èìî ÷åðåç t0 òî÷êó t0 ∈ [a, b], ó ÿêié äîñÿãà¹òüñÿ ðiâíiñòü (22.10),
äå ÷åðåç D ïîçíà÷åíî ìíîæèíó òàêèõ t, ïðè ÿêèõ îöiíêè (22.25) íå
ñïðàâäæóþòüñÿ. Î÷åâèäíî, ùî d ≥ 0 i ùî t0 /∈ D. ßêùî t0 ≤ b i t0 6= b,
òî ïðèéìåìî

α1 (t) = f1 (t) +
t0∫
a
K1 (t, s, y∗ (s) , z∗ (s)) ds−

−
t0∫
a

(a1 (t, s, z∗ (s) , y∗ (s)) + b1 (t, s, z∗ (s) , y∗ (s))) (z∗ (s)− y∗ (s)) ds,

α2 (t) = f2 (t) +
t0∫
a
K2 (t, s, z∗ (s) , y∗ (s)) ds+

+
t0∫
a

(a2 (t, s, z∗ (s) , y∗ (s)) + b2 (t, s, z∗ (s) , y∗ (s))) (z∗ (s)− y∗ (s)) ds.

Ç (22.39), (22.44) âèïëèâà¹

u (t) ≤ α1 (t) +
t∫
t0

K1 (t, s, u (s) , v (s)) ds−

−
t∫
t0

(a1 (t, s, v (s) , u (s)) + b1 (t, s, v (s) , u (s))) (v (s)− u (s)) ds,

v (t) ≥ α2 (t) +
t∫
t0

K2 (t, s, v (s) , u (s)) ds+

+
t∫
t0

(a2 (t, s, v (s) , u (s)) + b2 (t, s, v (s) , u (s))) (v (s)− u (s)) ds
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äëÿ t ∈ [t0, b]. Ïðèéíÿâøè p (t) = α1 (t)−w0, q (t) = α2 (t)+w0, äå w0 -
âíóòðiøíié åëåìåíò êîíóñà K çà äîïîìîãîþ ÿêîãî íàïiâóïîðÿäêîâàíî
ïðîñòið E, ìîæíà ïîâòîðèòè ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ äëÿ [t0, b] i öèì
âèÿâèòè ñóïåðå÷íiñòü ç ïðèïóùåííÿìè ùîäî âèáîðó t0. Öå îçíà÷à¹,
ùî òåîðåìó äîâåäåíî, òîáòî, ùî t0 = b.

ßêùî ai (t, s, z, y), bi (t, s, z, y) (i = 1, 2) ¹ íóëü-îïåðàòîðàìè,
òî ïðè N = 1 íàâåäåíi ó öüîìó ïàðàãðàôi îñíîâíi ðeçóëüòàòè
ñïiâïàäàþòü ç âiäïîâiäíèìè ðåçóëüòàòàìè iç [57] (äèâ. [57, ��9,
19]). Äëÿ N > 1 ðåçóëüòàòè öüîãî ïàðàãðàôó ¹ íîâèìè i ïðè
ai (t, s, z, y) = 0, bi (t, s, z, y) = 0 (i = 1, 2).

Ïðèêëàä 22.1. (äèâ. [57, �25]). Â [5] äîâåäåíî, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü

x (t) =

t∫
0

f (s, x (s)) ds, (22.46)

ÿêó ðîçãëÿäà¹ìî â C (Rn, [0, T ]), äå f = {f1, f2}, x = {x1, x2}
(0 < T <∞),

f1 =
{

0, ÿêùî x2 ≥ 0,−∞ < x1 <∞,
2
√
−x2, ÿêùî x2 < 0,−∞ < x1 <∞,

f2 =
{
−2
√
x1, ÿêùî x1 > 0,−∞ < x2 <∞,

0, ÿêùî x1 ≤ 0,−∞ < x2 <∞

íå ìà¹ íèæíüîãî i âåðõíüîãî ðîçâ'ÿçêiâ. Ïðèéìåìî

F1 (s, u1, u2, v1, v2) =
{

0, ÿêùî v2 ≥ 0,−∞ < u1, u2, v1 <∞,
2
√
−v2, ÿêùî v2 < 0,−∞ < u1, u2, v1 <∞,

F2 (s, u1, u2, v1, v2) =
{
−2
√
v1, ÿêùî v1 > 0,−∞ < u1, u2, v2 <∞,

0, ÿêùî v1 ≤ 0,−∞ < u1, u2, v2 <∞.

Îïåðàòîð
t∫

0

F (s, y (s) , z (s)) ds,
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äå y = {y1, y2}, z = {z1, z2}, F = {F1, F2} ¹ içîòîííèì ùîäî y i
àíòèòîííèì ùîäî z. Ñèñòåìè ðiâíÿíü

y (t) =

t∫
0

F (s, y (s) , z (s)) ds,

z (t) =

t∫
0

F (s, z (s) , y (s)) ds

ìà¹ êðàéíié â C
(
R2, [0, T ]

)
ðîçâ'ÿçîê (y∗ (t) , z∗ (t)) íà áóäü-ÿêîìó

ñåãìåíòi [0, T ] ⊆
[
0, 1

2

√
α
]

(α > 0), îñêiëüêè íà òàêîìó ñåãìåíòi [0, T ]
ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

p (t) <<
t∫
0

F (s, p (s) , q (s)) ds,

q (t) >>
t∫
0

F (s, q (s) , p (s)) ds,

äå p (t) = {−α,−α}, q (t) = {α, α}, à íåðiâíiñòü y (t) << z (t) ðîçóìi¹ìî
ÿê ñèñòåìó íåðiâíîñòåé y1 (t) < z1 (t), y2 (t) < z2 (t) (t ∈ [0, T ]).
Ïðè öüîìó íà [0, T ] ⊆

[
0, 1

2

√
α
]
ïðàâäèâi îöiíêè (22.9) äëÿ âñÿêîãî

ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) = {x∗1(t), x∗2(t)} ∈ C
(
R2, [0, T ]

)
ðiâíÿííÿ (22.46).

�23. Ðiâíÿííÿ ç óçàãàëüíåíîþ ãåòåðîòîííiñòþ

Ðîçãëÿäàòèìåìî äâîñòîðîííi îïåðàòîðíi íåðiâíîñòi äëÿ ðiâíÿííÿ

x = F0x (23.1)

iç, âçàãàëi êàæó÷è, íåìîíîòîííèì îïåðàòîðîì F0 : E1 → E1, äå
E1 ⊆ E, Å � íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið. Çàóâàæèìî, ùî çáiæíiñòü
â Å, ÿêùî íå âêàçàíèé iíøèé ñïîñiá âèáîðó òîïîëîãi¨ â Å, ðîçóìi¹ìî
ÿê çáiæíiñòü â ðîçóìiííi òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòþ
(äèâ. [20, 29]).

Áóäåìî ââàæàòè, ùî çàäàíi îïåðàòîðè T (y, z) , Φ (y, z) : E1×E1 →
E1, ÿêi ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi.
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(À) Îïåðàòîð

F (y, z) = T (y, z) + Φ (T (y, z) , T (z, y)) (23.2)

íå ñïàäà¹ çà y, íå çðîñòà¹ çà z.
(Á) Äëÿ x ∈ E1 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

T (x, x) = F0x.

Òåîðåìà 23.1. Íåõàé: 1) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè (À), (Á); 2)
çàäàíi åëåìåíòè u, v ∈ E1 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u ≤ F (u, v) , v ≥ F (v, u) ; (23.3)

3) ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn}, ïîáóäîâàíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

y0 = u, z0 = v,
yn+1 = F (yn, zn) , zn+1 = F (zn, yn) (n = 0, 1, . . .) ,

(23.4)

çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî êîìïîíåíò y∗, z∗ êðàéíüîãî â E1 ðîçâ'ÿçêó
(y∗, z∗) ñèñòåìè

y = F (y, z) , z = F (z, y) . (23.5)

Òîäi äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E1 ðiâíÿííÿ (23.1) ñïðàâäæóþòüñÿ
îöiíêè

u ≤ x∗ ≤ v. (23.6)

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 19.5 âèïëèâà¹, ùî îöiíêè (23.6) ìàþòü ìiñöå
äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E1 ðiâíÿííÿ

x = F (x, x) . (23.7)

Îñêiëüêè âñÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (23.1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
(23.7), òî òåîðåìó äîâåäåíî.

Áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè öi¹¨ òåîðåìè ¹, íàïðèêëàä, òàêi
òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 23.2. Íåõàé çàäàíèé òàêèé îïåðàòîð Φ : E1 → E1, ùî
îïåðàòîð F = F0 + ΦF0 − Φ ¹ içîòîííèì. ßêùî ïðîöåñ ïîñëiäîâíèõ
íàáëèæåíü

xn+1 = Fxn

ç ïî÷àòêîâèì íàáëèæåííÿì x0 = u (x0 = v) çáiãà¹òüñÿ äî
íèæíüîãî ðîçâ'ÿçêó y∗ ∈ E1 (âåðõíüîãî ðîçâ'ÿçêó z∗ ∈ E1) ðiâíÿííÿ
(23.1), òî ç íåðiâíîñòi

u ≤ Fu (v ≥ Fv) , u ∈ E1 (v ∈ E1)

âèïëèâà¹ îöiíêà
u ≤ y∗ (v ≥ z∗) . (23.8)

Òåîðåìà 23.3. Íåõàé: 1) iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k, ùî F k0
¹ içîòîííèì îïåðàòîðîì; 2) çàäàíèé åëåìåíò u ∈ E1 (v ∈ E1), äëÿ
ÿêîãî

u ≤ F k0 u, v ≥ F k0 v; (23.9)

3) çíàéäåòüñÿ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî m, ùî ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ

x0 = u (x0 = v) , xn+1 = F km0 xn

çáiãàþòüñÿ äî íèæíüîãî ðîçâ'ÿçêó y∗ ∈ E1 (âåðõíüîãî ðîçâ'ÿçêó
z∗ ∈ E1) ðiâíÿííÿ

x = F km0 x.

Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà (23.8).
Äëÿ äîâåäåííÿ äîñèòü çàçíà÷èòè, ùî â óìîâàõ òåîðåìè 23.2 ìîæíà

ïðèéíÿòè

Φ =
km∑
i=0

F i0,

äå F 0
0 = I, I � òîòîæíèé îïåðàòîð.
ßê ÷àñòêîâèé âèïàäîê ìîæíà îòðèìàòè òàêó òåîðåìó, ÿêà

íàëåæèòü Ì. Â. Àçáåë¹âó i Ç. Á. Öàëþêó [6].
Òåîðåìà 23.4 [6]. Íåõàé Å � íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið, E1

� çàìêíåíà ìíîæèíà åëåìåíòiâ ç Å, îïåðàòîð F0 : E1 → E1
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íåïåðåðâíèé, Fm0 � ñòèñêóþ÷èé îïåðàòîð, F k0 � içîòîííèé, m, k �
çàäàíi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Òîäi ç íåðiâíîñòi (23.9) âèïëèâà¹ îöiíêà

u ≤ x∗ (v ≥ x∗) (23.10)

äëÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ E1 ðiâíÿííÿ (23.1).
Çóïèíèìîñÿ íà âèïàäêó, êîëè ðiâíÿííÿ (23.1) ¹ iíòåãðàëüíèì

ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

x (t) = f (t) +

t∫
a

K (t, s, x (s) , x (s)) ds, (23.11)

äå −∞ < a ≤ t ≤< b < ∞, f (t) ∈ C (E, [a, b]), îïåðàòîð K (t, s, y, z) :
[a, b]× [a, b]×E×E → E � íåïåðåðâíèé çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ, Å �
áàíàõîâà ñòðóêòóðà, C (E, [a, b]) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ïðè t ∈ [a, b]
ôóíêöié iç çíà÷åííÿìè â Å. ßê i ðàíiøå ó �22 áóäåìî ââàæàòè,
ùî íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü â Å çàïðîâàäæåíî çà äîïîìîãîþ òiëåñíîãî
êîíóñà K i çàïèñ x << y îçíà÷àòèìå, ùî y − x ∈ intK.

Íåõàé îïåðàòîð Φ (y, z) ≡ Φ (t, y, z) îçíà÷åíèé çà äîïîìîãîþ
ôîðìóëè

Φ (t, y, z) =

t∫
a

ϕ (t, s, y (s) , z (s)) ds,

äå íåïåðåðâíèé çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ îïåðàòîð ϕ (t, s, y, z) ïðè
ôiêñîâàíèõ t, s ∈ [a, b] äi¹ ç E × E â E. Îïåðàòîð F (y, z) ó öüîìó
âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä

F (y, z) = f (t) +

t∫
a

H (t, s, y (s) , z (s)) ds,

äå

H (t, s, y (s) , z (s)) = K (t, s, y (s) , z (s))− ϕ (t, s, y (s) , z (s))+

+ϕ
[
t, s, f (s) +

t∫
a
K (s, ξ, y (ξ) , z (ξ))dξ, f (s) +

t∫
a
K (s, ξ, z (ξ) , y (ξ)) dξ

]
.
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Òåîðåìà 23.5. Íåõàé H (t, s, y, z) íå ñïàäà¹ ùîäî y, íå çðîñòà¹
ùîäî z i çàäàíi p (t) , q (t) ∈ C (E, [a, b]), ÿêi íà ñåãìåíòi [a, b]
çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

p (t) << f (t) +
t∫
a
H (t, s, p (s) , q (s)) ds,

q (t) >> f (t) +
t∫
a
H (t, s, q (s) , p (s)) ds.

Òîäi íà ñåãìåíòi [a, b] ïðàâäèâi íåðiâíîñòi

p (t) << x∗ (t) << q (t) (23.12)

äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) ∈ C (E, [a, b]) ðiâíÿííÿ (23.11).
Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 22.1 íåðiâíîñòi (23.12) ïðàâäèâi ïðè t ∈

[a, b] äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) ∈ C (E, [a, b]) ðiâíÿííÿ

x (t) = f (t) +

t∫
a

H (t, s, x (s) , x (s)) ds. (23.13)

Îñêiëüêè êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (23.11) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ (23.13), òî òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 23.6. Íåõàé: 1) îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà â C (E, [a, b]) ×
C (E, [a, b]) ñèñòåìà ðiâíÿíü

y (t) = f (t) +
t∫
a
H (t, s, y (s) , z (s)) ds,

z (t) = f (t) +
t∫
a
H (t, s, z (s) , y (s)) ds,

(23.14)

ïðè÷îìó ¨¨ ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä (x∗ (t) , x∗ (t)); 2) çàäàíi ôóíêöi¨
u (t) , v (t) ∈ C (E, [a, b]), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïðè t ∈ [a, b] íåðiâíîñòi

u (t) ≤ f (t) +
t∫
a
H (t, s, u (s) , v (s)) ds,

v (t) ≥ f (t) +
t∫
a
H (t, s, v (s) , u (s)) ds;
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3) îïåðàòîð H (t, s, y, z) íå ñïàäà¹ çà y, íå çðîñòà¹ çà z. Òîäi ¹äèíèé â
C (E, [a, b]) ðîçâ'ÿçîê x∗ (t) ðiâíÿííÿ (23.11) çàäîâîëüíÿ¹ ïðè t ∈ [a, b]
íåðiâíîñòi

u (t) ≤ x∗ (t) ≤ v (t) . (23.15)

Äîâåäåííÿ. Ïðèéìåìî

T (y, z) = f (t) +

t∫
a

K (t, s, y (s) , z (s)) ds.

Óìîâè (À) i (Á), î÷åâèäíî, ñïðàâäæóþòüñÿ. Óìîâà 2) òåîðåìè
îçíà÷à¹, ùî åëåìåíòè u = u (t), v = v (t) çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó 2) òåîðåìè 23.1. Òîìó iñíó¹ ñåãìåíò [a, b0] ⊆ [a, b], íà
ÿêîìó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 3) òåîðåìè 23.1. Òîáòî, äî ðîçâ'ÿçêó
(y (t) , z (t)) (y (t) , z (t) ∈ C (E, [a, b])) ñèñòåìè (23.14) çáiãàþòüñÿ
ðiâíîìiðíî íà äåÿêîìó ñåãìåíòi [a, b0] ⊆ [a, b] ïîñëiäîâíîñòi {yn (t)},
{zn (t)}, îçíà÷åíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

y0 (t) = u (t) , z0 (t) = v (t) ,

yn+1 (t) = f (t) +
t∫
a
H (t, s, yn (s) , zn (s)) ds,

zn+1 (t) = f (t) +
t∫
a
H (t, s, zn (s) , yn (s)) ds.

Îáãðóíòóâàííÿ öüîãî ìîæíà çðîáèòè òàê ñàìî, ÿê äîâåäåíî
ëåìó 18.1 ç [57]. Îòæå, ÿê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 23.1, òâåðäæåííÿ
òåîðåìè 23.6 ìà¹ ìiñöå íà [a, b0]. Ìiðêóþ÷è äàëi òàê ñàìî ÿê i ïðè
äîâåäåííi òåîðåìè 22.2, ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ
äëÿ âñüîãî ñåãìåíòó [a, b].

Çàóâàæåííÿ 23.1. Íàâåäåíi âèùå ðåçóëüòàòè äëÿ
iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé ìîæíà ïîøèðèòè íà âèïàäîê, êîëè
[a, b] ¹ N -ìiðíèì âiäðiçêîì, âíîñÿ÷è çìiíè ó ôîðìóëþâàííÿ òåîðåì i
¨õ äîâåäåííÿ, îði¹íòóþ÷èñü íà âiäïîâiäíi ôîðìóëþâàííÿ i äîâåäåííÿ
â �22.
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Íåõàé f (t), K (t, s), ϕ (t, s) ¹ äiéñíèìè ôóíêöiÿìè, iíòåãðîâíèìè
ç êâàäðàòîì âiäïîâiäíî â îáëàñòÿõ (a, b) i (a, b) × (a, b). Ðîçãëÿíåìî
ðiâíÿííÿ

x (t) = f (t) +

t∫
a

K (t, s)x (s) ds, (23.16)

Ïðèéìåìî

H (t, s) = K (t, s)− ϕ (t, s) +

t∫
a

ϕ (t, ξ)K (ξ, s) dξ.

Òåîðåìà 23.7. Íåõàé H (t, s) ≥ 0 ïðè t, s ∈ (a, b) i çàäàíà ôóíêöiÿ
u (t) ∈ L2 (a, b) (v (t) ∈ L2 (a, b)) òàêà, ùî ïðè ìàéæå âñiõ t ∈ (a, b)
áóäåìî ìàòè

u (t) ≤ f1 (t) +

t∫
a

H (t, s)u (s) ds,

v (t) ≥ f1 (t) +

t∫
a

H (t, s) v (s) ds

 ,

äå

f1 (t) = f (t) +

t∫
a

ϕ (t, s) f (s) ds. (23.17)

Òîäi ïðè ìàéæå âñiõ t ∈ (a, b) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (23.10),
òîáòî u (t) ≤ x∗ (t) (v (t) ≥ x∗ (t)) äëÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) ∈
L2 (a, b) ðiâíÿííÿ (23.16).

Äîâåäåííÿ çâîäèòüñÿ äî çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 23.6. Ïiäðàõóíîê
äëÿ (23.17) ¹ áåçïîñåðåäíiì âèñëiäîì iç ñïîñîáó çàäàííÿ îïåðàòîðà Φ
äëÿ öüîãî âèïàäêó (äèâ. óìîâè òåîðåìè 23.2) òà ç ëiíiéíîñòi ðiâíÿííÿ
(23.16).

ßêùî, íàïðèêëàä, çàìiñòü ðiâíÿííÿ (23.16) ðîçãëÿäàòè ðiâíÿííÿ

x (t) = f (t) +

t∫
a

K (t, s)x (τ (s)) ds
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ç òèìè æ ñàìèìè f i K, ùî é â óìîâàõ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè, òî
òâåðäæåííÿ òåîðåìè 23.7 ìà¹ ìiñöå â öüîìó âèïàäêó, ÿêùî f1 i H
ìàþòü ïîñòóëüîâàíi óìîâàìè òåîðåìè 23.7 âëàñòèâîñòi.

Ïðèêëàä 23.1. Íåõàé

K (t, s) = a (t) b (s) , ϕ (t, s) = α (t)β (s) .

Òîäi

H (t, s) = [a (t) + α (t)ψ (t)] b (s)− α (t) [β (s) + b (s)ψ (s)] ,

äå

ψ (t) =

t∫
c

a (ξ)β (ξ) dξ (c ∈ [a, b]).

ßêùî α (t), β (t) âèáðàíi òàê, ùî H (t, s) ≥ 0, òî ç íåðiâíîñòi

u (t) ≤ f (t) + α (t)

t∫
a

β (s) f (s) ds+

t∫
a

H (t, s)u (s) ds

âèïëèâà¹ îöiíêà

u (t) ≤ f (t) + a (t)

t∫
a

f (s)β (s) exp

 t∫
s

a (ξ) b (ξ) dξ

 ds = x (t).

Ïðè b (t) ≥ 0 ìîæíà, çîêðåìà, ïðèéíÿòè

β (t) = cb (t) exp

− t∫
c

a (ξ) b (ξ) dξ

 .
Ôóíêöiþ α (t) ìîæíà âèáðàòè òàêèì ñïîñîáîì, ùîá ñïðàâäæóâàëàñÿ
íåðiâíiñòü

a (t) + α (t) [ψ (t)− 1] ≥ 0,

é òîäi äëÿ H (t, s) áóäåìî ìàòè

H (t, s) = b (s) [a (t) + α (t)ψ (t)− α (t)] .
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Çàóâàæåííÿ 23.2. Iíøå óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ìîíîòîííîñòi
íàëåæèòü Ñàòî (äèâ. [135]). Ñóòü ñïðàâè ó âèêëàäi Â. Âàëüòåðà
[135] çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíîãî. ßêùî ïðè t ∈ [0, T ] çàäàíà ôóíêöiÿ
g (t) i α � çàäàíå äiéñíå ÷èñëî òàêå, ùî 0 ≤ α ≤ 1, òî äëÿ 0 ≤ t <
τ ≤ T îçíà÷èìî

gα ( t| τ) = g (τ)− αg (t) .

Íàïðèêëàä,
kα ( t| τ, s, x) = k (τ, s, x)− αk (t, s, x) ,

(K (x))α ( t| τ) =
t|τ∫
a
Kα ( t| τ, s, x (s)) ds =

=
τ∫
a
K (τ, s, x (s)) ds− α

t∫
a
K (t, s, x (s)) ds =

= (K (x)) (τ)− α (K (x)) (t) .

(23.18)

ßäðî K (t, s, x) iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (Kx) (t) =
t∫
a
K (t, s, x (s)) ds

íàçâåìî, íàñëiäóþ÷è Â. Âàëüòåðà [135], α- ìîíîòîííèì, ÿêùî ç
íåðiâíîñòi y ≤ z âèïëèâà¹

Kα ( t| τ, s, y) ≤ Kα ( t| τ, s, z) ,

çà ïðèïóùåííÿ, ùî âñi àðãóìåíòè íàëåæàòü äî îáëàñòi îçíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ K (t, s, x). ßêùî α = 0, òî α-ìîíîòîííiñòü ñïiâïàäà¹ iç
çâè÷àéíîþ ìîíîòîííiñòþ.

Â êîíòåêñòi çàóâàæåííÿ 23.2 íàâåäåìî äåÿêi òâåðäæåííÿ, ÿêi
ìîæíà ââàæàòè α-ãåòåðîòîííèìè àíàëîãàìè âiäïîâiäíèõ òâåðäæåíü
Â. Âàëüòåðà [135] äëÿ α- ìîíîòîííèõ îïåðàòîðiâ. Ðiâíÿííÿ (23.11)
ðîçãëÿäàòèìåìî â C (E, [a, b]).

Íàçèâàòèìåìî îïåðàòîð

t∫
a

K (t, s, y (s) , z (s)) ds = (K (y, z)) (t)

α - ãåòåðîòîííèì, ÿêùî ç íåðiâíîñòåé y ≤ u, z ≥ v âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

(K (y, z))α ( t| τ) ≤ (K (u, v))α ( t| τ) .
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Òåîðåìà 23.8. Íåõàé âñi ôóíêöi¨, ÿêi òðàïëÿþòüñÿ äàëi ¹
íåïåðåðâíèìè i ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi ïðèïóùåííÿ: 1) îïåðàòîð
t∫
a
K (t, s, y, z) ds = (K (y, z)) (t) ìà¹ âëàñòèâiñòü α-ãåòåðîòîííîñòi;

2) äëÿ ôóíêöié p (t) , q (t) ∈ C (E, [a, b]) ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

pα ( t| τ) << f ( t| τ) + (K (p, q))α ( t| τ) ,
qα ( t| τ) >> f ( t| τ) + (K (q, p))α ( t| τ) (0 ≤ a ≤ t < τ ≤ b) .

Òîäi ïðè t ∈ [a, b] ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè (23.12) äëÿ âñÿêîãî
ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) ∈ C (E, [a, b]) ðiâíÿííÿ (23.11).

Äîâåäåííÿ. Ïðèéìåìî

Φ (τ, y, z) = −αy (t) (0 ≤ a ≤ τ < t ≤ T ; α ∈ [0, 1]) . (23.19)

Òîäi äîâåäåííÿ ìîæíà çâåñòè äî ïîêëèêàííÿ íà òåîðåìó 23.5.
Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ ó ïðàâäèâîñòi íàñòóïíî¨

òåîðåìè.
Òåîðåìà 23.9. Íåõàé âñi ôóíêöi¨, ÿêi òðàïëÿþòüñÿ äàëi ¹

íåïåðåðâíèìè i ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè: 1) îïåðàòîð (K (y, z)) (t) ¹
α-ãåòåðîòîííèì; 2) çàäàíi ôóíêöi¨ u (t) , v (t) ∈ C (E, [a, b]), äëÿ ÿêèõ
ïðè t, τ ∈ [a, b] âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

uα ( t| τ) ≤ f ( t| τ) + (K (u, v))α ( t| τ) ,
vα ( t| τ) ≥ f ( t| τ) + (K (v, u))α ( t| τ) (0 ≤ a ≤ t < τ ≤ b) ;

3) ñèñòåìà ðiâíÿíü (23.14) îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà â C (E, [a, b]) ×
C (E, [a, b]), ïðè÷îìó ¨¨ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä (x∗ (t) , x∗ (t)).
Òîäi ¹äèíèé â C (E, [a, b]) ðîçâ'ÿçîê x∗ (t) ðiâíÿííÿ (23.11) ïðè t ∈ [a, b]
çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêè (23.15).

Çàçíà÷èìî, ùî â òîìó âèïàäêó, êîëè K (t, s, y, z) íå çàëåæèòü
âiä z ìàòèìåìî ÷àñòêîâi âèïàäêè, ÿêi ìîæíà iäåíòèôiêóâàòè ç
âiäïîâiäíèìè ðåçóëüòàòàìè Â.Âàëüòåðà (äèâ. [135, ãë.I, �3 ])

Çàóâàæåííÿ 23.3. Ïîíÿòòÿ α-ìîíîòîííîñòi â [135]
âèêîðèñòàíå òàêîæ äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåì ïðî äèôåðåíöiàëüíi
íåðiâíîñòi, ÿêi ðàíiøå âñòàíîâëåíi Å.Áàÿäîþ (äèâ. [125]), Ô.
Êàô'¹ðî [118], Â.Ëàêøìiêàíòàìîì [123] (äèâ. òàêîæ [57, 125]) òà
×.Îëåõîì i Ç.Îï'ÿëåì (äèâ. [125]).
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Çàóâàæåííÿ 23.4. Ïðîïóñêà¹ìî òóò ïîäðîáèöi ùîäî
ìîæëèâîñòi ôîðìóëþâàííÿ âiäïîâiäíèõ òâåðäæåíü, îòðèìàíèõ íà
øëÿõó ïî¹äíàííÿ iäåé îäíîñòîðîííüî¨ i ÷àñòêîâî¨ ëiïøèöi¹âîñòi
ç óçàãàëüíåííÿìè ïîíÿòü ìîíîòîííîñòi òà ãåòåðîòîííîñòi
âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ, îñêiëüêè ôîðìóëþâàííÿ i äîâåäåííÿ
òàêèõ òâåðäæåíü íå ìiñòèòü íi ôîðìàëüíèõ íi íåôîðìàëüíèõ
òðóäíîùiâ, çà âèíÿòêîì òðóäíîùiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç ãðîìiçäêiñòþ
âiäïîâiäíîãî âèêëàäó. Óíèêà¹ìî òàêîæ íàäìiðíî¨ äåòàëiçàöi¨
÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ, îáìåæèâøèñü íàâåäåíèìè òâåðäæåííÿìè,
ÿêi ìîæíà ââàæàòè çà ïðèêëàäè äëÿ iëþñòðàöi¨ îñíîâíèõ iäåé,
âèêîðèñòîâóâàíèõ ó ðîáîòi.

�24. Ïðèêëàäè iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé

Íàâåäåìî äåÿêi ðåçóëüòàòè, ÿêi óçàãàëüíþþòü âiäîìi òåîðåìè
Ãðîíóîëëà, Áiõàði, Âåíäðîôôà òà äåÿêi iíøi òåîðåìè ïðî iíòåãðàëüíi
íåðiâíîñòi. Âîíè  ðóíòóþòüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ïîïåðåäíiõ ïàðàãðàôiâ,
çîêðåìà �22, i çäåáiëüøîãî ¹ íîâèìè äëÿ N > 1 íàâiòü ó ìîíîòîííîìó
âèïàäêó. Öi ðåçóëüòàòè áëèçüêi äî âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ ç [57] (äèâ.
[57, ��20, 21]) i äåêîëè òåæ ¹ íîâèìè i äëÿ N = 1. Çàçíà÷èìî,
ùî � ÿê â [57] òàê i â íàñòóïíîìó âèêëàäi ó öüîìó ïàðàãðàôi �
íàâåäåíi òâåðäæåííÿ íå âè÷åðïóþòü ìîæëèâîñòåé ïîáóäîâè iíøèõ
àíàëîãiâ i óçàãàëüíåíü çãàäàíèõ òåîðåì ïðî iíòåãðàëüíi íåðiâíîñòi i ¨õ
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê iëþñòðàöiþ ìîæëèâîñòåé äëÿ ïîáóäîâè òàêèõ
òâåðäæåíü íà îñíîâi âèêîðèñòàíîãî â [57] i â öié êíèçi ïiäõîäó.

1. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ðiâíÿííÿ

x (t) = f (t) + α (t)

t∫
a

β (ξ)x (ξ) dξ (24.1)

ç äiéñíèìè íåïåðåðâíèìè ïðè t ∈ [a, b] ôóíêöiÿìè f (t),
α (t), β (t), äå t =

{
t1, . . . , tN

}
, a =

{
a1, . . . , aN

}
, b ={

b1, . . . , bN
} (

−∞ < ai < bi <∞
)
, [a, b] =

[
a1, b1

]
× . . . ×

[
aN , bN

]
.
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Íåõàé äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié u (t), v (t) ïðè t ∈ [a, b] ìà¹ìî

u (t) ≤ f (t) +
t∫
a

(α+ (t)β+ (ξ) + α− (t)β− (ξ))u (ξ) dξ−

−
t∫
a

(α+ (t)β− (ξ) + α− (t)β+ (ξ)) v (ξ) dξ,

v (t) ≥ f (t) +
t∫
a

(α+ (t)β+ (ξ) + α− (t)β− (ξ)) v (ξ) dξ−

−
t∫
a

(α+ (t)β− (ξ) + α− (t)β+ (ξ))u (ξ) dξ,

(24.2)

äå
α+ (t) = sup {α (t) , 0} , α− (t) = α+ (t)− α (t) ,
β+ (t) = sup {β (t) , 0} , β− (t) = β+ (t)− β (t) .

Çà òåîðåìîþ 22.2 íåïåðåðâíèé íà [a, b] ðîçâ'ÿçîê x∗ (t) ðiâíÿííÿ
(24.1) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

u (t) ≤ x∗ (t) ≤ v (t) . (24.3)

Â òîìó âèïàäêó, êîëè α (t), β (t) ìàþòü âèãëÿä

α (t) =
N∏
i=1

αi
(
ti
)
, β (t) =

N∏
i=1

βi
(
ti
)
, (24.4)

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (24.1) ìîæíà çíàéòè ó ÿâíîìó âèãëÿäi. Ïîçíà÷èìî

Lj
(
tj
)

=

tj∫
aj

αj
(
sj
)
βj
(
sj
)
dsj

(
aj ≤ sj ≤ bj , j = 1, N

)
. (24.5)

EN
(
ηi
)

=
∞∑
i=1

ηi

(i!)N
,

g (t) =

t∫
a

f (ξ)β (ξ) dξ, (24.6)
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h∗ (t, ξ) = EN

 N∏
j=1

(
Lj
(
tj
)
− Lj

(
ξj
)) , a ≤ ξ ≤ t ≤ b. (24.7)

Òåîðåìà 24.1. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (24.4),
òî ç iñíóâàííÿ íåïåðåðâíèõ ïðè t ∈ [a, b] ôóíêöié u (t), v (t), ùî
çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (24.2), âèïëèâàþòü äëÿ t ∈ [a, b]
îöiíêè

u (t) ≤ f (t)+α (t) g (t)+α (t)

t∫
a

g (s)α (s)β (s)h∗ (t, s) ds ≤ v (t) (24.8)

ç îçíà÷åíèìè çà ôîðìóëàìè (24.5)�(24.7) ôóíêöiÿìè g (t), h∗ (t, s).
Äîâåäåííÿ. Ðiâíÿííÿ (24.1) ïðèçâîäèòü äî ðiâíîñòi

w (t) = g (t) +

t∫
a

α (s)β (s)w (s) ds (24.9)

çà äîïîìîãîþ çàìiíè

w (t) =

t∫
a

β (s)x (s) ds. (24.10)

�äèíèé äëÿ t ∈ [a, b] íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (24.9)
î÷åâèäíèì ñïîñîáîì ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

w (t) = g (t) +

t∫
a

α (s)β (s)h∗ (t, s) ds. (24.11)

Îñêiëüêè iç (24.1) i (24.10) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

x (t) = f (t) + α (t)w (t) ,

òî iç (24.11) çíàõîäèìî

x (t) = f (t) + α (t) g (t) + α (t)

t∫
a

g (s)α (s)β (s)h∗ (t, s) ds.
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Öå ó ñïiâñòàâëåííi ç (24.3) ïiäòâåðäæó¹ íåðiâíîñòi (24.8).
Ôóíêöiÿ E1 (t) äëÿ n = 1 ìà¹ âèãëÿä E1 (t) = et. Ïðè n = 2 áóäåìî

ìàòè E2 (t) = I0
(
2
√
t
)
� ìîäèôiêîâàíó ôóíêöiþ Áåññåëÿ íóëüîâîãî

ïîðÿäêó.
Âèîêðåìèìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ ç òåîðåìè 24.1

ïðè α (t) ≥ 0, β (t) ≥ 0.
Íàñëiäîê 24.1. ßêùî α (t) ≥ 0, β (t) ≥ 0 i ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

u (t) ≤ f (t) + α (t)

t∫
a

β (s)u (s) ds

v (t) ≥ f (t) + α (t)

t∫
a

β (s) v (s) ds

 ,

òî ìà¹ ìiñöå îöiíêà

u (t) ≤ f (t) + α (t) g (t) + α (t)

t∫
a

g (s)α (s)β (s)h∗ (t, s) ds

f (t) + α (t) g (t) + α (t)

t∫
a

g (s)α (s)β (s)h∗ (t, s) ds ≤ v (t)

 .

Ðåçóëüòàò, ÿêèé ìiñòèòü öåé íàñëiäîê, ¹ çàãàëüíiøèì çà N -ìiðíèé
àíàëîã ëåìè Ãðîíóîëëà, îòðèìàíèé Â. Âàëüòåðîì (äèâ. [135, ëåìà III,
�19]). Ñàìó ëåìó Â. Âàëüòåðà îòðèìà¹ìî ç íàñëiäêó 24.1 ïðè α (t) ≡ 1.

Íàñòóïíi äâi òåîðåìè ìîæíà ââàæàòè çà óçàãàëüíåííÿ íàñëiäêó
24.1.

Òåîðåìà 24.2. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 24.1 ç
α (t) ≥ 0 i çàäàíà iíòåãðîâíà ïðè t ∈ [a, b] ôóíêöiÿ q (t) òàêà, ùî

q (t) =
N∏
j=1

qj
(
tj
)
, qj

(
tj
)
≥ 0; qj

(
tj
)
≥ βj

(
tj
)

(
tj ∈

[
aj , bj

]
, j = 1, N

) (24.12)
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òî ïðè t ∈ [a, b] ìàþòü ìiñöå îöiíêè

u (t) ≤ x∗ (t) ≤ f (t) + α (t)
t∫
a
f (s)β (s) ds+

+α (t)
t∫
a
b (s)α (s) q (s) exp

[
t∫
s
α (ξ) q (ξ) dξ

]
ds,

(24.13)

äå

b (t) =

t∫
a

f (s) q (s) ds.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ j = 1, N áóäåìî ìàòè

Lj
(
tj
)
− Lj

(
sj
)

=
tj∫
aj

αj (ξ)βj (ξ) dξ−

−
sj∫
aj

αj (ξ)βj (ξ) dξ =
tj∫
sj

αj (ξ)βj (ξ) dξ.
(24.14)

Äëÿ z ≥ 0 îòðèìó¹ìî

EN (z) =
∞∑
i=0

zi

(i!)N = 1 + z + z2

(2!)2
+ . . .+ zN

(N !)N + . . . ≤

≤ 1 + z + z2

2! + . . .+ zN

N ! + . . . = ez,

(24.15)

äå zi � íàòóðàëüíèé ñòåïiíü ÷èñëà z. Çàâäÿêè òåîðåìi 24.1 òà
ñïiââiäíîøåííÿì (24.12), (24.14), (24.15) ìîæíà çíàéòè

u (t) ≤ x∗ (t) ≤ f (t) + α (t) g (t) +

+α (t)
t∫
a
g (s)α (s)β (s)

 ∞∑
i=0

(
t∫
s
α(ξ)β(ξ)dξ

)i

(i!)N

 ds ≤ f (t) + α (t) g (t) +

+α (t)
t∫
a
g (s)α (s)β (s)

 ∞∑
i=0

(
t∫
s
α(ξ)β(ξ)dξ

)i

i!

 ds = f (t) +

+α (t)
t∫
a
f (s)β (s) ds+ α (t)

t∫
a
b (s)α (s) q (s) exp

[
t∫
s
α (ξ) q (ξ) dξ

]
ds,



251

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Â óìîâàõ öi¹¨ òåîðåìè ìîæíà ïðèéíÿòè, çîêðåìà,

qj (t) = β+
j (t)

(
β+
j (t) = sup {βj (t) , 0} , j = 1, N

)
.

Òåîðåìà 24.3. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 24.1 ç
β (t) ≥ 0 i çàäàíà iíòåãðîâíà ïðè t ∈ [a, b] ôóíêöiÿ p (t) òàêà, ùî

p (t) =
N∏
j=1

pj
(
tj
)
, pj

(
tj
)
≥ 0; pj

(
tj
)
≥ αj

(
tj
)

(
tj ∈

[
aj , bj

]
, j = 1, N

)
,

òî ïðè t ∈ [a, b] âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

u (t) ≤ x (t) ≤ f (t) + α (t)
t∫
a
f (s)β (s) ds+

+p (t)
t∫
a

(
τ∫
a
f (s)β (s) ds

)
p (τ) exp

[
t∫
τ
p (ξ)β (ξ) dξ

]
dτ .

(24.16)

Äîâåäåííÿ ïðàêòè÷íî íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äîâåäåííÿ òåîðåìè 24.2.
Â óìîâàõ òåîðåìè 24.3 ìîæíà, çîêðåìà ïðèéíÿòè

pj (t) = α+
j (t)

(
α+
j (t) = sup {αj (t) , 0} , j = 1, N

)
.

Ïðèêëàä 24.1. Ðîçãëÿíåìî íåðiâíiñòü

u (x, y) ≤ x

y
+
x

y

x∫
1

y∫
1

t

s
u (s, t) dsdt, (24.17)

äå âñi âåëè÷èíè ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ôóíêöi¨ f (x, y) = x
y , α (x, y) =

x
y , β (x, y) = y

x ¹ íåïåðåðâíèìè x ≥ 1, y ≥ 1, ïðè÷îìó β (x, y) ≥
0, α (x, y) ≥ 0 i ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (24.4). Ïðè öüîìó
ñèñòåìà íåðiâíîñòåé (24.2) ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâi íåðiâíîñòi. Íåðiâíiñòü
(24.17) ¹ îäíi¹þ ç íèõ. Îòæå, ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó 24.2 i ç
íåðiâíîñòi (24.17) îòðèìàòè îöiíêó

u (x, y) ≤ x

y
+
x

y

x∫
1

y∫
1

s

t
· t
s
dsdt+
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+
x

y

x∫
1

y∫
1

 s∫
1

t∫
1

ξ

η
· η
ξ
dηdξ

 t

s
· s
t

exp

 t∫
s

y∫
t

ξ

η
· η
ξ
dηdξ

 dsdt.
Ïiñëÿ ñïðîùåíü îäåðæèìî

u (x, y) ≤ x

y
+
x

y
(x− 1) (y − x) + x2 (exp [(x− 1) (y − 1)]− 1) .

Íàâåäåíi ðåçóëüòàòè äëÿ ëiíiéíîãî âèïàäêó ìîæíà òëóìà÷èòè
ÿê óçàãàëüíåííÿ íåðiâíîñòåé Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà òà íåðiâíîñòåé
Âåíäðîôôà (äèâ., íàïð., [13]).

2. Ïåðåéäåìî äî íåëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé, ÿêi ÷àñòî
àñîöiþþòü ç âiäîìîþ íåðiâíiñòþ Áiõàði.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

x (t) = c+

t∫
a

β (s) g (x (s)) ds (c = const) , (24.18)

äå β (t) = β1 (t)−β2 (t), β1 (t) , β2 (t) ¹ íåïåðåðâíèìè íåâiä'¹ìíèìè ïðè
t ∈ [a, b] ôóíêöiÿìè. Ââàæàòèìåìî, ùî g (x) � íåïåðåðâíà íåñïàäíà
ñòðîãî äîäàòíà ïðè x ∈ (λ0, λ1)ôóíêöiÿ. ßê i ðàíiøå a =

{
a1, . . . , aN

}
,

b =
{
b1, . . . , bN

}
, t =

{
t1, . . . , tN

}
. Íåõàé: 1) íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ u (t),

v (t) ïðè t ∈ [a, b] çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u (t) ≤ c+
t∫
a
β1 (s) g (u (s)) ds−

t∫
a
β2 (s) g (v (s)) ds,

v (t) ≥ c+
t∫
a
β1 (s) g (v (s)) ds−

t∫
a
β2 (s) g (u (s)) ds;

(24.19)

2) ñèñòåìà ðiâíÿíü

y (t) = c+
t∫
a
β1 (s) g (y (s)) ds−

t∫
a
β2 (s) g (z (s)) ds,

z (t) = c+
t∫
a
β1 (s) g (z (s)) ds−

t∫
a
β2 (s) g (y (s)) ds

(24.20)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (y (t) , z (t)) òàêèé, ùî y (t) = z (t) i ôóíêöiÿ
x (t) = y (t) = z (t) � íåïåðåðâíà ïðè t ∈ [a, b]; 3) çàäàíà äîñòàòíüî
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ãëàäêà íåñïàäíà ôóíêöiÿ G (x) (x ∈ (λ0, λ1)) òàêà, ùî äëÿ âñÿêî¨
äîñòàòíüî ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ x (t), äëÿ ÿêî¨ x (a) = c, àáî áîäàé äëÿ
áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x (t) ðiâíÿííÿ (24.18) áóäåìî ìàòè

∂NG (x)
∂t1 . . . ∂tN

≤ 1
g (x)

· ∂Nx

∂t1 . . . ∂tN
. (24.21)

Òåîðåìà 24.4. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1)�3), òî ç
íåðiâíîñòåé (24.19) âèïëèâà¹ îöiíêà

G (u (t)) ≤ G (c) +

t∫
t0

β (s) ds. (24.22)

Äîâåäåííÿ. Äèôåðåíöiþ¹ìî N ðàç îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (24.18).
Îòðèìó¹ìî

∂Nx

∂t1 . . . ∂tN
= β (t) g (x (t)) . (24.23)

Çâàæàþ÷è íà òå, ùî g (x) > 0, i ñêîðèñòàâøèñü ç (24.21), çâiäñè
çíàõîäèìî

∂NG (x)
∂t1 . . . ∂tN

≤ β (t) .

Iíòåãðóþ÷è N ðàçiâ öþ íåðiâíiñòü, áóäåìî ìàòè

G (x) ≤ G (c) +

t∫
a

β (s) ds. (24.24)

Çâàæàþ÷è íà òå, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 22.4 é òîìó
u (t) ≤ x (t) ≤ v (t) (t ∈ [a, b]) òà ùî ôóíêöiÿ G (x) � íåñïàäíà, ç
íåðiâíîñòi (24.24) îäåðæó¹ìî îöiíêó (24.22). Òåîðåìó äîâåäåíî.

ßêùî â (24.21) ìà¹ìî ïðîòèëåæíó íåðiâíiñòü, òîáòî,

∂NG (x)
∂t1 . . . ∂tN

≥ 1
g (x)

· ∂Nx

∂t1 . . . ∂tN
, (24.25)

òî ç íåðiâíîñòåé (24.19) âèïëèâà¹ îöiíêà

G (v (t)) ≥ G (c) +

t∫
a

β (s) ds. (24.26)
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ßêùî, çîêðåìà, β2 (t) = 0, òî ç íåðiâíîñòi

u (t) ≤ c+

t∫
a

β (s) g (u (s)) ds

ïðè çáåðåæåííi iíøèõ óìîâ òåîðåìè 24.4 âèïëèâà¹ îöiíêà (24.22). Çà
òèõ ñàìèõ ïðèïóùåíü ïðè β2 (t) = 0 ç íåðiâíîñòi

v (t) ≥ c+

t∫
a

β (s) g (v (s)) ds

âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (24.26).
Çàóâàæåííÿ 24.1. Ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî c = const â óìîâàõ

òåîðåìè 24.4 ìîæíà çàìiíèòè, çáåðiãøè ÿê ñàìå ôîðìóëþâàííÿ ¨¨,
òàê i îñíîâíi ìiðêóâàííÿ ó äîâåäåííi, ñëàáêiøèì ïðèïóùåííÿì

c (t) =
N∑
i=1

ci

N∏
j = 1
j 6= i

(
tj0 − tj

)
,

äå ci = const.
3. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê N = 2 äåùî äîêëàäíiøå. Íåõàé ðiâíÿííÿ

(24.18) ìà¹ âèãëÿä

z (x, y) = c+

x∫
x0

y∫
y0

β (t, s) g (z (t, s)) dsdt, (24.27)

äå β (t, s) ≥ 0 ïðè x ≥ x0, y ≥ y0. Íåõàé g (z) � äâi÷i íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíà íåñïàäíà ñòðîãî äîäàòíà ôóíêöiÿ ïðè z ∈ R1, z ≥ c.
Äèôåðåíöiþþ÷è îäèí ðàç (24.27) çà x òà çà y, ìàòèìåìî

∂z

∂x
=

y∫
y0

β (x, s) g (z (x, s)) ds,
∂z

∂y
=

x∫
x0

β (t, y) g (z (t, y)) dt. (24.28)
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Ç äîäàòíîñòi β (x, y), g (z) âèïëèâà¹ ∂z
∂x ≥ 0, ∂z

∂y ≥ 0, à ç
ìîíîòîííîñòi i äèôåðåíöiéîâíîñòi g (z), ìà¹ìî òàêîæ g′z = dg

dz ≥ 0.
Ïðèéìåìî

G (z) =

z∫
c

dλ

g (λ)
(z ≥ c) (24.29)

i ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî öþ ðiâíiñòü. Ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi (24.27)
áóäåìî ìàòè

∂2G (z)
∂x∂y

=
∂

∂x

(
G′z ·

∂z

∂x

)
=

∂

∂x

(
1

g (z)
· ∂z
∂y

)
=

= − g′z
g2 (z)

· ∂z
∂x

· ∂z
∂y

+
1

g (z)
· ∂2z

∂x∂y
≤ 1
g (z)

· ∂2z

∂x∂y

äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó z (x, y) ðiâíÿííÿ (24.27). Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ
G (z), îçíà÷åíà çà (24.29), íå ñïàäà¹ ïðè z ≥ c. Îòæå, çà òåîðåìîþ
24.4 ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ïðàâäèâiñòü îöiíêè

G (u) ≤ G (c) +

x∫
x0

y∫
y0

β (t, s) dtds.

Öåé ðåçóëüòàò ñïiâïàäà¹ ç îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì Ð. Ãóòîâñüêîãî [121].
Â òîìó âèïàäêó, êîëè g (z) = z, ìîæíà ïðèéíÿòè G (z) = ln z é

òîäi ç òåîðåìè 24.4 âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

u (x, y) ≤ ce

x∫
x0

y∫
y0

β(t,s)dtds

,

âiäîìà ÿê íåðiâíiñòü Âåíäðîôôà (äèâ. [13]).
Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ç òåîðåìè 24.4 ìîæíà îòðèìàòè é iíøi ÿê

âiäîìi âæå òàê i íîâi îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé
Âàëüòåðà ç áàãàòüìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè.

4. Íàâåäåíi ðåçóëüòàòè, çîêðåìà, òåîðåìà 24.4, ¹ ÷àñòêîâèìè
âèïàäêàìè çàãàëüíiøèõ òåîðåì. Çàäëÿ ïðèêëàäó ñôîðìóëþ¹ìî îäíó
ç òàêèõ òåîðåì, äå íå âèìàãàòèìåìî ìîíîòîííîñòi g (z).

Òåîðåìà 24.5. Íåõàé: 1) çàäàíà íåñïàäíà ùîäî y, íåçðîñòàþ÷à
ùîäî z ôóíêöiÿ ϕ (y, z), ïðè÷îìó ìà¹ìî ϕ (x, x) > 0, äëÿ ÿêî¨
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ϕ (x, x) = g (x); 2) ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà 3) òåîðåìè 24.4; 3) ñèñòåìà
ðiâíÿíü

y (t) = c+
t∫
a
β1 (s)ϕ (y (s) , z (s)) ds−

t∫
a
β2 (s)ϕ (z (s) , y (s)) ds,

z (t) = c+
t∫
a
β1 (s)ϕ (z (s) , y (s)) ds−

t∫
a
β2 (s)ϕ (y (s) , z (s)) ds

ìà¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíèé ïðè t ∈ [a, b] ðîçâ'ÿçîê (y (t) , z (t)). Òîäi ç
ïðàâäèâîñòi ïðè t ∈ [a, b] íåðiâíîñòåé

u (t) ≤ c+
t∫
a
β1 (s)ϕ (u (s) , v (s)) ds−

t∫
a
β2 (s)ϕ (v (s) , u (s)) ds,

v (t) ≥ c+
t∫
a
β1 (s)ϕ (v (s) , u (s)) ds−

t∫
a
β2 (s)ϕ (u (s) , v (s)) ds

âèïëèâà¹ îöiíêà (24.22) äëÿ t ∈ [a, b].
Äîâåäåííÿ òåîðåìè â ñóòò¹âîìó âiä äîâåäåííÿ òåîðåìè 24.4 íå

âiäðiçíÿ¹òüñÿ.
Íàâåäåìî ïðèêëàä ùå îäíi¹¨ òåîðåìè äëÿ ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà ç

ìîíîòîííîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

w (x, y) = f (x, y) + α (x, y)

x∫
0

y∫
0

β (t, s) g (w (t, s)) dsdt,

äå β (x, y) � íåïåðåðâíà íåâiä'¹ìíà ïðè x ∈ [0, T1], y ∈ [0, T2] ôóíêöiÿ,
g (λ) � íåïåðåðâíà íåñïàäíà ñòðîãî äîäàòíÿ ïðè λ ∈ (λ0, λ1) ôóíêöiÿ,
ôóíêöi¨ f (x, y), α (x, y) ââàæàòèìåìî äîñòàòíüî ãëàäêèìè.

Òåîðåìà 24.6. Íåõàé: 1) çàäàíà òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ h (x, y),
ùî äëÿ âñÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ z (x, y) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∂2α(x,y)
∂x∂y

x∫
0

y∫
0

β (t, s) g (z (t, s)) dsdt+ ∂α(x,y)
∂x

x∫
0

β (t, y) g (z (t, y)) dt+

+∂α(x,y)
∂y

y∫
0

β (x, s) g (z (x, s)) ds+ ∂2f(x,y)
∂x∂y ≤ h (x, y) g (z (x, y)) ;

2) çàäàíà äîñòàòíüî ãëàäêà íåñïàäíà ôóíêöiÿ G (z) òàêà, ùî äëÿ
âñÿêî¨ äîñòàòíüî ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ z (x, y), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi

z (0; 0) = f (0; 0) , z (0; y) = f (0; y) , z (x; 0) = f (x; 0) ,
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àáî áîäàé äëÿ âñÿêîãî íåïåðåðâíîãî ðîçâ'ÿçêó z (x, y) ðiâíÿííÿ, ÿêå
ðîçãëÿäà¹ìî, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∂2G (z)
∂x∂y

≤ 1
g (z)

· ∂2z

∂x∂y
;

3) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

u (x, y) ≤ f (x, y) + α (x, y)

x∫
0

y∫
0

β (t, s) g (u (t, s)) dsdt

ç íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ u (x, y). Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà

G (u (x, y)) ≤ G (f (x, 0)) +G (f (0, y))−G (f (0; 0)) +

+

x∫
0

y∫
0

(h (t, s) + α (t, s)β (t, s)) dtds.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ iç ñõåìè äîâåäåííÿ òåîðåìè 24.4.
Òåîðåìà 24.6 ìiñòèòü çàãàëüíiøèé ðåçóëüòàò çà âiäïîâiäíèé

ðåçóëüòàò Ä. Áàéíîâà (äèâ., íàïð., [10, 124]).
Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ïîäàíi òóò, ÿêi ñòîñóþòüñÿ íåëiíiéíèõ

iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé ç îïåðàòîðàìè Âîëüòåððà ç áàãàòüìà
íåçàëåæíèìè çìiííèìè,  ðóíòóþòüñÿ íà òîìó ôàêòi, ùî
ïîñòóëþâàííÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ G (x) äà¹ çìîãó, âàðiþþ÷è
¨¨ êîíñòðóêöi¹þ, îòðèìóâàòè ÿê âiäîìi, òàê i íîâi íåðiâíîñòi, ÿêi ¹
àíàëîãàìè òà óçàãàëüíåííÿìè íåðiâíîñòåé Áiõàði òà Âîëüòåððà.

Ïðèêëàä 24.2. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

z (x, y) = c+

x∫
x0

y∫
y0

et−x0+s−y0z4 (t, s) dtds (c > 0) . (24.30)

Î÷åâèäíî, ùî g (z) = z4 ¹ íåïåðåðâíîþ ìîíîòîííîþ ñòðîãî äîäàòíîþ
ïðè z ≥ c ôóíêöi¹þ, β (x, y) = ex−x0+y−y0 � íåïåðåðâíà äîäàòíÿ
ôóíêöiÿ. Ìîæíà ïðèéíÿòè G (z) = − 1

3z3
, áî â òàêîìó ðàçi

∂2G (z)
∂x∂y

= G′′zz
∂z

∂x
· ∂z
∂y

+G′z
∂2z

∂x∂y
= −4z3

z8

∂z

∂x
· ∂z
∂y

+
1
z4

∂2z

∂x∂y
≤ 1
z4

∂2z

∂x∂y
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äëÿ âñÿêîãî íåïåðåðâíîãî ðîçâ'ÿçêó z (x, y) ðiâíÿííÿ (24.30). Òîìó ç
íåðiâíîñòi

u (x, y) ≤ c+

x∫
x0

y∫
y0

et−x0+s−y0u4 (t, s) dtds

âèïëèâà¹ îöiíêà

− 1
3u3 (x, y)

≤ − 1
3c3

+

x∫
x0

y∫
y0

et−x0+s−y0dsdt,

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹

u (x, y) ≤ c
(
1− 3c3

(
ex−x0 − 1

) (
ey−y0 − 1

))− 1
3 .

Ïðèêëàä 24.3. Ðîçãëÿíåìî çíîâó ðiâíÿííÿ (24.30), áóäåìî
ââàæàòè, ùî c > 1. Ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà ïðèéíÿòè G (z) = z,
áî

∂2G (z)
∂x∂y

= G′′zz
∂z

∂x
· ∂z
∂y

+G′z
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂x∂y
≥ 1
z4 (x, y)

∂2z

∂x∂y

äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó z (x, y) ðiâíÿííÿ (24.30). Çà òåîðåìîþ 24.4 ç
íåðiâíîñòi

v (x, y) ≥ c+

x∫
x0

y∫
y0

et−x0+s−y0v4 (t, s) dsdt (24.31)

çà öèõ îáñòàâèí âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

v (x, y) ≥ c+

x∫
x0

y∫
y0

et−x0+s−y0dsdt ≥ c+
(
ex−x0 − 1

) (
ey−y0 − 1

)
.

Çàçíà÷èìî äîäàòêîâî, ùî ïðè c ≥ m− 1
m+3 ìîæíà ïðèéíÿòè G (z) = zm

(m ≥ 1). Òîäi ç íåðiâíîñòi (24.31) âèïëèâà¹ îöiíêà

v (x, y) ≥
(
cm +

(
ex−x0 − 1

) (
ey−y0 − 1

)) 1
m .
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Ïðèêëàä 24.4. Íåõàé ðiâíÿííÿ (24.18) ìà¹ âèãëÿä

z (x, y, w) = c+

x∫
x0

y∫
y0

w∫
w0

β (t, s, γ)g (z (t, s, γ)) dγdsdt, (24.32)

äå c > 0, β (x, y, w) � íåïåðåðâíà íåâiä'¹ìíà ïðè x ≥ x0, y ≥ y0,
w ≥ w0 ôóíêöiÿ, ôóíêöiÿ g (z) ïðè z ≥ 0 ¹ íåïåðåðâíîþ íåñïàäíîþ
ñòðîãî äîäàòíüîþ. ßêùî g (z) = z

z+1 (z ≥ c), òî ìîæíà ïðèéíÿòè
G (z) = z, áî

∂3G(z)
∂x∂y∂w = G′′′zzz

∂z
∂x ·

∂z
∂y ·

∂z
∂w +G′′zz

(
∂2z
∂x∂w ·

∂z
∂y + ∂2z

∂x∂y ·
∂z
∂w + ∂2z

∂y∂w ·
∂z
∂x

)
+

+G′z
∂3z

∂x∂y∂z = ∂3z
∂x∂y∂z ≤

1
g(z)

∂3z
∂x∂y∂z

äëÿ âñÿêîãî äèôåðåíöiéîâíîãî äîñòàòíþ êiëüêiñòü ðàçiâ ðîçâ'ÿçêó
z (x, y) ðiâíÿííÿ (24.32). Çà òåîðåìîþ 24.4 ç íåðiâíîñòi

u (x, y, w) ≤ c+

x∫
x0

y∫
y0

w∫
w0

β (t, s, γ)
u (t, s, γ)

1 + u (t, s, γ)
dγdsdt

âèïëèâà¹ îöiíêà

u (x, y, w) ≤ c+

x∫
x0

y∫
y0

w∫
w0

β (t, s, γ)dγdsdt.

Â òîìó âèïàäêó, êîëè g (z) = z2, c ≥ m− 1
1+m (m ≥ 2), ìîæíà

ïðèéíÿòè G (z) = zm. Òîäi ç íåðiâíîñòi

v (x, y, w) ≥ c+

x∫
x0

y∫
y0

w∫
w0

β (t, s, γ) v2 (t, s, γ)dγdsdt

âèïëèâà¹ îöiíêà

v (x, y, w) ≥

c+

x∫
x0

y∫
y0

w∫
w0

β (t, s, γ)dγdsdt

 1
m

.
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Íàâåäåìî ùå êiëüêà ðåçóëüòàòiâ äëÿ âèïàäêó N = 1, ÿêi
ïîâòîðþþòü çà ñóòòþ äåÿêi ç ðåçóëüòàòiâ iç [103].

Íåõàé [a, b] � ñåãìåíò íà äiéñíié îñi (−∞ < a < b <∞). Íà [a, b]
ðîçãëÿäàòèìåìî ðiâíÿííÿ

x (t) = f (t) + α (t)

t∫
a

(β (s)− γ (s)) g (x (s)) ds, (24.33)

äå α (t), β (t), γ (t) � íåïåðåðâíi íåâiä'¹ìíi íà [a, b] ôóíêöi¨, g (x) −
íåïåðåðâíà íåñïàäíà i ñòðîãî äîäàòíÿ ïðè x ∈ (λ0, λ1), f (t) −
íåïåðåðâíà ïðè t ∈ [a, b]; âñi ôóíêöi¨ ïðèéìàþòü äiéñíi çíà÷åííÿ.
Íåõàé íåïåðåðâíi ïðè t ∈ [a, b] ôóíêöi¨ u (t), v (t) çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíîñòi

u(t)≤f (t) +α(t)
t∫
a
β(s)g (u(s)) ds−α(t)

t∫
a
γ(s)g (v(s)) ds,

v(t)≥f (t) +α(t)
t∫
a
β(s)g (v(s)) ds−α(t)

t∫
a
γ(s)g (u(s)) ds.

(24.34)

Íåõàé ñèñòåìà ðiâíÿíü

y(t)=f (t) +α(t)
t∫
a
β(s)g (y(s)) ds−α(t)

t∫
a
γ(s)g (z(s)) ds,

z(t)=f (t) + α(t)
t∫
a
β(s)g (z(s)) ds−α(t)

t∫
a
γ(s)g (y(s)) ds

(24.35)

ìà¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíèé íà [a, b] ðîçâ'ÿçîê (y (t) , z (t)). Î÷åâèäíî, ùî
y (t) = z (t) = x (t), ÿêùî x (t) � ¹äèíèé íåïåðåðâíèé íà [a, b] ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (24.33). ßñíî, ùî êîëè iñíó¹ íåïåðåðâíèé íà [a, b] ðîçâ'ÿçîê
x (t) ðiâíÿííÿ (24.33), òî (x (t) , x (t)) ¹ ¹äèíèì íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè (24.35). Òîäi íà [a, b] ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

u (t) ≤ x (t) ≤ v (t) . (24.36)

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü ïîõiäíi f ′ (t), α′ (t). Ïîçíà÷èâøè

h (t) =

t∫
a

(β (s)− γ (s)) g (x (s)) ds (24.37)
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òà ñêîðèñòàâøèñü ç (24.33), ìîæíà îòðèìàòè

(f (t) + α (t)h (t))′ = α (t) (β (t)− γ (t)) g (x (t)) + α′ (t)h (t) = f ′ (t) .

Öå îçíà÷à¹, ùî

x′ (t) = α (t) (β (t)− γ (t)) g (x (t)) + α′ (t)h (t) + f ′ (t) . (24.38)

Äîäàòêîâî ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ λ (t),H (t),
äëÿ ÿêèõ

f ′(t)+α′(t)h(t)=f ′(t)+α′(t)
t∫
a

(β(s)− γ(s)) g (λ(s)) ds≤

6H(t)g (λ(t)) .
(24.39)

Òîäi
x′ (t) ≤ (α (t) (β (t)− γ (t)) +H (t)) g (x (t)) .

Îñêiëüêè g (λ) > 0, òî çâiäñè

dx

g (x)
≤ (H (t) + α (t) (β (t)− γ (t))) dt,

ùî ïðèçâîäèòü çàâäÿêè ëiâié iç íåðiâíîñòåé (24.36) äî îöiíêè

G (u (t)) ≤ G (f (a)) +

t∫
a

(H (s) + α (s)) (β (s)− γ (s)) ds, (24.40)

ó ÿêié ôóíêöiÿ G (x) äëÿ x > x0, x, x0 ∈ (λ0, λ1) îçíà÷åíà çà
äîïîìîãîþ ðiâíîñòi

G (x) =

x∫
λ0

dλ

g (λ)
. (24.41)

Öèì äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 24.7. Íåõàé: 1) g (λ) � íåïåðåðâíà ìîíîòîííà ñòðîãî

äîäàòíà ïðè x ∈ (λ0, λ1) ôóíêöiÿ, f (t), α (t) � íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíi íåâiä'¹ìíi íà [a, b], β (t), γ (t) � íåïåðåðâíi íåâiä'¹ìíi
ïðè t ∈ [a, b] ôóíêöi¨, α (t) ≥ 0; 2) çàäàíà íåïåðåðâíà íà [a, b]
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ôóíêöiÿ H (t) òàêà, ùî äëÿ âñÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ íà [a, b] ôóíêöi¨ λ (t)
ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (24.39); 3) ñèñòåìà ðiâíÿíü ìà¹ ìà¹
¹äèíèé íà [a, b] íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê. Òîäi ç íåðiâíîñòåé (24.34)
âèïëèâà¹ îöiíêà (24.40).

Ñôîðìóëþ¹ìî äåùî çàãàëüíiøèé ðåçóëüòàò. Íåõàé: 1) íåïåðåðâíà
ñòðîãî äîäàòíà äiéñíà ôóíêöiÿ ϕ (y, z) (y, z ∈ (λ0, λ1)) íå ñïàäà¹
ùîäî y, íå çðîñòà¹ ùîäî z; 2) íà ñåãìåíòi [a, b] çàäàíi íåïåðåðâíi
äiéñíi ôóíêöi¨ α (t) ≥ 0, β (t) ≥ 0, f (t), ïðè÷îìó iñíóþòü íåïåðåðâíi
ïîõiäíi f ′ (t), α′ (t); 3) çàäàíi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ u (t), v (t) ïðè t ∈
[a, b] çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

u (t) ≤ f (t) + α (t)
t∫
a
β (s)ϕ (u (s) , v (s)) ds,

v (t) ≥ f (t) + α (t)
t∫
a
β (s)ϕ (v (s) , u (s)) ds;

(24.42)

4) ñèñòåìà

y (t) = f (t) + α (t)
t∫
a
β (s)ϕ (y (s) , z (s)) ds,

z (t) = f (t) + α (t)
t∫
a
β (s)ϕ (v (s) , u (s)) ds

(24.43)

ìà¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíèé íà [a, b] ðîçâ'ÿçîê; 5) iñíó¹ íåïåðåðâíà íà
[a, b] ôóíêöiÿ H (t) òàêà, ùî äëÿ âñÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ íà [a, b] ôóíêöi¨
λ (t) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f ′ (t) + α′ (t)

t∫
a

β (s)ϕ (λ (s) , λ (s)) ds ≤ H (t)ϕ (λ (t) , λ (t)) . (24.44)

Òåîðåìà 24.8. ßêùî âèêîíàíi óìîâè 1)-5), òî ñïðàâäæó¹òüñÿ
îöiíêà

G (u (t)) ≤ G (f (a)) +

t∫
a

(H (s) + α (s)β (s)) ds, (24.45)
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äå ôóíêöiÿ G (x) îçíà÷åíà äëÿ x ≥ λ0, x ∈ (λ0, λ1) çà äîïîìîãîþ
ôîðìóëè

G (x) =

x∫
λ0

dλ

ϕ (λ, λ)
. (24.46)

Äîâåäåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè çà àíàëîãi÷íîþ äî ñõåìè äîâåäåííÿ
òåîðåìè 24.7 ìåòîäèêîþ. Ç ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (24.43)
âèïëèâà¹ ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó x (t) ðiâíÿííÿ

x (t) = f (t) + α (t)

t∫
a

β (s)ϕ (x (s) , x (s)) ds. (24.47)

Òîìó ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi (24.36). Çîêðåìà, ç ïåðøî¨ ç íèõ âèïëèâà¹

u (t) ≤ x (t) = f (t) + α (t)

t∫
a

β (s)ϕ (x (s) , x (s)) ds. (24.48)

Ïiñëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ ðiâíîñòi (24.47) i âèêîðèñòàííÿ óìîâè 5),
îòðèìó¹ìî

x′ (t) ≤ (H (t) + α (t)β (t))ϕ (x (t) , x (t)) .

Îòæå,

G (x (t)) ≤ G (f (a)) +

t∫
a

(H (s) + α (s)β (s))ds.

Çâiäñè ç îãëÿäó íà (24.48) îòðèìó¹ìî ïîòðiáíó íåðiâíiñòü (24.45).
Òåîðåìó äîâåäåíî.

ßêùî â (24.44) ìà¹ìî ïðîòèëåæíó íåðiâíiñòü, òî çàìiñòü (24.45)
áóäåìî ìàòè

G (v (t)) ≥ G (f (a)) +

t∫
a

(H (s) + α (s)β (s)) ds.

Äîâåäåííÿ òàêå ñàìå, ÿê i äîâåäåííÿ òåîðåìè 24.8, ÿêùî çàìiñòü ëiâî¨
ç íåðiâíîñòåé (24.36) ñêîðèñòàòèñÿ ïðàâîþ ç íèõ.
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Òåîðåìó 24.8 ìîæíà óçàãàëüíèòè, íàïðèêëàä, ó òàêèé ñïîñiá, ùîá
çàìiñòü ôóíêöi¨ β (t) ðîçãëÿäàòè â óìîâàõ òåîðåìè 24.8 ôóíêöiþ
β (t) − γ (t), ÿêùî äëÿ β (t) i γ (t) âèìàãàòè òèõ ñàìèõ îáìåæåíü,
ÿêèì ïiäïîðÿäêîâàíà ôóíêöiÿ β (t) â óìîâàõ öi¹¨ òåîðåìè. Ïðè öüîìó
âiäïîâiäíèì ÷èíîì ïîòðiáíà çìiíèòè ñïiââiäíîøåííÿ (24.43)-(24.45),
ìàþ÷è íà óâàçi ôîðìàëüíèé ñèíòåç óìîâ òåîðåìè 24.7 òà 24.8. Äåòàëi
ôîðìóëþâàííÿ îòðèìàíîãî ó òàêèé ñïîñiá òâåðäæåííÿ ïðîïóñêà¹ìî.

Íàâåäåìî ùå äâà òâåðäæåííÿ, ÿêi ó òîé ÷è iíøèé ñïîñiá
óçàãàëüíþþòü ïîïåðåäíi äâi òåîðåìè. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî òàêó
ñèòóàöiþ. Íåõàé: 1) çàäàíi íåïåðåðâíi íåñïàäíi ùîäî y íåçðîñòàþ÷i
ùîäî z ôóíêöi¨ ϕ (y, z), F (y, z), ïðè÷îìó ïðè y, z ∈ (λ0, λ1) ìà¹ìî
ϕ (y, z) > 0; 2) β (t) � íåïåðåðâíà íåâiä'¹ìíà ïðè t ∈ [a, b]
ôóíêöiÿ; 3) íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ u (t), v (t) ïðè t ∈ [a, b] çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíîñòi

u (t) ≤ F (c+
t∫
a
β (s)ϕ (u (s) , v (s)) ds, c+

+
t∫
a
β (s)ϕ (v (s) , u (s)) ds),

v (t) ≥ F (c+
t∫
a
β (s)ϕ (v (s) , u (s)) ds, c+

+
t∫
a
β (s)ϕ (u (s) , v (s)) ds);

(24.49)

4) ñèñòåìà ðiâíÿíü

y (t) = F (c+
t∫
a
β (s)ϕ (y (s) , z (s)) ds, c+

+
t∫
a
β (s)ϕ (z (s) , y (s)) ds),

z (t) = F (c+
t∫
a
β (s)ϕ (z (s) , y (s)) ds, c+

+
t∫
a
β (s)ϕ (y (s) , z (s)) ds)

(24.50)

ìà¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíèé ïðè t ∈ [a, b] ðîçâ'ÿçîê.
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Òåîðåìà 24.9. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ ùîéíî ñôîðìóëüîâàíi
óìîâè 1)-4). Òîäi ìàþòü ìiñöå îöiíêè

u (t) ≤ Φ

G−1

G (Φ (c)) +

t∫
a

β (s) ds

 ≤ v (t) , (24.51)

äå G−1 � îáåðíåíà äî G ôóíêöiÿ,

G (x) =

x∫
x0

dλ

ϕ (F (λ, λ) , F (λ, λ))
(x0, x ∈ (λ0, λ) , x ≥ x0) ,

Φ (x) = F (x, x) ,

i G (Φ (c)) +
t∫
a
β (s) ds íàëåæèòü îáëàñòi iñíóâàííÿ G−1.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿäàþ÷è ðiâíÿííÿ

x (t) = F (c+
t∫
a
β (s)ϕ (x (s) , x (s)) ds, c+

+
t∫
a
β (s)ϕ (x (s) , x (s)) ds),

ïîçíà÷èìî

h (t) = c+

t∫
a

β (s)ϕ (x (s) , x (s)) ds,

é îòðèìà¹ìî
x (t) = Φ (h (t)) , (24.52)

ùî çðåøòîþ ïðèçâîäèòü äî ðiâíîñòåé

h′ (t) = β (t)ϕ (Φ (h (t)) ,Φ (h (t))) , h (a) = c.

Çâiäñè

G (h (t))−G (h (a)) =

t∫
a

β (s) ds,
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h (t) = G−1

G (h (a)) +

t∫
a

β (s) ds

 .
Öå ç îãëÿäó íà (24.37), (24.52) îçíà÷à¹, ùî òåîðåìó äîâåäåíî.

Íåõàé òåïåð: 1) k (t, s) ≥ 0, f (t) � íåïåðåðâíi ïðè t, s ∈ [a, b];
2) ôóíêöiÿ ϕ (y, z) > 0 íåïåðåðâíà ïðè y, z ∈ (λ0, λ1) íå ñïàäà¹ ùîäî
y, íå çðîñòà¹ ùîäî z, ôóíêöiÿ F (y, z) íå ñïàäà¹ ùîäî y, íå çðîñòà¹
ùîäî z i íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ; 3) íåïåðåðâíi ôóíêöi¨
u (t), v (t) çàäîâîëüíÿþòü ïðè t ∈ [a, b] íåðiâíîñòi

u (t) ≤ F (f (t) +
t∫
a
k (t, s)ϕ (u (s) , v (s)) ds, f (t) +

+
t∫
a
k (t, s)ϕ (v (s) , u (s)) ds),

v (t) ≥ F (f (t) +
t∫
a
k (t, s)ϕ (v (s) , u (s)) ds, f (t) +

+
t∫
a
k (t, s)ϕ (u (s) , v (s)) ds);

4) ñèñòåìà ðiâíÿíü

y (t) = F (f (t) +
t∫
a
k (t, s)ϕ (y (s) , z (s)) ds, f (t) +

+
t∫
a
k (t, s)ϕ (z (s) , y (s)) ds),

z (t) = F (f (t) +
t∫
a
k (t, s)ϕ (z (s) , y (s)) ds, f (t) +

+
t∫
a
k (t, s)ϕ (y (s) , z (s)) ds)

ìà¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíèé íà [a, b] ðîçâ'ÿçîê.
Òåîðåìà 24.10. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ ùîéíî ñôîðìóëüîâàíi

óìîâè 1)-4), òî ìà¹ ìiñöå îöiíêà

u (t) ≤ Φ

G−1

G (f̄ (t)
)

+

t∫
a

k̄ (t, s) ds

 ,



267

äå
Φ (x) = F (x, x) ,

f̄ = f̄ (t) = sup
σ∈[a,t]

f (σ) , k̄ (t, s) = sup
σ∈[a,t]

k̄ (σ, s) ,

G (x) =

x∫
x0

dλ

ϕ (F (λ, λ) , F (λ, λ))
(x0, x ∈ (λ0, λ1) , x ≥ x0) ,

ÿêùî òiëüêè G
(
f̄ (t)

)
+

t∫
a
k̄ (t, s) ds íàëåæèòü äî îáëàñòi iñíóâàííÿ

ôóíêöi¨ G−1, îáåðíåíî¨ äî G.
Äîâåäåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè çà ñõåìîþ, ïîäiáíîþ äî ñõåìè

äîâåäåííÿ òåîðåìè 24.9.
ßêùî â óìîâàõ òåîðåìè 24.9 ôóíêöiÿ F (y, z) íå çàëåæèòü âiä z,

òî ç òåîðåìè 24.9 âèïëèâà¹ âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò iç [57] (äèâ. [57],
òåîðåìà 19.4 òà 19.5). Ç òåîðåìè 24.10 çà òàêîãî æ ïðèïóùåííÿ ùîäî
F (y, z) îòðèìó¹òüñÿ òåîðåìà 19.6 iç [57].

Çàóâàæåííÿ 24.2. Ìàéæå î÷åâèäíèì ñïîñîáîì ìîæíà
îòðèìàòè àíàëîãè íàâåäåíèõ òóò òåîðåì äëÿ îäíîñòîðîííüî
ëiïøèöi¹âèõ îïåðàòîðiâ ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü. Íà
äîêëàäíiøîìó ôîðìóëþâàííi òàêèõ òâåðäæåíü íå çóïèíÿ¹ìîñÿ,
áî ¨õ ëåãêî ñêîíñòðóþâàòè íà îñíîâi íàâåäåíèõ òóò ðåçóëüòàòiâ.
Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî íàâåäåíi òóò ðåçóëüòàòè îõîïëþþòü
÷èñëåííi ðåçóëüòàòè ùîäî iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòåé, îïóáëiêîâàíèõ
iíøèìè àâòîðàìè (äèâ. òàêîæ [57]).

5. Ïåðåéäåìî äî îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ äåùî çàãàëüíiøèõ çà (24.19)
ðiâíÿíü âèãëÿäó

x (t) = ϕ

t, t∫
t0

β (s) g (s, x (s)) ds

 . (24.53)

Áóäåìî ñïî÷àòêó ïðèïóñêàòè, ùî âñi ôóíêöi¨ â (24.53) ¹ äiéñíèìè,
t0 =

{
t10, . . . t

N
0

}
, T0 =

{
T 1

0 , . . . T
N
0

}
, t0 ≤ t ≤ T , äå íåðiâíîñòi, ÿê

i ðàíiøå, ðîçóìi¹ìî ÿê ïîêîîðäèíàòíi: ti0 ≤ ti ≤ T i
(
i = 1, N

)
.

Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî: 1) β (t) ≥ 0; 2) g (t, x) > 0; 3) ϕ (t, x), g (t, x)
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íå ñïàäàþòü ùîäî x. Ìîâà éòèìå ïðî ïîðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêó x∗ (t)
ðiâíÿííÿ (24.53) ç ðîçâ'ÿçêîì u (t) íåðiâíîñòi

u (t) ≤ ϕ

t, t∫
t0

β (s) g (s, u (s)) ds

 . (24.54)

Ïîçíà÷èìî

w (t) =

t∫
t0

β (s) g (s, u (s)) ds.

Òîäi
u (t) ≤ ϕ (t, w (t)) . (24.55)

Çàâäÿêè óìîâi 3) ìà¹ìî

w (t) ≤
t∫

t0

β (s) g (s, ϕ (s, w (s))) ds. (24.56)

Îòæå, äëÿ çíàõîäæåííÿ îöiíêè ðîçâ'ÿçêó u (t) íåðiâíîñòi (24.54)
ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ îöiíêîþ ðîçâ'ÿçêó w (t) íåðiâíîñòi (24.56).
Ïðèïóñòèìî, çàäëÿ ñïðîùåííÿ ìiðêóâàíü, ùî âñi ôóíêöi¨, ÿêi
ìiñòÿòüñÿ â (24.54) i (24.56), ¹ íåïåðåðâíèìè ïðè t ∈ [t0, T ].
Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî: 4) íà [t0, T ] ðiâíÿííÿ

y (t) =

t∫
t0

β (s) g (s, ϕ (s, y (s))) ds (24.57)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y (t). Ç òåîðåìè 22.2 âèïëèâà¹ îöiíêà

w (t) ≤ y (t) (t ∈ [t0, T ]) . (24.58)

Ðîçâ'ÿçîê y (t) ðiâíÿííÿ (24.57) â çàãàëüíîìó âèãëÿäi âäà¹òüñÿ
çíàéòè äàëåêî íå çàâæäè äëÿ N = 1, à òèì ïà÷å äëÿ N ≥ 2, áî
òiëüêè ó âèíÿòêîâèõ âèïàäêàõ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi
âiäïîâiäíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

∂Ny (t)
∂t1 . . . ∂tN

= β (t) g (t, ϕ (t, y (t))) . (24.59)
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Òîìó íåðiäêî äîöiëüíî, íàïðèêëàä, äëÿ çàñòîñóâàíü ó ëiíiéíié òåîði¨,
îáìåæèòèñÿ îöiíêîþ éîãî ðîçâ'ÿçêó çâåðõó.

Ïðèïóñòèìî: 5) iñíó¹ äîñòàòíüî ãëàäêà ôóíêöiÿ G (t, y), äëÿ ÿêî¨

∂NG (t, y (t))
∂t1 . . . ∂tN

≤ 1
g (t, ϕ (t, y(t))

· ∂Ny (t)
∂t1 . . . ∂tN

, G (0, 0) = 0 (24.60)

äëÿ âñÿêî¨ äîñòàòíüî ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ y (t) àáî áîäàé äëÿ âñÿêîãî
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (24.57). Ç îãëÿäó íà ïðèïóùåííÿ 2) i 4)
òåîðåìè 24.7 iç (24.59), (24.60) âèïëèâà¹

∂NG (t, y (t))
∂t1 . . . ∂tN

≤ β (t) ,

òîáòî,

G (t, y (t)) ≤
t∫

t0

β (s) ds. (24.61)

Òåîðåìà 24.11. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1)-5) òà: 6) iñíó¹
T̃ ∈ (t0, T ] òàêå, ùî ðiâíiñòü G (t, y) = λ âèçíà÷à¹ íåñïàäíó ùîäî λ

(ÿâíó àáî íåÿâíó) ôóíêöiþ H (t, λ) ïðè t ∈
[
t0, T̃

]
, λ ≥ 0. Òîäi ìà¹

ìiñöå îöiíêà

u (t) ≤ ϕ

t,H
t, t∫

t0

β (s) ds

 (
t ∈
[
t0, T̃

])
. (24.62)

Äîâåäåííÿ. Ç íàâåäåíèõ ïåðåä ôîðìóëþâàííÿì òåîðåìè
ìiðêóâàíü, ÿêi ïðèçâîäÿòü äî îöiíêè (24.61), âèïëèâà¹, ùî

y (t) ≤ H

t, t∫
t0

β (s) ds

 .

Çâiäñè, çàâäÿêè (24.55) òà (24.58), îòðèìó¹ìî (24.62). Òåîðåìó
äîâåäåíî.
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Ó òîìó âèïàäêó, êîëè íåðiâíiñòü (24.54) ìà¹ âèãëÿä

u (t) ≤ ϕ

c+

t∫
t0

β (s) g (u (s)) ds

 (c = const) ,

çà âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 24.11, ïðè÷îìó ôóíêöiÿ G (t, x) íå
çàëåæèòü âiä t, íåðiâíiñòü íàáóâà¹ âèãëÿäó

u (t) ≤ ϕ

G−1

G (c) +

t∫
t0

β (s) ds

 , (24.63)

äå G−1 � îáåðíåíà äî G ôóíêöiÿ.
ßêùî ϕ (t, x) ìà¹ âèãëÿä ϕ (t, x) ≡ x, íåðiâíiñòü (24.63) ñïiâïàäà¹

(äèâ. òàêîæ [111]) ç íåðiâíiñòþ (24.22), ÿêà óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàò
Ð.Ãóòîâñüêîãî [121]. Çàçíà÷èìî, ùî â [121] ðîçãëÿäàâñÿ òiëüêè
âèïàäîê N = 2 ç ôóíêöiÿìè g i G ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, à òàêîæ
òå, ùî äëÿ N = 1 i g (t, x), G (t, x), ÿêi íå çàëåæàòü âiä t, óìîâà 5)
ñïðàâäæó¹òüñÿ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1)-4). Ïðè öüîìó îáèäâà
ñïiââiäíîøåííÿ (24.60) ¹ ðiâíîñòÿìè. Ç òåîðåìè 24.9 âèïëèâàþòü
îöiíêè, êîòði íàâiòü ïðè N = 1 ¹ çàãàëüíiøèìè çà âiäïîâiäíèé
ðåçóëüòàò ç [121] (äèâ. [65]), ÿêèé óçàãàëüíþ¹ íåðiâíiñòü Áiõàði (äèâ.,
íàïð., [13, 92]). Ïðè N = 2 ç òåîðåìè 24.9 îòðèìóþòüñÿ òàêîæ
âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè ç [135] òà [111], à òàêîæ íåðiâíîñòi Âîëüòåððà
[13].

Äåùî çìiíèâøè ó ìiðêóâàííÿõ, êîòði âèêîðèñòàíi äëÿ äîâåäåííÿ
òåîðåìè 24.11, ìîæíà îòðèìàòè óçàãàëüíåííÿ öi¹¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 24.12. Íåõàé çàìiñòü óìîâè 3) òåîðåìè 24.11

ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà: 3') ϕ (t, x) òà ϕ

(
t,

t∫
t0

β (s) g (s, x) ds

)
íå

ñïàäàþòü ùîäî x. ßêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðåøòà óìîâ òåîðåìè 24.9,
òî çáåðiãà¹òüñÿ òâåðäæåííÿ öi¹¨ òåîðåìè.

Mîæíà äîâåñòè i òàêèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 24.13. ßêùî îáèäâà ñïiââiäíîøåííÿ (24.60) ¹

ðiâíîñòÿìè, à çàìiñòü óìîâè 3) ìà¹ìî óìîâó: 3�) ïðàâà ÷àñòèíà
ó íåðiâíîñòi (24.54) íå ñïàäà¹ ùîäî u, òî ç âèêîíàííÿ iíøèõ
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ïðèïóùåíü òåîðåìè 24.11 íåðiâíiñòü (24.54) ïðèçâîäèòü äî
íåðiâíîñòi (24.62).

Öÿ òåîðåìà òàêîæ óçàãàëüíþ¹ îñíîâíèé ðåçóëüòàò ç [65], ÿêèé
íàëåæèòü Ñ. Ã. Äåî (äèâ. áiáëiîãðàôiþ â [57, 65]).

Îáèäâi ïîïåðåäíi òåîðåìè ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè çàãàëüíiøîãî
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 24.14. Ïðèïóñòèìî, ùî ó ðiâíÿííi

x (t) = ϕ

t, t∫
t0

k (t, s, x (s)) ds

 (24.64)

çàäàíi m-âèìiðíi âåêòîð-ôóíêöi¨ ϕ (t, x), k (t, s, x) ¹ íåïåðåðâíèìè çà
ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ ïðè t, s ∈ [t0, T ], x ∈ Rm, t0 ≤ T , t0, T ∈ RN .
ßêùî íåïåðåðâíà âåêòîð-ôóíêöiÿ u (t) : [t0, T ] → Rm çàäîâîëüíÿ¹
íåðiâíiñòü

u (t) ≤ ϕ

t, t∫
t0

k (t, s, u (s)) ds

 (24.65)

i ïðàâà ÷àñòèíà â (24.64) íå ñïàäà¹ ùîäî x, òî iñíó¹ T0 ∈ (t0, T ] òàêå,
ùî íà [t0, T0] âèçíà÷åíèé íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (24.64), äëÿ
ÿêîãî ìà¹ ìiñöå îöiíêà

u (t) ≤ x (t) (t ∈ [t0, T0]) .

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èâøè

y (t) =

t∫
t0

k (t, s, x (s)) ds,

ïåðåêîíó¹ìîñÿ áåçïîñåðåäíüî, ùî y (t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

y (t) =

t∫
a

k (t, s, ϕ (s, y (s))) ds, (24.66)
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ïðè÷îìó
x (t) = ϕ (t, y (t)) . (24.67)

Ç äîïîìîãîþ òðàäèöiéíèõ ìiðêóâàíü ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ â
iñíóâàííi òàêîãî T1 ∈ (t0, T ], ùî ïðè t ∈ [t0, T1] âèçíà÷åíèé
íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê y (t) ðiâíÿííÿ (24.66). Äî íüîãî ðiâíîìiðíî
íà [t0, T1] çáiãà¹òüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòü {ynk

(t)} ïîñëiäîâíîñòi {yn (t)},
îçíà÷åíî¨ çà äîïîìîãîþ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó

yn+1 (t) =

t∫
t0

k (t, s, ϕ (s, yn (s))) ds (n = 0, 1, . . .) ,

äå

y0 (t) =

t∫
t0

k (t, s, u (s)) ds.

Ñêîðèñòàâøèñü ç ïîçíà÷åíü

xn+1 (t) = ϕ (t, yn (t)) , x0 (t) = u (t) , (24.68)

îäåðæèìî

yn (t) =

t∫
t0

k (t, s, xn (s)) ds,

òîáòî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {xn (t)} çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

xn+1 (t) = ϕ

t, t∫
t0

k (t, s, xn (s)) ds


ïðè n = 0, 1, . . ., t ∈ [t0, T1]. Ìîíîòîííiñòü ïðàâî¨ ÷àñòèíè (24.64)
î÷åâèäíèì ñïîñîáîì ïðèçâîäèòü äî ñïiââiäíîøåíü

xn (t) ≤ xn+1 (t) (t ∈ [t0, T1] , n = 0, 1, . . .) . (24.69)

Ïiäïîñëiäîâíiñòü {xnk+1 (t)} ÿêà çãiäíî ç (24.68) âiäïîâiäà¹
ïiäïîñëiäîâíîñòi {ynk

(t)}, êîòðà çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó y (t) ðiâíÿííÿ
(24.66), çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi

xnk+1 (t) = ϕ (t, ynk
(t)) .
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Òîìó ç íåïåðåðâíîñòi ϕ (t, y) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ãðàíèöi
x (t) = lim

k→∞
xnk+1 (t) i ðiâíiñòü (24.67), òîáòî, âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü

ðîçâ'ÿçêó x (t) ðiâíÿííÿ (24.64).
Êðiì òîãî, âðàõîâóþ÷è (24.69) òà íåïåðåðâíiñòü ϕ (t, x), k (t, s, x),

ìîæíà äiéòè âèñíîâêó, ùî ñàìà ïîñëiäîâíiñòü {xn (t)} çáiãà¹òüñÿ
ðiâíîìiðíî äî x (t), à ïîñëiäîâíiñòü {yn (t)} çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî äî
y (t) ïðè t ∈ [t0, T1]. Ç (24.69) âèïëèâà¹ òàêîæ îöiíêà u (t) ≤ x (t) äëÿ
t ∈ [t0, T1].

ßêùî T1 ≤ T , òðàäèöiéíèì ñïîñîáîì ìîæíà äîâåñòè (äèâ., íàïð.,
[17]), ùî ðîçâ'ÿçêè y (t) òà x (t) ìîæíà ïðîäîâæèòè àáî íà [t0, T ],
àáî íà äåÿêèé ìàêñèìàëüíèé N -ìiðíèé ïðîìiæîê [t0, T0). Ìîæíà
ïåðåêîíàòèñÿ, ùî íà öåé ïðîìiæîê äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ íåðiâíiñòü
u (t) ≤ x (t). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Äîäàòêîâå ïðèïóùåííÿ ïðî ìîíîòîííå íåñïàäàííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè
ðiâíÿííÿ (24.66) ùîäî y äîçâîëÿ¹ çáåðåãòè òâåðäæåííÿ òåîðåìè
24.12 äëÿ íåðiâíîñòi (24.65) i ðiâíÿííÿ (24.64), i äëÿ áàíàõîâèõ
ïðîñòîðiâ (çàìiñòü Rm), ó ÿêèõ íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü çàïðîâàäæåíà
çà äîïîìîãîþ êîíóñà, ÿêèé ìà¹ âëàñòèâîñòi òiëåñíîñòi i ïðàâèëüíîñòi
(äèâ., íàïð., [16, 17, 57]), à òàêîæ äëÿ äîâiëüíèõ íàïiâóïîðÿäêîâàíèõ
áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ çà ïðèïóùåííÿ, ùî ϕ i k ¹ ëiïøèöi¹âèìè
îïåðàòîðàìè.

Ïðèêëàä 24.5. Ïðèïóñòèìî, ùî m = 1, N ≥ 1, ðiâíÿííÿ (24.64)
ìà¹ âèãëÿä

x (t) = ϕ

t, t∫
t0

h (t, s) g (s, x (s)) ds


i çàìiñòü (24.65) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

u (t) ≤ ϕ

t, t∫
t0

h (t, s) g (s, u (s)) ds

 , (24.70)

äå âñi ôóíêöi¨ íåïåðåðâíi, ϕ (t, x), g (t, x) íå ñïàäàþòü ùîäî x,
g (t, y) > 0, ϕ (t, y) ≥ 0, h (t, s) ≥ 0, u (t) ≥ 0 ïðè t ∈ [t0, T ], y ∈ R1,
y ≥ 0. Óìîâè òåîðåìè 24.14 çàáåçïå÷åíi é òîìó ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü
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u (t) ≤ x (t). Ðiâíÿííÿ (24.66) äëÿ öüîãî âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä

y (t) =

t∫
t0

h (t, s) g (s, ϕ (s, y (s))) ds.

ßêùî äîäàòêîâî ïðèïóñòèìî, ùî

∂ph (t, s)
∂t1 . . . ∂tN

≤ 0
(
p = 1, N

)
,

òî çâiäñè ïiñëÿ N -êðàòíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ âèïëèâà¹, ùî

∂Ny (t)
∂t1 . . . ∂tN

≤ h (t, t) g (t, ϕ (t, y (t))) .

ßêùî äëÿ ðîçâ'ÿçêó y (t) ìàþòü ìiñöå ïðèïóùåííÿ 5) òà 6), òî
âiçüìåìî äî óâàãè (24.67) i ìîíîòîííiñòü ϕ (t, y). Òîìó ìîæíà ââàæàòè
äîâåäåíîþ îöiíêó (24.62) äëÿ ðîçâ'ÿçêó u (t) íåðiâíîñòi (24.70), â
ÿêié çàìiñòü β (t) ïîòðiáíî âçÿòè h (t, t). Òåîðåìè 24.12 i 24.13 ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê îêðåìi âèïàäêè ç öüîãî ïðèêëàäó.

6. Íàâåäåìî ùå îäèí ðåçóëüòàò ïðî äâîñòîðîííi îïåðàòîðíi
íåðiâíîñòi â òåðìiíàõ äîâiëüíèõ íàïiâóïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðiâ.
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

x = FTx (24.71)

çà ïðèïóùåííÿ, ùî F : E1 → E0, T : E0 → E1, E0 ⊆ E1, E1 ⊆ Ẽ,
E � íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið, Ẽ � äåÿêèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið.
Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(α) Çàäàíi îïåðàòîðè F1 (y, z) , F2 (y, z) : E1 × E1 → E0,
T1 (p, q) , T2 (p, q) : E0 × E0 → E1, ÿêi íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ
àðãóìåíòiâ i äëÿ ÿêèõ ïðàâäèâi ñïiââiäíîøåííÿ

F1 (T1 (x, x) , T2 (x, x)) ≤ FTx ≤ F2 (T2 (x, x) , T1 (x, x)) (x ∈ E0) ,

ïðè÷îìó îïåðàòîðè F1 (T1 (y, z) , T2 (z, y)), F2 (T2 (y, z) , T1 (z, y)) íå
ñïàäàþòü ùîäî y, íå çðîñòàþòü ùîäî z ïðè y, z ∈ E0.

(β) Çàäàíi åëåìåíòè u, v ∈ E0, äëÿ ÿêèõ ïðàâäèâi ñïiââiäíîøåííÿ

u ≤ F1 (T1 (u, v) , T2 (v, u)) ,
v ≥ F2 (T2 (v, u) , T1 (u, v)) .
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(γ) Ñèñòåìà ðiâíÿíü

p = T1 (F1 (p, q) , F2 (q, p)) ,
q = T2 (F2 (q, p) , F1 (p, q))

(24.72)

îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà â E1×E1 i äî êîìïîíåíò p, q ¨¨ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó
(p, q) çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòi {pn}, {qn}, ïîáóäîâàíi çà
äîïîìîãîþ ôîðìóë

pn+1 = T1 (F1 (pn, qn) , F2 (qn, pn)) ,
qn+1 = T2 (F2 (qn, pn) , F1 (pn, qn)) (n = 0, 1, . . .)

(24.73)

ÿê äëÿ
p0 = T1 (u, v) , q0 = T2 (v, u) , (24.74)

òàê i äëÿ
p0 = T1 (x, x) , q0 = T2 (x, x) , (24.75)

äå x ∈ E0 � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (24.71).
Òåîðåìà 24.15. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè (α) − (γ), òî äëÿ

âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x ∈ E0 ðiâíÿííÿ (24.71) ìàþòü ìiñöå îöiíêè

u ≤ x ≤ v.

Äîâåäåííÿ ñõåìàòè÷íî çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíîãî. Äëÿ
ïîñëiäîâíîñòåé {pn}, {qn}, ïîáóäîâàíèõ çà (24.73), (24.75), óòâîðþ¹ìî
ïîñëiäîâíîñòi {un}, {vn} çà ôîðìóëàìè

un+1 = F1 (pn, qn) , vn+1 = F2 (qn, pn)

i äîâîäèìî çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨ ñïiââiäíîøåííÿ

un ≤ un+1, vn ≥ vn+1.

Êðiì òîãî, ç ïîñëiäîâíîñòåé {p̃n}, {q̃n}, îòðèìàíèõ çà äîïîìîãîþ
(24.73), (24.75), îçíà÷ó¹ìî iíøó ïàðó ïîñëiäîâíîñòåé {ũn}, {ṽn} çà
ôîðìóëàìè ũn+1 = F1 (p̃n, q̃n), ṽn+1 = F1 (q̃n, p̃n), ũ0 = u, ṽ0 = v,
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p̃0 = T1(u, v), q̃0 = T2(v, u), äëÿ êîìïîíåíò ÿêèõ ìîæíà îòðèìàòè
ñïiââiäíîøåííÿ

ũn ≤ ũn+1 ≤ x ≤ ṽn+1 ≤ ṽn.

Ñïiâñòàâëåííÿ öèõ i ïîïåðåäíiõ íåðiâíîñòåé ç íåðiâíîñòÿìè p0 ≤ x ≤
q0 çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà 24.13 äîâåäåíà â [100]. Âîíà ìiñòèòü ðåçóëüòàò, áëèçüêèé
äî ðåçóëüòàòiâ iç ��19, 20, 22 òà äî âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ iç [57].
Óìîâó (γ) ìîæíà á äåùî îñëàáèòè, âiäìîâèâøèñü âiä ïðèïóùåííÿ
ïðî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ç óìîâè (γ), ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî
öÿ ñèñòåìà (àáî æ äåÿêi iíøi äîïîìiæíi ñèñòåìè ðiâíÿíü, ïîâ'ÿçàíèõ
ç ðiâíÿííÿì (24.71) ïåâíèì ñïîñîáîì) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè iç ñïåöiàëüíèìè
âëàñòèâîñòÿìè. Çîêðåìà, êîðèñíèì ìîæå âèÿâèòèñÿ, ÿê i ó ïîïåðåäíiõ
ïàðàãðàôàõ, êóðïåëåâå ïîíÿòòÿ êðàéíüîãî ðîçâ'ÿçêó.

Çàóâàæåííÿ 24.3. Ðåçóëüòàòè öüîãî ïàðàãðàôó òàêîæ ìîæíà
ïîøèðèòè íà íàïiâëiïøèöi¹âi òà ÷àñòêîâî ëiïøèöi¹âi îïåðàòîðè ó
ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ðiâíÿíü.

Çàóâàæåííÿ 24.4. Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 24.15 ìîæíà
êîíñòðóþâàòè òi ÷è iíøi óçàãàëüíåííÿ ïîïåðåäíiõ òåîðì 24.1-
24.14.
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ÐÎÇÄIË IX. ÄÂÎÑÒÎÐÎÍÍI ÄÈ-
ÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍI I ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÎ-
ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍI ÍÅÐIÂÍÎÑÒI

Çàïî÷àòêîâàíà Ø. Ïiêàðîì íàïðèêiíöi XIX-ãî ñòîëiòòÿ òåîðiÿ
äèôåðåíöiàëüíèõ íåðiâíîñòåé (äèâ., íàïð., [94]) ðîçâèíóòà
Ñ.À.×àïëèãiíèì [97] äëÿ îáãðóíòóâàííÿ äâîñòîðîííüîãî ìåòîäó
×àïëèãiíà. Äëÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ íåðiâíîñòåé âè÷åðïíèé
ðåçóëüòàò íàëåæèòü Ò.Âàæåâñüêîìó [136]. Ðåçóëüòàòè Ò.Âàæåâñüêîãî
iñòîòíî âïëèíóëè íà äîñëiäæåííÿ Â.Âàëüòåðà [135], ß.Øàðñüêîãî
[133], Ð.Ðàá÷óêà [125] òà ÷èìàëî iíøèõ äîñëiäæåíü. Ïîäàíi â
öüîìó ðîçäiëi ðåçóëüòàòè ïðîäîâæóþòü, çîêðåìà, äîñëiäæåííÿ
iç [57]. Öi ðåçóëüòàòè ìîæíà ïîøèðèòè íà øèðøi êëàñè çàäà÷
äëÿ ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, cïèðàþ÷èñü íà
ðîçðîáëåíèé Í.Â.Àçáåëåâèì i éîãî ó÷íÿìè ïiäõiä äî òàêèõ êëàñiâ
ðiâíÿíü (äèâ. [2]).

�25. Äèôåðåíöiàëüíi i ôóíêöiîíàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíi íåðiâíîñòi

Äèôåðåíöiàëüíi íåðiâíîñòi, ó ÿêèõ éäåòüñÿ ïðî îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ
çàäà÷i Êîøi

x′ (t) = f (t, x (t)) , x (t0) = x0 (25.1)

ìàþòü, ÿê âiäîìî, òó âiäìiííiñòü âiä iíòåãðàëüíèõ òà iíøèõ
íåðiâíîñòåé, ùî, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó ñêàëÿðíî¨ íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ f (t, x) â óìîâàõ òåîðåì ïðî äèôåðåíöiàëüíi íåðiâíîñòi âîíà,
âçàãàëi êàæó÷è, íå ìóñèòü áóòè ìîíîòîííîþ ùîäî x. Ìàþòü ìiñöå,
íàïðèêëàä, òàêi äâi òåîðåìè (äèâ., íàïð. [57]).

Òåîðåìè 25.1. Íåõàé äiéñíà ôóíêöiÿ f (t, x) ¹ íåïåðåðâíîþ ïðè
t ∈ [t0, T ], x ∈ R1. Òîäi iç ñïiââiäíîøåíü

u′ (t) < f (t, u (t)) (t ∈ [t0, T ]) , u (t0) = x (t0) (25.2)

äëÿ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíî¨ íà t ∈ [t0, T ] ôóíêöi¨ u (t) âèïëèâà¹
îöiíêà

u (t) < x∗ (t) (25.3)
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ïðè t ∈ (t0, T ], ÿêùî iñíó¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèé íà [t0, T ]
ðîçâ'ÿçîê x∗ (t) çàäà÷i (25.1).

Çàìiíà íåðiâíîñòi (25.2) ïðîòèëåæíîþ ïðèçâîäèòü äî ïðîòèëåæíî¨
äî (25.3) îöiíêè u (t) > x∗ (t) ïðè t ∈ (t0, T ].

ßêùî çàìiñòü ñòðîãî¨ íåðiâíîñòi (25.2) ìà¹ìî íåñòðîãó íåðiâíiñòü

u′ (t) ≤ f (t, u (t)) (u (t0) = x0) , (25.4)

òî íåïåðåðâíîñòi f (t, x), âçàãàëi êàæó÷è, íåäîñòàòíüî äëÿ ïðàâäèâîñòi
îöiíêè

u (t) ≤ x∗ (t) (t ∈ [t0, T ]) (25.5)

äëÿ âñÿêîãî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) çàäà÷i
(25.1), îçíà÷åíîãî íà [t0, T ].

Òåîðåìà 25.2. ßêùî ôóíêöiÿ f (t, x) ¹ íåïåðåðâíîþ ïðè t ∈
[t0, T ], x ∈ R1 i çàäà÷à (25.1) ìà¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèé
íà [t0, T ] ðîçâ'ÿçîê x∗ (t), òî ç ïðàâäèâîñòi (25.4) äëÿ t ∈
[t0, T ] ç íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ u (t) âèïëèâà¹ îöiíêà
(25.5). Ïðîòèëåæíà äî íåðiâíîñòi (25.4) íåðiâíiñòü ïðèçâîäèòü äî
ïðîòèëåæíî¨ äî (25.5) íåðiâíîñòi u (t) ≥ x∗ (t).

Áóäåìî âåñòè ìîâó ïðî çàäà÷ó (25.1) â RN . Îòæå, éäåòüñÿ ïðî N -
ìiðíó (N <∞) ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Âçàãàëi êàæó÷è,
íà òàêó ñèòóàöiþ íi òåîðåìó 25.1, íi òåîðåìó 25.2 íå ìîæíà ïîøèðèòè
áåç äîäàòêîâèõ îáìåæåíü ùîäî f (t, x). Çàäëÿ öüîãî çà äîäàòêîâå
îáìåæåííÿ ÷àñòî áåðóòü òàêå ïðèïóùåííÿ.

Óìîâà W. Ôóíêöiÿ f (t, x) = {f1 (t, x1, . . . , xN ) , . . . ,
fN (t, x1, . . . , xN )} ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü, ùî fi(t, x1, . . . , xj−1,
xj , xj+1, . . . , xN ) íå ñïàäà¹ ùîäî âñiõ àðãóìåíòiâ xj çà âèíÿòêîì
õiáà-ùî òîãî ç íèõ, äëÿ ÿêîãî i = j

(
i = 1, N

)
.

Óìîâó W íàçèâàþòü ïîçàäiàãîíàëüíîþ ìîíîòîííiñòþ àáî
êâàçiìîíîòîííiñòþ; iíîäi ¨¨ íàçèâàþòü óìîâîþ Ò. Âàæåâñüêîãî (äèâ.,
íàïð., [136, 125, 57]).

Òåîðåìà 25.3. Íåõàé ôóíêöiÿ f : [t0, T ] × RN → RN

çàäîâîëüíÿ¹ òàêi ñàìi óìîâè, ÿêi ïîñòóëþ¹ òåîðåìà 25.2 i, êðiì
òîãî, ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà W. Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (25.5)
äëÿ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíîãî âåðõíüîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) çàäà÷i
(25.1).
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Òåîðåìà 25.4. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 25.1 äëÿ
ôóíêöi¨ f : [t0, T ] × RN → RN òà ñòâåðäæó¹òüñÿ óìîâà W, òî äëÿ
âñÿêîãî íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíîãî íà [t0, T ] ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) çàäà÷i
(25.1) ìà¹ ìiñöå îöiíêà (25.3).

Îêðåìî ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó 25.3 äëÿ âèïàäêó ¹äèíîñòi
ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) çàäà÷i (25.1) â RN .

Òåîðåìà 25.5. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 25.3
i çàäà÷à (25.1) ìà¹ íà [t0, T ] ¹äèíèé íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèé
ðîçâ'ÿçîê x∗ (t) = {x∗1 (t) , . . . , x∗N (t)}. Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà (25.5).

ßê i â îäíîìiðíîìó âèïàäêîâi N = 1, çàìiíà íåðiâíîñòåé (25.2) òà
(25.4) íà ïðîòèëåæíi ïðèâîäèòü âiäïîâiäíî äî îöiíîê, ïðîòèëåæíèõ äî
(25.3) òà (25.5). Íåðiâíîñòi u < v òà u ≤ v òðàêòó¹ìî ÿê ïîêîîðäèíàòíi
íåðiâíîñòi ui < vi òà ui ≤ vi

(
i = 1, N

)
âiäïîâiäíî.

Î÷åâèäíî, ùî âñÿêà óìîâà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (25.1) ¹
ïiäñòàâîþ äëÿ ôîðìóëþâàííÿ âiäïîâiäíîãî íàñëiäêó ç òåîðåìè 25.5.

Ñõîæó ñèòóàöiþ ìà¹ìî, êîëè éäåòüñÿ ïðî äèôåðåíöiàëüíå
ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì àðãóìåíòó âèãëÿäó

x′ (t) = f (t, x (t) , x (τ (t))) (t ∈ [t0, T ]) , (25.6)

x (t) = ϕ (t) (t ∈ E0) , (25.7)

äå E0 =
{
t|t ≤ t0, t ∈ R1

}
� ïî÷àòêîâà ìíîæèíà, ϕ (t) � ïî÷àòêîâà

ôóíêöiÿ, t ≥ τ (t) = t − ∆ (t) ≥ 0 Ââàæàòèìåìî ϕ (t), ∆ (t)
äiéñíèìè íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè. Ôóíêöiþ f (t, x, p) ââàæàòèìåìî
íåïåðåðâíîþ çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ ïðè t ∈ [t0, T ], x, p ∈ RN .
Óìîâó ïîçàäiàãîíàëüíî¨ ìîíîòîííîñòi çàìiíèìî áëèçüêîþ äî íå¨, ÿêó
íàçâåìî óìîâîþ W1.

Óìîâà W 1. Ôóíêöiÿ f (t, x, p) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó W ùîäî x i ¹
ìîíîòîííî íåñïàäíîþ ùîäî p.

Òåîðåìà 25.6. Íåõàé: 1) ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà W1; 2)
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ u (t) çàäîâîëüíÿ¹ ïðè t ∈ [t0, T ]
íåðiâíiñòü

u′ (t) ≤ f (t, u (t) , u (τ (t))) , (25.8)

à ïðè t ∈ E0 ìà¹ìî
u (t) = ϕ (t) . (25.9)
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Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (25.5) ç âåðõíiì ðîçâ'ÿçêîì x∗ (t), ÿêùî
âií âèçíà÷åíèé ïðè t ∈ [t0, T ]. Ïðîòèëåæíà äî (25.8) íåðiâíiñòü
ñïðè÷èíþ¹ ïðîòèëåæíó äî (25.5) îöiíêó.

Öÿ òåîðåìà ¹ àíàëîãîì òåîðåìè 25.4 äëÿ çàäà÷i (25.6), (25.7).
Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà îòðèìàòè àíàëîãè òåîðåì 25.1-25.3, 25.5
äëÿ çàäà÷i (25.6), (25.7), ôîðìóëþâàííÿ ÿêèõ ïðîïóñêà¹ìî ÷åðåç
¨õ î÷åâèäíiñòü. Ìîæíà ïîäiáíèì ñïîñîáîì ñôîðìóëþâàòè àíàëîãè
òåîðåì 25.1-25.5 äëÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, íàïðèêëàä,
âèãëÿäó

x′ (t) = f

t, x (t) ,

t∫
t0

k (t, s, x (s)) ds

 ,

÷è

x′ (t) = f

t, x (t) , x (τ1 (t)) ,

t∫
t0

k (t, s, x (s) , x (τ2 (s))) ds

 .

Äëÿ ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (25.6) ç
ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

x (0) = x0, (25.10)

ó ÿêîìó t − τ (t) = ∆ (t) ìîæå çìiíþâàòè çíàê ïðè t ∈ [0,∞), � äëÿ
ïðèêëàäó ñêàæåìî,� óìîâè òåîðåìè 25.6 íå çàáåçïå÷óþòü íåðiâíîñòi
(25.5), çà íèõ íå ãàðàíòîâàíå iñíóâàííÿ áîäàé îäíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
(25.6), (25.10). Â öié ñèòóàöi¨ ðiâíÿííÿ (25.6) ìîæå áóòè ðiâíÿííÿì
çàïiçíþþ÷îãî (ïðè τ (t) ≤ t), âèïåðåäæóþ÷îãî (ïðè τ (t) ≥ t) àáî, ó
çàãàëüíîìó âèïàäêó (t− τ (t) çìiíþ¹ çíàê), ìiøàíîãî òèïó. Íàâåäåìî
ó öüîìó çâ'ÿçêó ôîðìóëþâàííÿ îäíîãî ðåçóëüòàòó Ì. Ñ. Êóðïåëÿ ïðî
îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü íà ïiâîñi [0,∞) ðiâíÿííÿ

x′ (t) = f (t, x (τ (t))) (25.11)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (25.10) â òåðìiíàõ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó Å
(äèâ. [110], à òàêîæ áiáëiîãðàôiþ â [110]). Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
ïîçíà÷åííÿ ‖x (t)‖ äëÿ íîðìè ôóíêöi¨ x (t) ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó
t ÿê íîðìó â Å. Çàïðîâàäèìî íîðìó

‖x‖0 = sup
t≥0

{exp [−λp (t)]} ‖x (t)‖ ,
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äå

p (t) =

t∫
0

l (s) ds, l (t) = l0
(
τ−1 (t)

)
.

Ôóíêöiÿ l0 (t) âèçíà÷åíà óìîâîþ Ëiïøèöÿ

‖f (t, x)− f (t, y)‖ ≤ l0 (t) τ ′ (t) ‖x− y‖ (t ∈ [0,∞))

çà ïðèïóùåííÿ ïðî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f (t, x) çà ñóêóïíiñòþ
àðãóìåíòiâ. Ôóíêöiþ τ (t) ââàæàòèìåìî äiéñíîþ íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíîþ íåñïàäíîþ íåâiä'¹ìíîþ ïðè t ∈ [0,∞).

Òåîðåìà 25.7 (Ì. Ñ. Êóðïåëü, äèâ. [110]). Íåõàé

L =

∞∫
0

l (t) ds <∞,

sup
t≥0

‖f (t, x)‖ <∞ (‖x‖ ≤ A <∞) ,

q = sup
t≥0

1
λ

exp

λ τ(t)∫
t

l (s) ds

− exp

λ τ(0)∫
t

l (s) ds


 < 1

äëÿ äåÿêîãî äîäàòíüîãî ÷èñëà λ. Òîäi çàäà÷à (25.10), (25.11) ìà¹
¹äèíèé îáìåæåíèé íà ïiâîñi [0,∞) ðîçâ'ÿçîê x∗ (t). Äî öüîãî ðîçâ'ÿçêó
çáiãà¹òüñÿ (çà íîðìîþ ‖·‖0) iòåðàöiéíèé ïðîöåñ

xn+1 (t) = x0 +

t∫
0

f (s, x (τ (s))) ds (n = 0, 1, . . .)

çà âñÿêîãî îáìåæåíîãî ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ x0 (t) ∈ E.
Öÿ òåîðåìà äà¹ çìîãó ñôîðìóëþâàòè òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 25.8. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 25.7, à

òàêîæ ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ ïðî içîòîííiñòü ùîäî x ôóíêöi¨
f (t, x), òî ç ïðèïóùåííÿ, ùî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ
u (t) iç çíà÷åííÿìè â Å çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

u′ (t) ≤ f (t, u (τ (t))) (t ∈ [0,∞)) , u (0) = x0,
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òî ïðè t ∈ [0,∞) ìà¹ ìiñöå îöiíêà (25.5).
Çàçíà÷èìî, ùî ìîíîòîííiñòü f (t, x) ùîäî x â óìîâàõ òåîðåìè

25.8 ¹ iñòîòíîþ íàâiòü ó ñêàëÿðíîìó âèïàäêó E = R1. Âàðòî
âiäìiòèòè, ùî içîòîííiñòü f (t, x) òåæ ÷àñòî ¹ iñòîòíüîþ ñåðåä óìîâ
òåîðåì ïðî äèôåðåíöiàëüíi íåðiâíîñòi ó òèõ ñèòóàöiÿõ, êîëè f (t, x)
íå çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãó ïðî ¨¨ íåïåðåðâíiñòü ÿê äëÿ çâè÷àéíîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (25.1), òàê i äëÿ ôóíêöiîíàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (25.11) (äèâ., íàïð., [26, 136]).

Íàâåäåìî ïðèêëàä òåîðåìè ïðî äèôåðåíöiàëüíi íåðiâíîñòi âèùèõ
ïîðÿäêiâ [51] (äèâ. òàêîæ [57]).

Â ïðîñòîði äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ íà [0, 1] ôóíêöié
iç çíà÷åííÿìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði Å, íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó çà
äîïîìîãîþ òiëåñíîãî êîíóñà Ê, ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

x′′ (t) + ax′ (t) = f (t, x) (25.12)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

x (0) = θ, x′ (0) = θ, (25.13)

äå θ � íóëüîâèé åëåìåíò â Å, a � äiéñíå ÷èñëî, f (t, x) ¹ íåïåðåðâíîþ
ïðè t ∈ [0, T ], x ∈ E ôóíêöiÿ iç çíà÷åííÿìè â Å. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ
óìîâè: 1) çàäàíå òàêå ÷èñëî b, ùî ôóíêöiÿ F (t, x) = f (t, x) + bx íå
ñïàäà¹ ùîäî x; 2) ðiâíÿííÿ

g′′ (t) + ag′ (t) = f (t, x+ g)− f (t, x)
(
g (0) = g′ (0) = θ

)
ìà¹ íèæíié ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé òîòîæíî ñïiâïàäà¹ ç íóëüîâèì åëåìåíòîì
θ; 3) äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ïðè [t0, T ] iç çíà÷åííÿìè â Å
ôóíêöi¨ u (t), v (t) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

u′′ (t) + au′ (t)− f (t, u) ≤ v′′ (t) + av′ (t)− f (t, v) (t ∈ [0, T ])

i, êðiì òîãî, u (0) = v (0) = θ, u′ (0) = v′ (0) = θ. Òîäi: à) ÿêùî ðiâíÿííÿ
k2 +ak+ b = 0 ìà¹ äiéñíi êîðåíi, òî íà ñåãìåíòi [0, T ] ìà¹ ìiñöå îöiíêà
u (t) ≤ v (t); á) ÿêùî öå æ ðiâíÿííÿ k2 + ak + b = 0 ìà¹ êîìïëåêñíi
êîðåíi, òî îöiíêà u (t) ≤ v (t) ñïðàâäæó¹òüñÿ íà ñåãìåíòi [0, T0], äå

T0 = min
{
T,

2π√
4b− a

}
.
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Îáìåæèìîñÿ òóò íàâåäåíèìè ïðèêëàäàìè òåîðåì ïðî
äèôåðåíöiàëüíi òà ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíi íåðiâíîñòi, áî
öi i äåÿêi iíøi òåîðåìè òàêîãî òèïó îòðèìóþòüñÿ ÿê ÷àñòêîâi âèïàäêè
iç ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ. Ç òî¨ æ ïðè÷èíè ïðîïóñêà¹ìî i äîâåäåííÿ
íàâåäåíèõ òóò òåîðåì.

�26. Çàóâàæåííÿ ïðî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåí-
öiàëüíèõ i ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

�äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíøèõ êëàñiâ îïåðàòîðíèõ
ðiâíÿíü ¹ îäíi¹þ ç âèìîã, íà ÿêèõ ÷àñòî êîíñòðóþþòüñÿ òåîðåìè ïðî
îïåðàòîðíi íåðiâíîñòi. ßê çàçíà÷åíî â [6, 19] iñíó¹ òiñíèé çâ'ÿçîê
ìiæ óìîâàìè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü i çáiæíiñòü
äî ðîçâ'ÿçêó ìåòîäiâ ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü òà óìîâàìè òåîðåì ïðî
îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü.

Îäíi¹þ ç íàéâiäîìiøèõ óìîâ, ÿêi çàáåçïå÷óþòü îäíîçíà÷íó
ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿíü, ¹ óìîâà Ëiïøèöÿ. Â òåðìiíàõ
íàïiâóïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðiâ ïðàâîìó i ëiâîìó îïåðàòîðàì
Ëiïøèöÿ íàëåæèòü, âçàãàëi êàæó÷è, íåîäíàêîâà ðîëü ÿê ç ïîãëÿäó
îäíîçíà÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ðiâíÿíü òàê i ç ïîãëÿäó çáiæíîñòi ìåòîäó
ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, à òàêîæ ç ïîãëÿäó îïåðàòîðíèõ íåðiâíîñòåé.
Ïðîñòåæèìî ñêàçàíå ó çàñòîñóâàííi äî ïðîáëåìè ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ
äèôåðåíöiàëüíèõ i ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç
çâè÷àéíèìè ïîõiäíèìè.

Ââàæàþ÷è ôóíêöiþ f (t, x) äiéñíîþ íåïåðåðâíîþ â îáëàñòi D =
[t0, t1] × S (x0), äå S (x0) =

{
x| |x− x0| ≤M,x, x0 ∈ R1

}
, −∞ < t0 <

t1 ≤ ∞, R1 � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi

x′ (t) = f (t, x (t)) , x (t0) = x0. (26.1)

Áóäåìî ââàæàòè, ùî [t0, t1] ¹ òèì ñåãìåíòîì, íà ÿêîìó çàäà÷à
(26.1) ìà¹ íèæíié ðîçâ'ÿçîê y∗ (t) i âåðõíié ðîçâ'ÿçîê z∗ (t) â
êëàñi C1 [t0, t1] íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ íà [t0, t1] ôóíêöié. Ó
ñêàëÿðíîìó âèïàäêó, ÿêèé òóò ðîçãëÿäà¹ìî, ëiïøèöi¹âiñòü f (t, x)
ùîäî x îçíà÷à¹ iñíóâàííÿ òàêîãî ÷èñëà L > 0, ùî

−L |z − y| ≤ f (t, z)− f (t, y) < L |z − y| , (26.2)
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y, z ∈ S (x0) , t ∈ [t0, t1] .
ßê âiäîìî, ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (26.1) ìîæíà çàáåçïå÷èòè,

âèêîðèñòîâóþ÷è é iíøi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ f (t, x), âiäìiííi âiä óìîâè
Ëiïøèöÿ, à òàêîæ âiä äåÿêèõ ¨¨ óçàãàëüíåíü. Íàïðèêëàä, ÿê çàçíà÷åíî
ó [94] òà â [63], íåçðîñòàííÿ ùîäî x ôóíêöi¨ f (t, x) ó ñêàëÿðíîìó
âèïàäêó çàáåçïå÷ó¹ ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó íà [t0, t1] çàäà÷i (26.1), ÿêùî
íà [t0, t1] iñíóþòü íèæíié i âåðõíié ¨¨ ðîçâ'ÿçêè. Ñïðàâäi, îñêiëüêè çà
îçíà÷åííÿì íèæíüîãî y∗ (t) i âåðõíüîãî z∗ (t) ðîçâ'ÿçêiâ áóäåìî ìàòè
y∗ (t) ≤ z∗ (t), òî, ïîçíà÷èâøè w (t) = z∗ (t)− y∗ (t) i âèêîðèñòîâóþ÷è
íåçðîñòàííÿ f (t, x) ùîäî x, çíàéäåìî

w′ (t) = z∗′ (t)− y∗′ (t) = f (t, z∗ (t))− f (t, y∗ (t)) ≤ 0.

Îòæå, w (t0) =0, w′ (t0)≤0 ïðè t∈ [t0, t1]. Òîìó w (t)≤0 (t ∈ [t0, t1]),
òîáòî z∗ (t) ≤ y∗ (t). Çâiäñè i ç îçíà÷åííÿ y∗ (t), z∗ (t) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
y∗ (t) = z∗ (t) ïðè t ∈ [t0, t1], ùî é ïîòðiáíî.

Íàâåäåíå çàóâàæåííÿ ¹ ïðèâîäîì äëÿ òîãî, ùîá ñôîðìóëþâàòè
çàãàëüíiøå òâåðäæåííÿ çà ñëàáêiøîãî âiä óìîâè Ëiïøèöÿ (26.2)
ïðèïóùåííÿ, ÿêå íàçâåìî óìîâîþ À0.

Óìîâà À0. ßêùî y ≤ z, y, z ∈ S (x0), t ∈ [t0, t1], òî

f (t, z)− f (t, y) ≤ l1 (t) (z − y) , (26.3)

äå l1 (t) � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ i l1 (t) ≥ 0 ïðè t ∈ [t0, t1].
Òåîðåìà 26.1. Íåõàé äiéñíà ôóíêöiÿ f (t, x) ¹ íåïåðåðâíîþ â D

i ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà À0. Òîäi çàäà÷à (26.1) ìà¹ ¹äèíèé ïðè t ∈
[t0, T ] ðîçâ'ÿçîê x (t) ∈ C1 [t0, T ], äå àáî T = t1 àáî t0 < T < t1 i T
¹ òàêèì ÷èñëîì, ùî íà [t0, T ] iñíóþòü íèæíié y∗ (t) i âåðõíié z∗ (t)
ðîçâ'ÿçêè â C1 [t0, T ] çàäà÷i (26.1).

Äîâåäåííÿ. ßêùî y∗ (t) ¹ íèæíiì, à z∗ (t) ¹ âåðõíiì ðîçâ'ÿçêàìè

çàäà÷i (26.1), òî ïîçíà÷èâøè w (t) =
N∑
i=1

(z∗i (t)− y∗i (t)), áóäåìî ìàòè

w′ (t) ≤ l1 (t)w (t) . (26.4)

Îñêiëüêè w (t0) = 0, òî ç (26.4) âèïëèâà¹, ùî w (t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
Êîøi

w′ (t) = l1 (t)w (t)− δ (t) , w (t0) = 0 (26.5)
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ç íåïåðåðâíîþ íåâiä'¹ìíîþ ôóíêöi¹þ δ (t). Çâiäñè

w (t) = −
t∫

t0

δ (s) e

t∫
s
l1(τ)dτ

ds ≤ 0. (26.6)

Îòæå, y∗ (t) ≥ z∗ (t), à òîìó çà îçíà÷åííÿì âåðõíüîãî i íèæíüîãî
ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ìî y∗ (t) = z∗ (t), ùî é ïîòðiáíî.

Î÷åâèäíî, ùî íåçðîñòàííÿ f (t, x) ùîäî x âiäïîâiäà¹ ñèòóàöi¨, êîëè
â óìîâàõ òåîðåìè 26.1 ìîæíà âçÿòè l1 (t) ≡ 0.

Ââàæàòèìåìî äàëi, ùî ôóíêöi¨ f = {f1, . . . fN}, x = {x1, . . . xN}
¹ âåêòîðàìè ó N -ìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði RN ïðè t ∈ [t0, t1],
s ∈ S (x0) ⊆ RN . Íåõàé ôóíêöiÿ f = f (t, x) ¹ íåïåðåðâíîþ â
D = [t0, t1]× S (x0). Çàäà÷ó (26.1) äëÿ öi¹¨ ñèòóàöi¨ çàïèñóâàòèìåìî
òàêîæ ó âèãëÿäi

x′i = fi (t, x1, . . . , xN ) , xi (t0) = xi0
(
i = 1, N

)
. (26.7)

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè óìîâó W iç �25, ÿêó äîöiëüíî ïîäàòè ó
òàêîìó âèãëÿäi.

Óìîâà W. Ç íåðiâíîñòi u ≤ v (u, v ∈ S (x0)) âèïëèâàþòü
íåðiâíîñòi

fi (t, u) ≤ fi

(
t, v[ui]

) (
i = 1, N

)
,

äå u = {u1, . . . , ui−1, ui, ui+1, . . . , uN}, v[ui] = {v1, . . . , vi−1, ui, vi+1, . . . ,
vN}, ïðè÷îìó ñïiââiäíîøåííÿ u ≤ v ðîçóìi¹ìî ÿê ñóêóïíiñòü
íåðiâíîñòåé ui ≤ vi

(
i = 1, N

)
, íåðiâíiñòü u < v ðîçóìi¹ìî ÿê

ñóêóïíiñòü íåðiâíîñòåé ui < vi
(
i = 1, N

)
.

Ç óìîâè W âèïëèâà¹, ùî çàäà÷à 26.7 ìà¹ íèæíié y∗ (t) i âåðõíié
z∗ (t) ðîçâ'ÿçêè â C1 [t0, T ], äå T ∈ (0, t1] i [t0, T ] ¹ òèì ñåãìåíòîì,
íà ÿêîìó îçíà÷åíi y∗ (t), z∗ (t). Íàäàëi çàäëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî
îòîòîæíþâàòè [t0, T ] i [t0, t1].

Çàìiñòü óìîâè À0 âèêîðèñòîâóâàòèìåìî çàãàëüíiøó óìîâó À.
Óìîâà À. ßêùî y ≤ z , y, z ∈ S (x0), òî ïðè t ∈ [t0, t1]

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f (t, z)− f (t, y) ≤ L (t) (z − y) , (26.8)
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äå
L (t) = {lij (t)}j,i=1,N , lij (t) ≥ 0 (t ∈ [t0, t1]) (26.9)

ç íåïåðåðâíèìè ïðè t ∈ [t0, t1] ôóíêöiÿìè lij (t).
Òåîðåìà 26.2. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè W òà À. Òîäi

çàäà÷à (26.7) ìà¹ ¹äèíèé â C1 [t0, T ] ðîçâ'ÿçîê.
Äîâåäåííÿ. ßê çàçíà÷àëîñÿ, óìîâà W ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ

íèæíüîãî y∗ (t) i âåðõíüîãî z∗ (t) ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (26.7) â C1 [t0, T ].
Ïîçíà÷èìî

l1 (t) = max
j=1,N

N∑
i=1

lij (t),

w (t) =
N∑
i=1

(z∗i (t)− y∗i (t)).
(26.10)

Ç îçíà÷åííÿ y∗ (t), z∗ (t) òà ç óìîâè À âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (26.4), ç
ÿêî¨, ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 26.1, âèïëèâà¹, ùî y∗ (t) = z∗ (t)
íà òîìó ïðîìiæêó [t0, T ], íà ÿêîìó y∗ (t) i z∗ (t) iñíóþòü. Òåîðåìó
äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 26.1. Ðåçóëüòàò òåîðåìè 26.2 íå ¹ íîâèì ó
òîìó âèïàäêó, êîëè çàìiñòü óìîâè W ôóíêöiÿ f (t, x) çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó içîòîííîñòi, òîáòî, êîëè ç íåðiâíîñòi u ≤ v âèïëèâà¹
f (t, u) ≤ f (t, v). Â òàêîìó âèïàäêó, òîáòî, çà ïî¹äíàííÿ
ìîíîòîííîñòi f (t, x) ùîäî x òà óìîâè À ïðî îäíîñòîðîííþ
ëiïøèöi¹âiñòü, ìàòèìåìî ñèòóàöiþ, êîëè ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà
Ëiïøèöÿ ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi.

Òåîðåìà 26.2 äîïóñêà¹ óçàãàëüíåííÿ òàêèì ÷èíîì. Ââàæàòèìåìî,
ùî ôóíêöiþ f (t, x) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f (t, x) = F (t, x, x) (t ∈ [t0, t1] , x ∈ S (x0)) (26.11)

òàêèì ñïîñîáîì, ùî F (t, y, z) ¹ íåïåðåðâíîþ â D çà ñóêóïíiñòþ
àðãóìåíòiâ ôóíêöi¹þ i äëÿ íå¨ ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi ïðèïóùåííÿ.

Óìîâà À 1. ßêùî y ≤ z, x, y, z ∈ S (x0), òî ïðè t ∈ [t0, t1] áóäåìî
ìàòè

F (t, z, x)− F (t, y, x) ≤ L1 (t) (z − y) ,
−L2 (t) (z − y) ≤ F (t, x, z)− F (t, x, y)

(26.12)

äå
L1 (t) =

{
l
(1)
ij (t)

}
, L2 (t) =

{
l
(2)
ij (t)

}
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¹ êâàäðàòíèìè ìàòðèöÿìè ðîçìiðíîñòi N ç íåïåðåðâíèìè
íåâiä'¹ìíèìè ïðè t ∈ [t0, t1] êîìïîíåíòàìè.

Óìîâà W 1. Ç íåðiâíîñòåé u ≤ v, y ≤ z (u, v, y, z ∈ S (x0))
âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

Fi (t, u, z) ≤ Fi

(
t, v[ui], y

) (
i = 1, N

)
. (26.13)

Òåîðåìà 26.3. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À1, W1. Òîäi iñíó¹
T (t0 < T ≤ t1) òàêå, ùî íà ñåãìåíòi [t0, T ] ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè
(26.7) � ¹äèíèé.

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî ñïî÷àòêó, ùî ÷èñëî T âèçíà÷à¹ òîé
ïðîìiæîê, íà ÿêîìó ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì ìîæíà äîâåñòè (äèâ.,
íàïð., [55]) iñíóâàííÿ êðàéíüîãî â C1 [t0, T ] × C1 [t0, T ] ðîçâ'ÿçêó
(y∗ (t) , z∗ (t)) ñèñòåìè

y′ (t) = F (t, y (t) , z (t)) ,
z′ (t) = F (t, z (t) , y (t)) (z (t0) = y (t0) = x0) .

(26.14)

Ïðè öüîìó çàçíà÷èìî, íå âäàþ÷èñü äî ïîäðîáèöü, ùî
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òiëüêè óìîâà W1. ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè
26.2 ìîæíà îòðèìàòè íåðiâíiñòü (26.4), ó ÿêié l1 (t) âèçíà÷à¹òüñÿ �
çàìiñòü ôîðìóë (26.10) � çà ôîðìóëîþ

l1 (t) = max
j=1,N

N∑
i=1

(
l
(1)
ij (t) + l

(2)
ij (t)

)
, (26.15)

à w (t), ÿê i ðàíiøå, îçíà÷à¹ w (t) =
N∑
i=1

(zi (t)− yi (t))

Ìiðêóþ÷è äàëi òàê ñàìî ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 26.2,
ïiäòâåðäæó¹ìî ïðàâäèâiñòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà ïîøèðèòè íà çàãàëüíiøi êëàñè
ðiâíÿíü, íàïðèêëàä, íà ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ
âèãëÿäó

x′ (t) = f (t, x (t) , x (τ (t))) , (26.16)

ÿêå ìiñòèòü çàïiçíåííÿ àðãóìåíòó

τ (t) = t−∆ (t) , (26.17)
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äå ∆ (t) ≥ 0, ∆ (t) ≤ t i ∆ (t) ¹ íåïåðåðâíîþ ñêàëÿðíîþ ôóíêöi¹þ.
Ââàæàòèìåìî, ùî çàäàíà äiéñíà íåïåðåðâíà ïðè t ∈ (−∞, t0] ôóíêöiÿ
ϕ (t) i øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (26.16), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè

x (t) = ϕ (t) (t ∈ (−∞, t0]) . (26.18)

Ââàæàòèìåìî, ùî çàäàíà ôóíêöiÿ F (t, y, z, p, q) íåïåðåðâíà ïðè
t ∈ [t0, t1), y, z, p, q ∈ S (x0) i äëÿ t ∈ [t0, t1), y, z ∈ S (x0) ìà¹ìî

F (t, y, y, p, p) = f (t, y, p) . (26.19)

Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi àíàëîãè óìîâ À1 i W1.
Óìîâà À2. ßêùî y ≤ z, y, z, p, q ∈ S (x0), t ∈ [t0, t1), òî

F (t, z, x, p, q)− F (t, y, x, p, q) ≤ L1 (t) (z − y) ,
F (t, x, p, z, q)− F (t, x, p, y, q) ≤ L3 (t) (z − y) ,
−L2 (t) (z − y) ≤ F (t, x, z, p, q)− F (t, x, y, p, q) ,
−L4 (t) (z − y) ≤ F (t, x, p, q, z)− F (t, x, p, q, y)

ç êâàäðàòíèìè ðîçìiðíîñòi N ìàòðèöÿìè Lr (t)
(
r = 1, 4

)
, ùî

ìàþòü íåâiä'¹ìíi êîìïîíåíòè l(r)ij .
Óìîâà W2. Ç íåðiâíîñòi u ≤ v (u, v ∈ S (x0)) âèïëèâàþòü

íåðiâíîñòi

Fi (t, u, x, p, q) ≤ Fi
(
t, v[ui], x, p, q

)
,

Fi (t, x, u, p, q) ≥ Fi (t, x, v, p, q) ,
Fi (t, x, p, u, q) ≤ Fi (t, x, p, v, q) ,
Fi (t, x, p, q, u) ≤ Fi (t, x, p, q, v)

(
i = 1, N

)
ïðè t ∈ [t0, t1), x, p, q ∈ S (x0).

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ òåîðåìè
26.3 i òîìó ïðîïóñêà¹ìî éîãî.

Òåîðåìà 26.4. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À2, W2 òà ðiâíiñòü
(26.19), òî çàäà÷à (26.16), (26.18) ìà¹ íà äåÿêîìó [t0, t2) ⊆ [t0, t1)
¹äèíèé â C1 [t0, t2) ðîçâ'ÿçîê.

Ïîäiáíi ðåçóëüòàòè ìîæíà îäåðæàòè i äëÿ ñêií÷åíèõ ñèñòåì
çàãàëüíiøîãî çà (26.16) âèãëÿäó, íàïðèêëàä, äëÿ ñèñòåì

x′ (t) = f (t, x (t) , x (τ1 (t)) , . . . , x (τk (t))) ,
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äå τi (t) = t − ∆i (t), ∆i (t) � íåâiä'¹ìíi íåïåðåðâíi ïðè t ∈
[t0, t1)

(
i = 1, k

)
ôóíêöi¨, äëÿ ðiâíÿíü

x′ (t) = f

t, x (t) ,

t∫
t0

k (t, s, x (s)) ds


i ò. ï.

�27. Äâîñòîðîííi äèôåðåíöiàëüíi íåðiâíîñòi

Îïèðàþ÷èñü íà íàâåäåíi ó �25 òà �26 ðåçóëüòàòè, áóäåìî
ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó Êîøi

x′ (t) = F (t, x, x) = f (t, x) , x (t0) = x0, (27.1)

ââàæàþ÷è, ùî ôóíêöiÿ F (t, y, z) ¹ íåïåðåðâíà ïðè t ∈ [t0, t1], y, z ∈
S (x0), äå −∞ < t0 < t1 < ∞, S (x0) =

{
x| ‖x− x0‖ ≤M,x, x0 ∈ RN

}
,

RN � åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi N . Ñïî÷àòêó çóïèíèìîñÿ íà
âèïàäêîâi N = 1. Çíîâó áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè óìîâó À0 iç �26.

Óìîâà À0. Çàäàíà òàêà íåâiä'¹ìíà íåïåðåðâíà ïðè t ∈ [t0, t1]
äiéñíà ôóíêöiÿ l1 (t), ÿêà ïðè y ≤ z, y, z ∈ S (x0), t ∈ [t0, t1] çàáåçïå÷ó¹
íåðiâíiñòü

f (t, z)− f (t, y) ≤ l1 (t) (z − y) (27.2)

Òåîðåìà 27.1. Íåõàé ôóíêöiÿ f (t, x) ¹ íåïåðåðâíîþ â îáëàñòi
D = [t0, t1] × S (x0) i ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà À0. Òîäi ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

u (t0) ≤ v (t0) , (27.3)

u′ (t) ≤ f (t, u (t)) , v′ (t) ≥ f (t, v (t)) (t ∈ [t0, t1]) (27.4)

äëÿ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié u (t), v (t), òî ìà¹ ìiñöå
íåðiâíiñòü

u (t) ≤ v (t) (t ∈ [t0, t1]) . (27.5)
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Äîâåäåííÿ. ßêùî â (27.3) ìà¹ìî ñòðîãó íåðiâíiñòü, òî çà
íåïåðåðâíiñòþ çíàéäåòüñÿ ïðàâîñòîðîííié îêië òî÷êè t0, ó ÿêîìó
íåðiâíiñòü (27.5) ïðàâäèâà. ßêùî æ ó (27.3) ìà¹ìî ðiâíiñòü, òî
ìíîæèíà òàêèõ t, ïðè ÿêèõ íåðiâíiñòü (27.5) ñïðàâäæó¹òüñÿ, ¹
íåïîðîæíüîþ, áî âîíà ìiñòèòü áîäàé îäíó òî÷êó t = t0. Ìiðêóþ÷è
âiä ñóïðîòèâíîãî, òîáòî ïðèïóñêàþ÷è, ùî çíàéäóòüñÿ òàêi t ∈ (t0, t1],
ïðè ÿêèõ u (t) > v (t), ïîçíà÷èìî ÷åðåç D0 ìíîæèíó âñiõ òàêèõ t,
ïðè ÿêèõ u (t) > v (t). Íåõàé t∗ ¹ òî÷íîþ íèæíüîþ ãðàííþ ìíîæèíè
D0. Î÷åâèäíî, ùî t∗ ∈ [t0, t1] i t∗ /∈ D0. Îòæå, íåðiâíiñòü (27.5)
ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè t ∈ [t0, t∗] (ìîæëèâiñòü t0 = t∗ íå âèêëþ÷à¹òüñÿ).
Çà íåïåðåðâíiñòþ çíàéäåòüñÿ òàêèé iíòåðâàë (t∗, t2) (t2 ≤ t1), ùî
ïðè t ∈ (t∗, t2) áóäåìî ìàòè u (t) > v (t). Ïîçíà÷èìî w (t) = u (t)−v (t).
Òîäi w (t) > 0 ïðè t ∈ (t∗, t2) i w (t∗) = 0. Äëÿ t ∈ [t∗, t2) ñêîðèñòà¹ìîñü
iç (27.4) òà ç óìîâè À0 i îòðèìà¹ìî

w′ (t) = u′ (t)− v′ (t) ≤ f (t, u (t))− f (t, v (t)) ≤
≤ l1 (t) (u (t)− v (t)) = l1 (t)w (t) (t ∈ [t∗, t2)) .

(27.6)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî w (t) ìîæíà ââàæàòè íà [t∗, t2) ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

w′ (t) = l1 (t)w (t)− δ (t) , w (t∗) = 0 (27.7)

ç íåïåðåðâíîþ íåâiä'¹ìíîþ ïðè t ∈ [t∗, t2) ôóíêöi¹þ δ (t). Îñêiëüêè ç
(27.7), ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 26.1, âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü w (t) ≤ 0
äëÿ t ∈ [t∗, t2), à çà ïðèïóùåííÿì äëÿ t ∈ [t∗, t2) ìà¹ìî w (t) > 0, òî
îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü ¹ ïiäñòàâîþ ââàæàòè òåîðåìó äîâåäåíîþ.

Çàìiñòü óìîâè À0, ÿêà îçíà÷à¹ ïðàâîñòîðîííþ ëiïøèöi¹âiñòü
f (t, x), ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ ç ëiâîñòîðîííüîþ ëiïøèöi¹âiñòþ ôóíêöi¨
f (t, x).

Óìîâà À1. ßêùî y ≤ z, y, z ∈ S (x0), t ∈ [t0, t1], òî iñíó¹ òàêà
íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ l2 (t), ùî

−l2 (t) (z − y) ≤ f (t, z)− f (t, y) . (27.8)

Òåîðåìà 27.2. Íåõàé f (t, x) ¹ íåïåðåðâíîþ â D i ñïðàâäæó¹òüñÿ
óìîâà À1. ßêùî íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ u (t), v (t)
çàäîâîëüíÿþòü (27.3) òà ñïiââiäíîøåííÿ

u′ (t) ≤ f (t, v (t)) , v′ (t) ≥ f (t, u (t)) (t ∈ [t0, t1]) . (27.9)
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Òîäi ïðè t ∈ [t0, t1] ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (27.5).
Äîâåäåííÿ. Ìiðêó¹ìî òàê ñàìî, ÿê i ïðè äîâåäåííi ïîïåðåäíüî¨

òåîðåìè, âðàõîâóþ÷è, ùî çàìiñòü (27.6) áóäåìî ìàòè

w′ (t) = u′ (t)− v′ (t) ≤ f (t, v (t))− f (t, u (t)) ≤
≤ l2 (t) (u (t)− v (t)) = l2 (t)w (t) (t ∈ (t∗, t2)) ,

(27.10)

à â ðiâíîñòi (27.7) çàìiñòü ôóíêöi¨ l1 (t) ôiãóðó¹ l2 (t). Ïðè öüîìó äëÿ
t ∈ [t∗, t2) îòðèìà¹ìî w′ (t) ≤ 0 âñóïåðå÷ ïðèïóùåííþ, ùî w′ (t) > 0
ïðè t ∈ (t∗, t2), ùî ïiäòâåðäæó¹ ïðàâäèâiñòü òåîðåìè.

Îáèäâi íàâåäåíi òåîðåìè ¹ ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè çàãàëüíiøî¨
òåîðåìè, ó ÿêié îáèäâi óìîâè À0 òà À1 ïðî îäíîñòîðîííþ
ëiïøèöi¹âiñòü ôóíêöi¨ f (t, x) ùîäî x çàìiíþ¹ìî çàãàëüíiøîþ óìîâîþ
À2 ÷àñòêîâî¨ ëiïøèöi¹âîñòi ôóíêöi¨ f (t, x) = F (t, x, x).

Óìîâà À2. Çàäàíi òàêi íåâiä'¹ìíi íåïåðåðâíi ïðè t ∈ [t0, t1] ôóíêöi¨
l1 (t), l2 (t), ùî ïðè t ∈ [t0, t1], y ≤ z, x, y, z ∈ S (x0) ìà¹ìî

F (t, z, x)− F (t, y, z) ≤ l1 (t) (z − y) ,
−l2 (t) (z − y) ≤ F (t, x, z)− F (t, x, y) .

(27.11)

Òåîðåìà 27.3. Íåõàé F (t, y, z) ¹ íåïåðåðâíîþ ïðè t ∈
[t0, t1] y, z ∈ S (x0) i ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà À2. ßêùî íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ u (t), v (t) çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ
(27.3) ïðè t = t0, à ïðè t ∈ [t0, t2] ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

u′ (t) ≤ F (t, u (t) , v (t)) ,
v′ (t) ≥ F (t, v (t) , u (t)) .

(27.12)

Òîäi ïðè t ∈ [t0, t1] ìà¹ ìiñöå îöiíêà (27.5).
Äîâåäåííÿ ïðîïóñêà¹ìî, îñêiëüêè âîíî òiëüêè â ïîäðîáèöÿõ

âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äîâåäåííÿ ïîïåðåäíiõ òåîðåì. Çàçíà÷èìî òàêîæ,
ùî òåîðåìó 27.3 ìîæíà îòðèìàòè ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê ç íàñòóïíî¨
òåîðåìè 27.4.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó ðiâíÿííÿ (27.1), êîëè N ≥ 1.
Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî óìîâè À1 òà W1 iç �26, ÿêi ïîäàìî òóò ÿê óìîâè
À òà W.

Óìîâà W. Ç ïðèïóùåííÿ u ≤ v, y ≤ z, u, v, y, z ∈ S (x0) âèïëèâà¹

F (t, u, z) ≤ F
(
t, v[u], y

)
(t ∈ [t0, t1]) , (27.13)
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äå íåðiâíiñòü (27.13) ðîçóìi¹ìî ÿê ñóêóïíiñòü íåðiâíîñòåé (26.13).
Óìîâà À. ßêùî y ≤ z, x, y, z ∈ S (x0), t ∈ [t0, t1], òî

F (t, z, x)− F (t, y, z) ≤ L1 (t) (z − y) ,
F (t, x, z)− F (t, x, y) ≥ −L2 (t) (z − y)

(27.14)

ç òèìè ñàìèìè ìàòðèöÿìè L1 (t) =
{
l
(1)
ij (t)

}
, L2 (t) =

{
l
(2)
ij (t)

}
,

åëåìåíòè ÿêèõ l
(k)
ij (t)

(
k = 1, 2; i, j = 1, N

)
¹ íåâiä'¹ìíèìè

íåïåðåðâíèìè ïðè t ∈ [t0, t1] ôóíêöiÿìè.
Òåîðåìà 27.4. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè W òà À i F (t, y, z)

� íåïåðåðâíà ïðè t ∈ [t0, t1], y, z ∈ S (x0). ßêùî ïðè t = t0
ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi (27.3), à ïðè t ∈ [t0, t1] ìà¹ìî (27.12) ç
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè u (t) = {u1 (t) , . . . , uN (t)},
v (t) = {v1 (t) , . . . , vN (t)}, òî ïðè t ∈ [t0, t1] ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà
(27.5), òîáòî,

ui (t) ≤ vi (t)
(
i = 1, N

)
.

Äîâåäåííÿ. ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 27.1, áóäåìî ìiðêóâàòè âiä
ñóïðîòèâíîãî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D0 ìíîæèíó òàêèõ t ∈ (t0, t1), äëÿ
ÿêèõ íå ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (27.5). Öå îçíà÷à¹, ùî ïðèíàéìíi äëÿ
ÿêîãîñü îäíîãî çíà÷åííÿ iíäåêñà i = 1, N áóäåìî ìàòè ui (t) > vi (t)
ïðè t ∈ D0. Íåõàé t∗ � òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè D0. Î÷åâèäíî,
ùî t∗ /∈ D0. Ðîçiá'¹ìî ìíîæèíó K çíà÷åíü iíäåêñà i = 1, N íà äâi
ïiäìíîæèíè. Äî ïåðøî¨ ç íèõ K1 âiäíåñåìî òi çíà÷åííÿ i, äëÿ ÿêèõ
çíàéäåòüñÿ òàêå t2 ∈ (t∗, t1), ùî ïðè t ∈ (t∗, t2) ìàòèìåìî ui (t) > vi (t).
Iñíóâàííÿ òàêîãî iíòåðâàëó (t∗, t2) çàáåçïå÷ó¹òüñÿ íåïåðåðâíiñòþ u (t)
i v (t) òà ñêií÷åííiñòþ ÷èñëà N . Ðåøòó çíà÷åíü iíäåêñó i âiäíåñåìî
äî ìíîæèíè K2. Îòæå ïðè i ∈ K2 áóäåìî ìàòè ui (t) ≤ vi (t) äëÿ
t ∈ [t0, t2]. Äëÿ i ∈ K1, t ∈ (t∗, t2) ç óìîâ À, W âèïëèâà¹

u′i (t)− v′i (t) = Fi (t, u1, . . . ui−1, ui, ui+1, . . . uN ;
v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vN )−

−Fi (Xt, v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vN ;
u1, . . . ui−1, ui, ui+1, . . . uN ) ≤

≤
∑
j∈K1

(
l
(1)
ij (t) + l

(2)
ij (t)

)
(uj (t)− vj (t)).

(27.15)



293

Âiäñóòíiñòü ó (27.15) äîäàíêiâ ç iíäåêñàìè j ∈ K2 âèêëèêàíà òèì, ùî
äëÿ iíäåêñiâ j ∈ K2 âèêîðèñòîâó¹ìî íåðiâíîñòi (27.13) ç óìîâè W.
Ïîçíà÷èìî

w (t) =
∑
i∈K1

(ui (t)− vi (t)), (27.16)

l (t) = max
j∈K1

∑
i∈K1

(
l
(1)
ij (t) + l

(2)
ij (t)

)
. (27.17)

Òîäi ç (27.15) îòðèìó¹ìî ùîäî w (t) ðiâíÿííÿ

w′ (t) = l (t)w (t)− δ (t) (t ∈ [t∗, t2]) , w (t∗) = 0 (27.18)

ç íåâiä'¹ìíîþ íåïåðåðâíîþ ïðè t ∈ [t∗, t2] ôóíêöi¹þ δ (t).
Ðîçïîðÿäèâøèñü (27.18) òàê ñàìî ÿê ìè ðîçïîðÿäèëèñÿ ðiâíîñòÿìè
(27.7) ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 27.1, ìàòèìåìî íåðiâíiñòü w (t) ≤ 0
ïðè t ∈ [t∗, t2], ÿêà ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ïðî ñòðîãó íåðiâíiñòü
w (t) =

∑
i∈K1

ui (t)− vi (t) > 0 äëÿ t ∈ (t∗, t2), ñïðè÷èíåíó ñòðîãîþ

äîäàòíiñòþ ïðè t ∈ (t∗, t2) êîæíîãî ç äîäàíêiâ ui (t)−vi (t) äëÿ i ∈ K1.
Îòæå, ïðèïóùåííÿ ïðî õèáíiñòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðèçâåëî äî
ñóïåðå÷íîñòi é öèì òåîðåìó äîâåäåíî.

×àñòêîâèé âèïàäîê öi¹¨ òåîðåìè îòðèìó¹òüñÿ, ÿêùî ïðèéìåìî, ùî
F (t, y, z) â ¨¨ óìîâàõ íå çàëåæèòü âiä z.

Òåîðåìà 27.5. Íåõàé: 1) f (t, x) � íåïåðåðâíà ïðè t ∈ [t0, t1], x ∈
S (x0); 2) ç ïðèïóùåííÿ y ≤ z, y, z ∈ S (x0), t ∈ [t0, t1] âèïëèâà¹, ùî

f (t, y) ≤ f
(
t, z[y]

)
;

3) ÿêùî y ≤ z, y, z ∈ S (x0), t ∈ [t0, t1], òî

f (t, z)− f (t, y) ≤ L1 (t) (z − y) ,

äå L1 (t) =
{
l
(1)
ij (t)

}
; l(1)

ij (t) � íåâiä'¹ìíi íåïåðåðâíi ïðè t ∈ [t0, t1]

ôóíêöi¨
(
i, j = 1, N

)
; 4) ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi (27.3), (27.4) ç

íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè u (t) = {u1 (t) , . . . , uN (t)},
v (t) = {v1 (t) , . . . , vN (t)}. Òîäi ïðè t ∈ [t0, t1] ñïðàâäæó¹òüñÿ
òâåðäæåííÿ òåîðåìè 27.4, òîáòî, ìà¹ ìiñöå îöiíêà (27.5).
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Iíøèé ÷àñòêîâèé âèïàäîê iç òåîðåìè 27.4 îòðèìó¹òüñÿ, ÿêùî
F (t, y, z) íå çàëåæèòü âiä y.

Òåîðåìà 27.6. Íåõàé: 1) âèêîíàíà óìîâà 1) òåîðåìè 27.5; 2)
ôóíêöiÿ f (t, x) íå çðîñòà¹ ùîäî x; 3) ÿêùî y ≤ z, y, z ∈ S (x0), t ∈
[t0, t1], òî

−L2 (t) (z − y) ≤ f (t, z)− f (t, y) ,

äå L2 (t) =
{
l
(2)
ij (t)

}
; l(2)

ij (t) � íåïåðåðâíi íåâiä'¹ìíi ïðè t ∈ [t0, t2]

ôóíêöi¨
(
i, j = 1, N

)
; 4) ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi (27.3), (27.9) ç

íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè u (t) = {u1 (t) , . . . , uN (t)},
v (t) = {v1 (t) , . . . , vN (t)}. Òîäi ïðè t ∈ [t0, t2] ìà¹ ìiñöå îöiíêà (27.5).

Çàçíà÷èìî, ùî òåîðåìà 27.6, íà âiäìiíó âiä òåîðåìè 27.5, íå
ìiñòèòü íîâîãî ðåçóëüòàòó, îñêiëüêè çà öèõ óìîâ ôóíêöiÿ f (t, x)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi é òîìó òåîðåìà
27.6 âèïëèâà¹ iç âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ iç [57].

Çàóâàæåííÿ 27.1. Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çà âèêîíàííÿ
óìîâ òåîðåìè 27.4 ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

u (t) ≤ x∗ (t) ≤ v (t) (27.19)

íà ñåãìåíòi [t0, T ] ⊆ [t0, t1], äå [t0, T ] âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñåãìåíò, íà
ÿêîìó çàâäÿêè òåîðåìi 26.3 ðîçâ'ÿçîê x∗(t) çàäà÷i (27.1) ¹ ¹äèíèì.
Äîâåäåííÿ öüîãî ïðîâîäèòüñÿ çà òi¹þ ñàìîþ ñõåìîþ, çà ÿêîþ
äîâåäåíî òåîðåìó 27.4, âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó òåîðåìó 26.3.

Çàñòîñó¹ìî äåùî iíøèé ïiäõiä äî êîíñòðóþâàííÿ òåîðåì
ïðî äâîñòîðîííi äèôåðåíöiàëüíi íåðiâíîñòi, ÿêèé ãðóíòó¹òüñÿ íà
âèêîðèñòàííi îäíîñòîðîííüî¨ i ÷àñòêîâî¨ ëiïøèöi¹âîñòi â óìîâàõ òàêèõ
òåîðåì. Îáìåæèìîñÿ çàäëÿ ñïðîùåíü âèêëàäó ñêàëÿðíèì âèïàäêîì
N = 1.

Òåîðåìà 27.7. Íåõàé äëÿ íåïåðåðâíî¨ ïðè t ∈ [t0, t1], x ∈ S (x0)
ôóíêöi¨ f (t, x) âèêîíàíà óìîâà À0 i çàäàíi íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi
ôóíêöi¨ u (t), v (t), äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

u (t0) ≤ x0 ≤ v (t0) , (27.20)

u′ (t) ≤ f (t, u (t))− l1 (t) (v (t)− u (t)) ,
v′ (t) ≥ f (t, v (t)) + l1 (t) (v (t)− u (t)) , (t ∈ [t0, t1]) .

(27.21)
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Òîäi íà ñåãìåíòi [t0, t1] äëÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) çàäà÷i (27.1)
ìàþòü ìiñöå îöiíêè (27.18).

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî â ïåðøó ÷åðãó, ùî âèêîðèñòàííÿì òî¨
÷è iíøî¨ ñòàíäàðòíî¨ ìåòîäèêè (äèâ., íàïð., [92]) ìîæíà äîâåñòè
iñíóâàííÿ êðàéíüîãî â C1 [t0, T ] ðîçâ'ÿçêó (y∗ (t) , z∗ (t)) ñèñòåìè

y (t) = f (t, y)− l1 (t) (z − y) ,
z (t) = f (t, z) + l1 (t) (z − y) (y (t0) = z (t0) = x0) .

(27.22)

Îñêiëüêè ç óìîâè À0 i ç îçíà÷åííÿ êðàéíüîãî ðîçâ'ÿçêó âèïëèâà¹

z∗ (t)− y∗ (t) = 2l1 (t) (z∗ (t)− y∗ (t)) + f (t, z∗ (t))− f (t, y∗ (t)) ≤
≤ 3l1 (t) (z∗ (t)− y∗ (t)) ,

òî, ïîçíà÷èâøè w (t) = z∗ (t)− y∗ (t), ìàòèìåìî, ùî w (t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ

w (t) = a (t)w (t) + δ (t) (27.23)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ
w (a0) = 0 (27.24)

ïðè a0 = t0, äå a (t) = 3l1 (t), à δ (t) ¹ íåïåðåðâíîþ íåäîäàòíüîþ
ôóíêöi¹þ. Îñêiëüêè î÷åâèäíî (äèâ. òàêîæ �26, äîâåäåííÿ òåîðåìè
26.1), ùî w (t) ≤ 0, òî çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü y∗ (t) =
z∗ (t) (t ∈ [t0, T ]). Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ x∗ (t) = y∗ (t) =
z∗ (t) ∀t ∈ [t0, T ] ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (27.1) â êëàñi ôóíêöié
C1[t0, T ].

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî u (t) ≤ v (t) (t ∈ [t0, t1]). Äëÿ öüîãî äîñèòü
ñêîðèñòàòèñÿ ç óìîâè À0 òà iç ñïiââiäíîøåíü (27.20), (27.21), ùîá
îòðèìàòè

v′ (t)− u′ (t) ≥ 2l1 (t) (v (t)− u (t))− [f (t, u (t))− f (t, v (t))] .

ßêùî D0 ¹ ìíîæèíîþ òèõ t ∈ [t0, t1], äëÿ ÿêèõ ïðàâäèâà ïðîòèëåæíà
äî ïîòðiáíî¨ íåðiâíîñòi u (t) ≤ v (t) íåðiâíiñòü u (t) > v (t), òî ç
ïîïåðåäíüî¨ íåðiâíîñòi îòðèìó¹ìî

w′ (t) ≥ 3l1 (t)w (t) , (27.25)

äå w (t) = v (t) − u (t). Îòæå, w (t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (27.23) ç
íåïåðåðâíîþ íåâiä'¹ìíîþ ôóíêöi¹þ δ (t) i ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (27.24)
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ïðè t = t∗ /∈ D0 òà a (t) = 3l1 (t). Òîìó ïîäiáíèì äî ïîïåðåäíüîãî
ñïîñîáîì îòðèìó¹ìî, ùî w (t) = v (t) − u (t) ≥ 0 ïðè t ∈ D0.
Öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî u (t) > v (t) ïðè t ∈ D0 i òîìó
ïiäòâåðäæåíî íåðiâíiñòü u (t) ≤ v (t) ïðè t ∈ [t0, t1].

Ïðèñòóïèìî òåïåð äî äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåíü (27.18). Çíîâó
ìiðêóâàòèìåìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Çàäëÿ êîíêðåòíîñòi ïðèïóñòèìî, ùî
íà äåÿêié ìíîæèíiD0 ⊆ (t0, t1] õèáíîþ ¹ íåðiâíiñòü u (t) ≤ x (t), òîáòî,
ùî ïðè t ∈ D0 ìà¹ìî x (t) < u (t). Âðàõîâóâàòèìåìî âæå äîâåäåíó
íåðiâíiñòü u (t) ≤ v (t) ïðè t ∈ [t0, t1]. Ç ïðèïóùåííÿ i óìîâ òåîðåìè
âèïëèâà¹

x′ (t)− u′ (t) ≥ l1 (t) (v (t)− u (t))− [f (t, u (t))− f (t, x (t))] ≥
≥ l1 (t) (v (t)− u (t))− l1 (t) (u (t)− x (t)) =
= 2l1 (t) (x (t)− u (t)) + l1 (t) (v (t)− x (t)) .

Ïîçíà÷èâøè a (t) = 2l1 (t), w (t) = x (t) − u (t), i âðàõóâàâøè,
ùî l1 (t) (v (t)− x (t)) ≥ 0 ïðè t ∈ [t0, t1], äîõîäèìî âèñíîâêó,
ùî ôóíêöiÿ w (t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (27.24) ç íåâiä'¹ìíîþ
íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ δ (t) iç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (27.24) ïðè a0 =
t∗. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó ìà¹ìî w (t) ≥ 0 ïðè t ∈
D0. Öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Ïîäiáíèì ñïîñîáîì îòðèìó¹òüñÿ
ïðîòèði÷÷ÿ, ÿêùî ïðèïóñòèòè õèáíiñòü ïðàâî¨ ç íåðiâíîñòåé (27.18).
Öèì òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 27.8. Íåõàé âèêîíàíà óìîâà À1, à ôóíêöi¨ f (t, x),
u (t), v (t) çàäîâîëüíÿþòü òi ñàìi âèìîãè, ÿêi ïîñòóëüîâàíi óìîâàìè
òåîðåìè 27.7 ç òi¹þ âiäìiííiñòþ, ùî çàìiñòü íåðiâíîñòåé (27.21)
ìà¹ìî íåðiâíîñòi

u′ (t) ≤ f (t, v (t))− l2 (t) (v (t)− u (t)) ,
v′ (t) ≥ f (t, v (t)) + l2 (t) (v (t)− u (t)) .

(27.26)

Òîäi ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ òåîðåìè 27.7.
Äîâåäåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè çà ñõåìîþ, ïîäiáíîþ íà ñõåìó

äîâåäåííÿ òåîðåìè 27.7.
Òåîðåìà 27.9. Íåõàé F (t, y, z) ¹ íåïåðåðâíîþ ïðè t ∈ [t0, t1],

y, z ∈ S (x0) i ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà À2. ßêùî íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ u (t), v (t) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi (27.20)
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i ïðè t ∈ [t0, t1] - - íåðiâíîñòi

u′ (t) ≤ F (t, u (t) , v (t))− (l1 (t) + l2 (t)) (v (t)− u (t)) ,
v′ (t) ≥ F (t, v (t) , u (t)) + (l1 (t) + l2 (t)) (v (t)− u (t)) ,

(27.27)

òî ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ òåîðåìè 27.7.
Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïiäòâåðäèìî íåðiâíiñòü (27.5) äëÿ t ∈ [t0, t1].

ßê i ïðè äîâåäåííi, íàïðèêëàä, òåîðåìè 27.7 ïîîçíà÷èìî ÷åðåç D0

ìíîæèíó òèõ t ∈ [t0, t1], ïðè ÿêèõ (27.5) íå ñïðàâäæó¹òüñÿ, i ÷åðåç
t∗ òî÷íó íèæíþ ãðàíü D0, âðàõîâóþ÷è, ùî t∗ /∈ D0. Ç óìîâè À2,
íåðiâíîñòåé (27.27) i ç ïðèïóùåííÿ, ùî D0 � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà,
îäåðæèìî

v′ (t)− u′ (t) ≥ 2 (l1 (t) + l2 (t)) (v (t)− u (t)) + F (t, v (t) , u (t))−
−F (t, u (t) , v (t)) ≥ 3 (l1 (t) + l2 (t)) (v (t)− u (t)) .

Òîìó, ÿê i ïðè äîâåäåííi âiäïîâiäíîãî ôðàãìåíòó òåîðåìè 27.7,
çàïðîâàäèâøè ïîçíà÷åííÿ w (t) = v (t)− u (t), a (t) = 3 (l1 (t) + l2 (t)),
ìîæåìî ðîçãëÿíóòè ðiâíÿííÿ (27.23) ç íåïåðåðâíîþ íåâiä'¹ìíîþ
ôóíêöi¹þ δ (t). Ðîçâ'ÿçîê w (t) öüîãî ðiâíÿííÿ ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ
(27.24), ó ÿêié a0 = t∗, ¹ íåâiä'¹ìíîþ ôóíêöi¹þ. Îòæå, îòðèìó¹ìî äëÿ
t ∈ D0 íåðiâíiñòü u (t) ≤ v (t), ùî ñóïåðå÷èòü ç ïðèïóùåííÿì. Òàêèì
÷èíîì, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (27.5) äëÿ t ∈ [t0, t1]. Ç äîâåäåíîãî
âèïëèâà¹, ùî íåðiâíîñòi (27.27) ïðèçâîäÿòü äî íåðiâíîñòåé (27.12). Öå
îçíà÷à¹, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 27.3, é òîìó ïîêëèêàííÿì
íà íå¨ çàâåðøó¹ìî äîâåäåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 27.2. Òåîðåìó 27.9 ìîæíà äîâåñòè, íå
ïîêëèêàþ÷èñü íà òåîðåìó 27.3. Äëÿ öüîãî ïiäõîäèòü ñõåìà äîâåäåííÿ
òåîðåìè 27.7.
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ÐÎÇÄIË X. ÄÂÎÑÒÎÐÎÍÍI ÎÖIÍÊÈ
ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ
ÐIÂÍßÍÜ Ç ÂIÄÕÈËÅÍÍßÌ ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ
ÒÀ ÑÈÑÒÅÌ ÀËÃÅÁÐÀ�×ÍÈÕ I ÒÐÀÍÑÖÅÍ-
ÄÅÍÒÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ

Îñêiëüêè òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì
àðãóìåíòó ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹ ìåòîäèêó òåîði¨ çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü áåç âiäõèëåííÿ àðãóìåíòó, òî
ïîøèðåííÿ îñíîâíèõ òâåðäæåíü ïðî äèôåðåíöiàëüíi íåðiâíîñòi íà
ôóíêöiîíàëüíî- äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì àðãóìåíòó
íå íàòèêà¹òüñÿ íà îñîáëèâi ïåðåøêîäè. Äâîñòîðîííi ôóíêöiîíàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíi íåðiâíîñòi äëÿ ðiâíÿííÿ ç âiäõèëåííÿì àðãóìåíòó,
ÿêå íå êîí÷å ¹ ðiâíÿííÿì ç ïiñëÿäi¹þ âñòàíîâëåíi â [110] i íàâåäåíi
â �29; îáãðóíòóâàííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ  ðóíòó¹òüñÿ íà ïiäõîäi, ÿêèé
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê çàñòîñóâàííÿ ìåòîäèêè çàãàëüíî¨ òåîði¨
îïåðàòîðíèõ íåðiâíîñòåé. Ïîäiáíèé ñïîñiá âèêîðèñòàíèé â �30 äëÿ
ñèñòåì àëãåáðà¨÷íèõ i òðàíñöåíäåíòíèõ íåðiâíîñòåé.

�28. Äâîñòîðîííi îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ôóíêöiîíàëüíî
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çàïiçíþþ÷îãî àðãóìåíòó

Ïîøèðåííÿ íàâåäåíèõ ó �27 ðåçóëüòàòiâ íà äèôåðåíöiàëüíi
ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì àðãóìåíòó íå íàòðàïëÿ¹ íà ïðèíöèïîâi
òðóäíîùi. Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

x′ (t) = F (t, x (t) , x (t) , x (τ (t)) , x (τ (t))) (28.1)

ç íåïåðåðâíîþ äiéñíîþ ôóíêöi¹þ τ (t) = t−∆ (t) ≥ 0, ∆ (t) ≥ 0. Íåõàé
ϕ (t) ¹ íåïåðåðâíîþ ïðè t ∈ (−∞, t0] äiéñíîþ ôóíêöi¹þ. Øóêàòèìåìî
ðîçâ'ÿçîê x (t) ðiâíÿííÿ (28.1), ÿêèé çàäîâiëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

x (t) = ϕ (t) (t ∈ (−∞, t0]) . (28.2)

Àíàëîãè óìîâè À òà óìîâè W iç �27 îôîðìèìî ÿê îêðåìi óìîâè.
Óìîâà Àτ . ßêùî y ≤ z, p ≤ q, y, z, p, q, s, x ∈ S (x0), t ∈ [t0, t1], òî

F (t, z, x, q, s)−F (t, y, x, p, s)≤L1 (t) (z−y) +M1 (t) (q−p) ,
F (t, z, x, s, q)−F (t, y, x, s, p)≥−L2 (t) (z−y)−M2 (t) (q−p) , (28.3)
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äå êâàäðàòíi ìàòðèöi

L1 (t) =
{
l
(1)
ij (t)

}
, L2 (t) =

{
l
(2)
ij (t)

}
,

M1 (t) =
{
m

(1)
ij (t)

}
, M2 (t) =

{
m

(2)
ij (t)

}
ìàþòü ðîçìiðíiñòü N , à ¨õ êîìïîíåíòè ¹ íåïåðåðâíèìè
íåâiä'¹ìíèìè ïðè t ∈ [t0, t1] ôóíêöiÿìè.

Óìîâà Wτ . Ç ïðèïóùåííÿ u ≤ v, y ≤ z, p ≤ q, s ≤ x,
u, v, y, z, p, q, s, x ∈ S (x0) âèïëèâà¹, ùî ïðè t ∈ [t0, t1] ìà¹ìî

F (t, u, z, p, x) ≤ F
(
t, v[u], y, q, s

)
, (28.4)

äå íåðiâíiñòü (28.4) i ñèìâîë v[u] ðîçóìi¹ìî òàê ñàìî, ÿê öå
òðàêòó¹òüñÿ ó ��26, 27.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ àíàëîãîì òåîðåìè 27.4 äëÿ çàäà÷i (28.1), (28.2)
çàìiñòü çàäà÷i (27.1).

Òåîðåìà 28.1. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè Àτ , Wτ çà
ïðèïóùåííÿ ùî F (t, x, y, p, q) ¹ íåïåðåðâíîþ çà ñóêóïíiñòþ
àðãóìåíòiâ ôóíêöi¹þ. Òîäi iç ñïiââiäíîøåíü

u (t0) ≤ x (t0) ≤ v (t0) , (28.5)

u′ (t) ≤ F (t, u (t) , v (t) , u (τ (t)) , v (τ (t))) ,
v′ (t) ≥ F (t, v (t) , u (t) , v (τ (t)) , u (τ (t))) (t ∈ [t0, t1])

(28.6)

âèïëèâàþòü îöiíêè

u (t) ≤ x (t) ≤ v (t) (t ∈ [t0, t1]) (28.7)

äëÿ ¹äèíîãî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîãî ðîçâ'ÿçêó x (t) çàäà÷i (28.1),
(28.2), ÿêùî u (t), v (t) ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè íà [t0, t1]
ôóíêöiÿìè.

Äîâåäåííÿ ïîäiáíå ía äîâåäåííÿ òåîðåìè 27.4.
Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ àíàëîãîì òåîðåìè 27.9, i äëÿ ¨¨ äîâåäåííÿ òåæ

ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ç ìåòîäèêè äîâåäåííÿ òåîðåìè 27.9.
Òåîðåìà 28.2. Íåõàé F (t, y, z, p, q) ¹ íåïåðåðâíîþ ïðè t ∈

[t0, t1], y, z, p, q ∈ S (x0) i ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè Àτ , Wτ . Íåõàé
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ïðè t ∈ [t0, t1] ôóíêöi¨ u(t), v(t), äëÿ ÿêèõ
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ñïðàâäæóþòüñÿ ïðè t = t0 íåðiâíîñòi (28.5), çàäîâîëüíÿþòü ïðè
t ∈ [t0, t1] íåðiâíîñòi

u′ (t) ≤ F (t, u (t) , v (t) , u (τ (t)) , v (τ (t)))−
(L1 (t) + L2 (t)) (v (t)− u (t))− (M1 (t) +M2 (t)) (v (τ (t))− u (τ (t))) ,
v′ (t) ≥ F (t, v (t) , u (t) , v (τ (t)) , u (τ (t)))+
(L1 (t) + L2 (t)) (v (t)− u (t)) + (M1 (t) +M2 (t)) (v (τ (t))− u (τ (t))) .

Òîäi ìàþòü ìiñöå îöiíêè (28.7) äëÿ ¹äèíîãî íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíîãî ðîçâ'ÿçêó x (t) çàäà÷i (28.1), (28.2).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

x′ (t) = f

t, x (t) ,

t∫
t0

k (t, s, x (s)) ds

 (28.8)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ
x (t0) = x0. (28.9)

Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi àíàëîãè óìîâ Àτ , Wτ .
Óìîâà Às. Çàäàíi ôóíêöi¨ F (t, y, z, p, q), K (t, ξ, y, z), ÿêi ¹

íåïåðåðâíèìè çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ i äëÿ ÿêèõ iç ñïiââiäíîøåíü
t, ξ ∈ [t0, t1], x, y, z, p, q ∈ S (x0), y ≤ z, p ≤ q âèïëèâàþòü
ñïiââiäíîøåííÿ (28.3) ç ìàòðèöÿìè Li (t),Mi (t) (i = 1, 2) iç óìîâè
Àτ , à òàêîæ

K (t, ξ, z, x)−K (t, ξ, y, x) ≤ K1 (t, ξ) (z − y) ,
K (t, ξ, x, z)−K (t, ξ, x, y) ≥ −K2 (t, ξ) (z − y) ,

äå êâàäðàòíi ìàòðèöi K1 (t, ξ), K2 (t, ξ) ðîçìiðíîñòi N ìà¹òü
âiäïîâiäíî êîìïîíåíòè k

(1)
ij (t, ξ), k

(2)
ij (t, ξ), ÿêi ¹ íåâiä'¹ìíèìè

íåïåðåðâíèìè äiéñíèìè ïðè t, ξ ∈ [t0, t1] ôóíêöiÿìè.
Óìîâà Ws. Ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà Wτ i, êðiì òîãî, K (t, s, y, z) íå

ñïàäà¹ ùîäî y, íå çðîñòà¹ ùîäî z.
Òåîðåìà 28.3. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè Às, Ws. Íåõàé

íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ u (t), v (t) çàäîâîëüíÿþòü ïðè
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t ∈ [t0, t1] ñïiââiäíîøåííÿ

u′(t)≤F

(
t, u(t), v(t),

t∫
t0

K (t, s, u(s), v(s)) ds,
t∫
t0

K (t, s, v(s), u(s)) ds

)
,

v′(t)≥F

(
t, v(t), u(t),

t∫
t0

K (t, s, v(s), u(s)) ds,
t∫
t0

K (t, s, u(s), v(s)) ds

)
,

à òàêîæ � ñïiââiäíîøåííÿ (28.5). Òîäi äëÿ ¹äèíîãî íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíîãî ïðè t ∈ [t0, t1] ðîçâ'ÿçêó x (t) çàäà÷i (28.8), (28.9)
ìàþòü ìiñöå îöiíêè (28.7), ÿêùî ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

F (t, x, x, y, y) = f (t, x, y) ,
K (t, s, x, x) = k (t, s, x)

(28.10)

ïðè t, s ∈ [t0, t1], x, y ∈ S (x0).
Òåîðåìà 28.4. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi (28.10) òà óìîâè

Às, Ws i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ u (t), v (t) çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíîñòi

u′(t)≤F

(
t, u(t), v(t),

t∫
t0

K (t, s, u(s), v(s)) ds,
t∫
t0

K (t, s, v(s), u(s)) ds

)
−

− (L1(t)+L2(t)) (v(t)−u(t))− (M1(t)+M2(t))
t∫
t0

K1 (t, s) (v(s)−u(s)) ds,

v′(t)≥F

(
t, v(t), u(t),

t∫
t0

K (t, s, v(s), u(s)) ds,
t∫
t0

K (t, s, u(s), v(s)) ds

)
+

+(L1(t)+L2(t)) (v(t)−u(t))+ (M1(t)+M2(t))
t∫
t0

K1 (t, s) (v(s)−u(s)) ds,

à ïðè t = t0 ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (28.5). Òîäi ìàþòü ìiñöå îöiíêè
(28.7) äëÿ ¹äèíîãî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîãî íà [t0, t1] ðîçâ'ÿçêó
x (t) çàäà÷i (28.8), (28.9).

Äîâåäåííÿ òåîðåì 28.4 òà 28.5 òåæ ìîæíà ðåàëiçóâàòè çà ñõåìîþ
äîâåäåííÿ òåîðåì 27.4 i 27.9 .
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�29. Äâîñòîðîííi îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ áåçòèïíèõ
ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Â óìîâàõ òåîðåìè 25.8 iñòîòíüîþ ¹ âèìîãà ïðî ìîíîòîííiñòü
ôóíêöi¨ f (t, x). Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ñèòóàöiþ, çà ÿêî¨ ìîíîòîííiñòü
ôóíêöi¨ f (t, x) ùîäî x íå ïîñòóëþ¹òüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

x′ (t) = f (t, x (τ1 (t)) , . . . , x (τN (t))) (29.1)

ó íàïiâóïîðÿäêîâàíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Å. Áóäåìî øóêàòè
íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèé îáìåæåíèé íà ïiâîñi [0,∞) ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (29.1), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

x (0) = x0. (29.2)

Ôóíêöi¨ t − τi (t) ìîæóòü ìiíÿòè çíàê íà ïiâîñi [0,∞), òîáòî
ðiâíÿííÿ (29.1) ìîæå íàëåæàòè íå òiëüêè äî çàïiçíþþ÷îãî òèïó, àëå
é äî ìiøàíîãî i, çîêðåìà, âèïåðåäæàþ÷îãî òèïó. Áóäåìî ââàæàòè, ùî

0 ≤ τi (t) ≤ α (t)
(
t ∈ [0,∞) , i = 1, N

)
, (29.3)

äå α (t) ìà¹ íåâiä'¹ìíó îáìåæåíó íà [0,∞) ïîõiäíó α′ (t).
Ââàæàòèìåìî çàäàíîþ ôóíêöiþ F (t, y1, . . . , yN ; z1, . . . zN ), ÿêà
íåïåðåðâíà ïðè t ∈ [0,∞), yi, zi ∈ E

(
i = 1, N

)
, ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ

iç Å i çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè.
1) Ïðè t ∈ [0,∞), xi ∈ E

(
i = 1, N

)
ìà¹ìî

F (t;x1, . . . , xN ;x1, . . . , xN ) = f(t, x1, . . . , xN ).
2) ßêùî yi ≤ ui, zi ≥ vi

(
i = 1, N

)
, t ∈ [0,∞), òî

F (t; y1, . . . , yN ; z1, . . . zN ) ≤ F (t;u1, . . . , uN ; v1, . . . vN ) . (29.4)

3) Iñíóþòü íåïåðåðâíi íà ïiâîñi [0,∞) ôóíêöi¨ l
(1)
i (t),

l
(2)
i (t)

(
i = 1, N

)
, äëÿ ÿêèõ

‖F (t;u1, . . . , uN ; v1, . . . vN )− F (t; y1, . . . , yN ; z1, . . . zN )‖ ≤

≤
N∑
i=1

l
(1)
i (t)α′ (t) ‖ui − yi‖+

N∑
i=1

l
(2)
i (t)α′ (t) ‖vi − zi‖
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ïðè t ∈ [0,∞), ‖yi‖ ≤ A, ‖zi‖ ≤ A, ‖ui‖ ≤ A, ‖vi‖ ≤ A (A < ∞
i = 1, N).

4) Ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

q < 1, (29.5)

äå

q = sup
t≥0

1
λ

exp

λ α(t)∫
t

l (s) ds

− exp

λ α(0)∫
t

l (s) ds


 ,

l (t) = h
[
α−1 (t)

]
, h (t) =

N∑
i=1

(
l
(1)
i (t) + l

(2)
i (t)

)
,

α−1 (t) ¹ îáåðíåíîþ äî α (t) ôóíêöi¹þ.
5) Ñïðàâäæóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ

L =

∞∫
0

l (t) dt <∞,

sup
t≥0

‖F (t; y1, . . . , yN ; z1, . . . zN )‖ <∞

ïðè ‖yi‖ ≤ A <∞, ‖zi‖ ≤ A <∞( i = 1, N).
Òåîðåìà 29.1. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè 1)-5). ßêùî çàäàíi

îáìåæåíi íåïåðåðâíî äèôåðåíåöiéîâíi íà ïiâîñi [0,∞) ôóíêöi¨ u (t),
v (t) (iç çíà÷åííÿìè â Å), äëÿ ÿêèõ

u′ (t) ≤ F (t;u (τ1 (t)) , . . . , u (τN (t)) ; v (τ1 (t)) , . . . v (τN (t))) ,
v′ (t) ≥ F (t; v (τ1 (t)) , . . . v (τN (t)) ;u (τ1 (t)) , . . . , u (τN (t)))

(29.6)

ïðè t ∈ [0,∞) i ïðè t = 0 ìà¹ìî

u (0) ≤ x0 ≤ v (0) , (29.7)

òî ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ: à) çàäà÷à (29.1), (29.2) ìà¹ ¹äèíèé
îáìåæåíèé íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèé íà [0,∞) ðîçâ'ÿçîê x (t); á)
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ïîñëiäîâíîñòi {yn (t)} òà {zn (t)}, óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

yn+1(t) = x0 +
t∫
0

F (s; yn (τ1 (s)) , . . . , yn (τN (s)) ;

zn (τ1 (s)) , . . . , zn (τN (s)))ds,

zn+1(t) = x0 +
t∫
0

F (s; zn (τ1 (s)) , . . . , zn (τN (s))

yn (τ1 (s)) , . . . , yn (τN (s)))ds

(29.8)

ç ïî÷àòêîâèìè íàáëèæåííÿìè

y0 (t) = u (t) , z0 (t) = v (t) (29.9)

ðiâíîìiðíî i ìîíîòîííî íå ñïàäàþ÷è òà ìîíîòîííî íå çðîñòàþ÷è
âiäïîâiäíî çáiãàþòüñÿ íà ïiâîñi t ∈ [0,∞) äî ðîçâ'ÿçêó x (t); â)
ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

u (t) ≤ x (t) ≤ v (t) (t ∈ [0,∞)) . (29.10)

Äîâåäåííÿ. Â îñíîâi îáãðóíòóâàííÿ òåîðåìè ëåæàòü ìiðêóâàííÿ,
ùî âèêîðèñòîâóþòü ñïåöiàëüíî âèáðàíó íîðìó ôóíêöi¨ x (t) íà ïiâîñi
[0,∞), ÿêó îçíà÷èìî (äèâ. áiáëiîãðàôiþ â [48]) çà ôîðìóëîþ

‖x‖0 = sup
t≥0

{exp [−λp (t)]} ‖x (t)‖ , (29.11)

äå ‖x (t)‖ � íîðìà â Å ôóíêöi¨ x (t) ïðè ôiêñîâàíîìó t, λ � äiéñíå
äîäàòí¹ ÷èñëî,

p (t) =

t∫
0

l (s) ds.

Çàïðîâàäèìî ïîçíà÷åííÿ

T (y, z) = x0 +

t∫
0

F (s; y(τ1(s)), . . . , y(τN (s)), z(τ1(s)), . . . , z(τN (s)))ds.

(29.12)
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Ç óìîâ 1), 2), 4), 5) âèïëèâà¹, ùî

‖T (y, z)− T (u, v)‖ ≤

≤
t∫

0

‖F (s; y (τ1 (s)) , . . . , y (τN (s)) , z (τ1 (s)) , . . . , z (τN (s)))−

−F (s;u (τ1 (s)) , . . . , u (τN (s)) , v (τ1 (s)) , . . . , v (τN (s)))‖ ds ≤

≤
t∫

0

N∑
i=1

l
(1)
i (s)α′ (s) ‖y (τi (s))−u (τi (s))‖ds+

+

t∫
0

N∑
i=1

l
(2)
i (s)α′ (s) ‖z (τi (s))−v (τi (s))‖ds≤

≤
t∫

0

N∑
i=1

l
(1)
i (s)α′ (s) e

λ
τi(s)∫
0

l(ξ)dξ
e
−λ

τi(s)∫
0

l(ξ)dξ
‖y(τi(s))−u(τi(s))‖ds+

+

t∫
0

N∑
i=1

l
(2)
i (s)α′ (s) e

λ
τi(s)∫
0

l(ξ)dξ
e
−λ

τi(s)∫
0

l(ξ)dξ
‖z(τi(s))−v(τi(s))‖ds≤

≤ max {‖y − u‖0 , ‖z − v‖0}
l∫

0

h (s)α′ (s) exp

λ α(s)∫
0

l (ξ) dξ

 ds =

=
1
λ

exp

λ α(t)∫
0

l (s) ds

− exp

λ α(0)∫
0

l (s) ds


 ‖(y, z)− (u, v)‖0 ,

äå ‖(y, z)− (u, v)‖0 = max {‖y − u‖0 , ‖z − v‖0}. Çàâäÿêè áàíàõîâîìó
ïðèíöèïîâi ñòèñêó ç öüîãî âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé {yn (t)},
{zn (t)} äî ãðàíèöü y∗ (t), z∗ (t), à òàêîæ ðiâíiñòü öèõ ãðàíèöü
y∗ (t) = z∗ (t) = x (t). Ïðè öüîìó x (t) ¹ îáìåæåíèì ðîçâ'ÿçêîì íà
ïiâîñi [0,∞), áî íîðìà ‖·‖0 i ðiâíîìiðíà íîðìà ‖x‖1 = sup

t≥0
‖x (t)‖ ¹,
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ùî î÷åâèäíî, åêâiâàëåíòíèìè. Îòæå, òâåðäæåííÿ à) îáãðóíòîâàíå.
Òâåðäæåííÿ á) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî óìîâà 3) òà (29.6), (29.7)
çàáåçïå÷óþòü ìîíîòîííó çíèçó çáiæíiñòü äî x (t) ïîñëiäîâíîñòi
{yn (t)} òà ìîíîòîííó çâåðõó çáiæíiñòü äî x (t) ïîñëiäîâíîñòi {zn (t)}.
Öå, çîêðåìà, îçíà÷à¹, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

yn (t) ≤ yn+1 (t) ≤ x (t) ≤ zn+1 (t) ≤ zn (t) (t ∈ [0,∞)) ,

ç ÿêèõ âèïëèâàþòü îöiíêè (29.10). Òåîðåìó äîâåäåíî.
Çàóâàæåííÿ 29.1. Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè âèêîðèñòàíà

ìåòîäèêà ìiðêóâàíü iç [45]. Çà ¨¨ äîïîìîãîþ â [45] îáãðóíòîâàíà
îäíîçíà÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (29.1), (29.2).

Çàóâàæåííÿ 29.2. Òåîðåìà 29.1 îõîïëþ¹ îñíîâíèé ðåçóëüòàò
iç [110].

�30. Ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ i òðàíñöåíäåíòíèõ
ðiâíÿíü

Íà òàêèõ ñèñòåìàõ çóïèíèìîñÿ ÿê íà ïðèêëàäi çàñòîñóâàííÿ
ðåçóëüòàòiâ ç ïîïåðåäíiõ ðîçäiëiâ. Äîêëàäíiøèé âèêëàä ïðî
çàñòîñóâàííÿ äåÿêèõ äâîñòîðîííiõ àëãîðèòìiâ äî íèõ ìîæíà çíàéòè
ó [49] òà ó [57] (äèâ. [57, ��31-34]). ßê âiäîìî, ðîçâ'ÿçàííÿ
áàãàòüîõ ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷ òèì ÷è iíøèì ñïîñîáîì çäåáiëüøîãî
ïðèçâîäèòü äî ïîòðåáè ðåàëiçàöi¨ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ äëÿ ñèñòåì
àëãåáðà¨÷íèõ ÷è òðàíñöåíäåíòíèõ ðiâíÿíü. Öå ñòîñó¹òüñÿ, çîêðåìà,
äî ðiçíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çâè÷àéíèìè òà
iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
iíòåãðàëüíèõ i iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, âàðiàöiéíèõ çàäà÷
i ò. ï. Ïðîáëåìàì, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ¨õ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ,
ïðèñâÿ÷åíi ÷èñëåííi äîñëiäæåííÿ. Áiáëiîãðàôiþ ç öüîãî ïðèâîäó
ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â [79, 49].

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ àáî òðàíñöåíäåíòíèõ
ðiâíÿíü ïîäàíî ó âèãëÿäi

xi = fi (x1, . . . , xN )
(
i = 1, R

)
, (30.1)

äå R, N ¹ íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè àáî íåñêií÷åííiñòþ.



307

Ñïî÷àòêó ïðèïóñêàòèìåìî, ùî çàäàíi ôóíêöi¨ Fi (i = 1, R), äëÿ
ÿêèõ

Fi (x1, . . . , xN ;x1, . . . , xN ) = fi (x1, . . . , xN )
(
i = 1, R

)
(30.2)

â òié îáëàñòi E1, ó ÿêié îçíà÷åíi ôóíêöi¨ fi ( i = 1, R),
äå E1 � ïiäìíîæèíà äåÿêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó Å ðîçìiðíîñòi
N0 ≥ sup {R,N}, åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ âåêòîðè X = {x1, . . . , xN0}
ç äiéñíèìè êîìïîíåíòàìè. Áóäåìî ââàæàòè, ùî â Å çàïðîâàäæåíî
íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü, çà ÿêî¨ íåðiâíiñòü y ≤ z ðiâíîñèëüíà iç
ñèñòåìîþ íåðiâíîñòåé yi ≤ zi

(
i = 1, N0

)
. Çàäëÿ ñïðîùåíü âèêëàäó

ïðèéìåìî, ùî R = N .
Òåîðåìà 30.1. Íåõàé: 1) ôóíêöi¨ Fi(y1, . . . , yN ; z1, . . . , zN )

(i = 1, N) íå ñïàäàþòü ùîäî y1, . . . , yN , íå çðîñòàþòü ùîäî
z1, . . . , zN ; 2) çàäàíi âåêòîðè u = {u1, . . . , uN}, v = {v1, . . . , vN} ∈ E1,
äëÿ ÿêèõ

ui ≤ Fi (u1, . . . , uN ; v1, . . . , vN ) ,
vi ≥ Fi (v1, . . . , vN ;u1, . . . , uN )

(
i = 1, N

)
,

(30.3)

ïðè÷îìó ïîñëiäîâíîñòi âåêòîðiâ yn = {yn1 , . . . , ynN}, zn = {zn1 , . . . , znN}
ç E1, óòâîðåíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

y0
i = ui, z0

i = vi, y
n+1
i = Fi (yn1 , . . . , y

n
N ; zn1 , . . . , z

n
N ) ,

zn+1
i = Fi (zn1 , . . . , z

n
N ; yn1 , . . . , y

n
N )
(
i = 1, N

)
,

(30.4)

çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî âåêòîðiâ y∗ = {y∗1, . . . , y∗N},
z∗ = {z∗1 , . . . , z∗N}, ÿêi ¹ êîìïîíåíòàìè êðàéíüîãî â E1 ðîçâ'ÿçêó
(y∗, z∗) ñèñòåìè ðiâíÿíü

yi = Fi (y1, . . . , yN ; z1, . . . , zN ) ,
zi = Fi (z1, . . . , zN ; y1, . . . , yN )

(
i = 1, N

)
.

(30.5)

Òîäi äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x ∈ E1 ñèñòåìè (30.1) ìàþòü ìiñöå îöiíêè

ui ≤ xi ≤ vi
(
i = 1, N

)
. (30.6)

Öÿ òåîðåìà ñïiâïàäà¹ ç òåîðåìîþ 31.1 ç [49]. �¨ ìîæíà îòðèìàòè ç
òåîðåìè 19.5. Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ç òåîðåìè 30.1.
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Òåîðåìà 30.2. Íåõàé çàäàíi ôóíêöi¨ Gi (x1, . . . , xN ;x1, . . . , xN ),
Hi (x1, . . . , xN ;x1, . . . , xN )

(
i = 1, N

)
, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóþòüñÿ

óìîâè: 1) ÿêùî x ∈ E1, òî

Gi (x1, . . . , xN ;x1, . . . , xN ) ≤ fi (x1, . . . , xN ) ≤
≤ Hi (x1, . . . , xN ;x1, . . . , xN ) ;

(30.7)

2) ôóíêöi¨ Gi (y1, . . . , yN ; z1, . . . , zN ), Hi (y1, . . . , yN ; z1, . . . , zN ) íå
ñïàäàþòü ùîäî yj íå çðîñòàþòü ùîäî zj

(
j = 1, N

)
; 3) âåêòîðè

u, v ∈ E1 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

ui ≤ Gi (u1, . . . , uN ; v1, . . . , vN ) ,
vi ≥ Hi (v1, . . . , vN ;u1, . . . , uN )

(
i = 1, N

)
;

(30.8)

4) ïðè êîæíîìó i = 1, N ïîñëiäîâíîñòi {yni }, {zni }, ïîáóäîâàíi çà
äîïîìîãîþ ôîðìóë

y0
i = ui, z0

i = vi,

yn+1
i = Gi (yn1 , . . . , y

n
N ; zn1 , . . . , z

n
N ) ,

zn+1
i = Hi (zn1 , . . . , z

n
N ; yn1 , . . . , y

n
N )

(
i = 1, N

)
,

(30.9)

çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî ãðàíèöü y∗i , z∗i , ïðè÷îìó âåêòîðè
y∗ = {y∗1, . . . , y∗N} , z∗ = {z∗1 , . . . , z∗N} ∈ E1 ¹ êîìïîíåíòàìè êðàéíüîãî
â E1 ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü

yi = Gi (yi, . . . , yN ; z1, . . . , zN ) ,
zi = Hi (z1, . . . , zN ; yi, . . . , yN )

(
i = 1, N

)
;

(30.10)

5) ïîñëiäîâíîñòi {yni }, {zni }, ïîáóäîâàíi çà ôîðìóëàìè (30.9) ç
ïî÷àòêîâèìè íàáëèæåííÿìè

y0
i = z0

i = xi
(
i = 1, N

)
,

äå xi êîìïîíåíòè ðîçâ'ÿçêó x = {x1, . . . , xN0} ∈ E1 ñèñòåìà ðiâíÿíü
(30.1), çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî êîìïîíåíò ϕ∗i , ψ

∗
i ðîçâ'ÿçêó (ϕ∗, ψ∗)

ñèñòåìè ðiâíÿíü (30.10), äå ϕ∗ = {ϕ∗1, . . . , ϕ∗N}, ψ∗ = {ψ∗1, . . . , ψ∗N}.
Òîäi äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó x ðiâíÿííÿ (30.1) ìàþòü ìiñöå îöiíêè (30.6).
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Ó òîìó âèïàäêó, êîëè Gi, Hi ¹ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè, òîáòî, ÿêùî
âîíè ìàþòü âèãëÿä

Gi (yi, . . . , yN ; z1, . . . , zN ) =
N∑
j=1

g1
ijyj −

N∑
j=1

g2
ijzj + b1i ,

Hi (yi, . . . , yN ; z1, . . . , zN ) =
N∑
j=1

h1
ijyj −

N∑
j=1

h2
ijzj + b2i ,

äå b1i , b2i , g1
ij , g2

ij , h1
ij , h2

ij � äiéñíi ÷èñëà i gkij ≥ 0, hkij ≥ 0(
k = 1, 2; i, j = 1, N

)
, äëÿ âèêîíàííÿ óìîâ 3) i 4) äîñèòü, ùîá

áóâ ìåíøèì çà îäèíèöþ ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ρ (L) ìàòðèöi L =
{lij}i,j=1,2N , äå

lpq =


g1
ij , ÿêùî p = i, q = j,

−g2
ij , ÿêùî p = i, q = N + j,

h1
ij , ÿêùî p = N + i, q = j,

−h2
ij , ÿêùî p = N + i, q = N + j,

(
i, j = 1, N

)
.

Çóïèíèìîñÿ íà òîìó ÷àñòêîâîìó âèïàäêîâi, êîëè äëÿ ñèñòåìè
ðiâíÿíü (30.1) ìà¹ìî ñèòóàöiþ, ÿêà â àáñòðàêòíîìó âèãëÿäi
ïðîàíàëiçîâàíà ó �21. Áóäåìî ââàæàòè, ùî E1 = E ¹ áàíàõîâèì öiëêîì
ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèì ïðîñòîðîì EN âåêòîðiâ ç N äiéñíèìè
êîîðäèíàòàìè. ßêùî N ¹ ñêií÷åííèì ÷èñëîì, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî
íîðìà â EN îçíà÷åíà, íàïðèêëàä, çà îäíi¹þ ç ôîðìóë

‖x‖ =

( ∞∑
i=1

|xi|p
) 1

p

(p ≥ 1) , ‖x‖ = max
i=1,N

|xi| .

Äëÿ íåñêií÷åííîãî N ìîæíà ââàæàòè, íàïðèêëàä, ùî EN ñïiâïàäà¹ ç
ïðîñòîðîì lp, ó ÿêîìó íîðìà îçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ

‖x‖ =

( ∞∑
i=1

|xi|p
) 1

p

(p > 1) ,

àáî çà ôîðìóëîþ

‖x‖ =

( ∞∑
i=1

Cpi |xi|
p

) 1
p

(p > 1)
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ç äîäàòíèìè ÷èñëàìè Ci
(
i = 1, N

)
. Ââàæàþ÷è, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ (30.2) i çâàæàþ÷è íà ïîòðåáó ðîçãëÿäàòè òàêîæ i
ñèñòåìó (30.5), çàïðîâàäèìî â EN × EN íîðìó ïàð ‖y, z‖ (y, z ∈ EN ).
Öå ìîæíà çðîáèòè, ÿê i â [55, 57], íàïðèêëàä, îäíèì iç òàêèõ ñïîñîáiâ

‖y, z‖ = (‖y‖p + ‖z‖p)
1
p (p ≥ 1) , (30.11)

‖y, z‖ = max {‖y‖ , ‖z‖} . (30.12)

Öå äà¹ çìîãó çàñòîñóâàòè äî ñèñòåìè (30.1) ðåçóëüòàòè iç �21,
âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó À: ç iñíóâàííÿ òàêîãî äiéñíîãî ÷èñëà M > 0,
äëÿ ÿêîãî ‖y, z‖ ≥M , âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

‖F (y, z) , F (z, y)‖ ≤ ‖y, z‖ , (30.13)

äå F (y, z) = {F1 (y, z) , . . . , FN (y, z)}, y = {y1, . . . , yN}, z =
{z1, . . . , zN}.

Òåîðåìà 30.3. Íåõàé: 1) ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (30.2)
òà óìîâà 1) òåîðåìè 30.1; 2) çàäàíi âåêòîðè u, v ∈ EN , ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (30.3); 3) âèêîíàíà óìîâà À, òîáòî,
ïðè ‖y, z‖ ≥M áóäåìî ìàòè íåðiâíiñòü (30.13). Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê
(y, z) ∈ EN × EN ñèñòåìè ðiâíÿíü(30.5), äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæóþòüñÿ
îöiíêè

ui ≤ yi, vi ≥ zi (30.14)

i ïîñëiäîâíîñòi {yni } òà {zni } çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî yi òà
zi

(
i = 1, N

)
, ÿêùî y0

i = ui, z0
i = vi.

Òåîðåìà 30.4. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 30.3 i, êðiì
òîãî, ñèñòåìà (30.1) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x ∈ EN , à ñèñòåìà (30.5) ìîæå
ìàòè íå áiëüøå ÿê îäèí ðîçâ'ÿçîê, òî äëÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x ∈ EN
ñèñòåìè (30.1) ìàþòü ìiñöå îöiíêè (30.6) i ïîñëiäîâíîñòi {yni }, {zni }
çáiãàþòüñÿ äî êîìïîíåíò xi

(
i = 1, N

)
öüîãî ðîçâ'ÿçêó çà óìîâè

âèáîðó y0
i = ui, z0

i = vi.
Çàóâàæåííÿ 30.1. ßêùî â óìîâàõ òåîðåìè 30.3 ôóíêöi¨

Fi (y, z)
(
i = 1, N

)
íå çàëåæàòü âiä z, òî óìîâè ¨¨ çàáåçïå÷óþòü

iñíóâàííÿ áîäàé îäíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü (30.1), ïðè÷îìó
ïîñëiäîâíîñòi {yn} òà {zn} çáiãàþòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (30.1).
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Çàìiñòü ïðèïóùåííÿ ïðî öiëêîì ïðàâèëüíó íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü
EN ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ iç ñëàáêiøîãî ïðèïóùåííÿ ïðî ïðàâèëüíó
íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòü EN .

Òåîðåìà 30.5. Íåõàé EN ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèé N -
ìiðíèé ïðîñòið (N ≤ ∞) i íåõàé çáiæíiñòü â EN ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê
ïîêîîðäèíàòíà. Íåõàé: 1) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1) òà 2) òåîðåìè
30.3; 3) çàìiñòü óìîâè À ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ ïðî iñíóâàííÿ
òàêîãî ÷èñëà M > 0, ùî ç íåðiâíîñòi |yi| ≥ M àáî ç íåðiâíîñòi
|zi| ≥ M äëÿ ÿêîãîñü i = 1, N âèïëèâà¹ äëÿ òîãî ñàìîãî íîìåðà i
íåðiâíiñòü

|Fi (yi, . . . , yN ; z1, . . . , zN )| < |yi|

àáî íåðiâíiñòü

|Fi (z1, . . . , zN ; yi, . . . , yN )| < |zi| .

Òîäi äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x ∈ EN ñèñòåìè (30.1) ìàþòü ìiñöå
îöiíêè

−M ≤ xi ≤M
(
i = 1, N

)
. (30.15)

Óìîâè öi¹¨ òåîðåìè çàáåçïå÷óþòü òàêîæ çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé
{yni } òà {zni }, ïîáóäîâàíèõ çà ôîðìóëàìè (30.4) ç ïî÷àòêîâèìè
íàáëèæåííÿìè y0

i = −M , z0
i = M , äî êîìïîíåíò yi òà zi ðîçâ'ÿçêó

ñèñòåìè (30.5).
Òåîðåìè 30.3, 30.4 âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç ðåçóëüòàòiâ �21.

Òîìó ¨õ äîâåäåííÿ ïðîïóñêà¹ìî. Òåîðåìà 30.5 ïîäàíà ó [57] ÿê
òåîðåìà 33.2, äëÿ ¨¨ äîâåäåííÿ ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ç iäåé äîâåäåííÿ
ðåçóëüòàòiâ iç �21.

Çàóâàæåííÿ 30.2. Ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó N < ∞
ç óìîâ òåîðåì 30.3, 30.5 âèïëèâà¹ äîäàòêîâèé ôàêò iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó x = {x1, . . . , xN} ñèñòåìè (30.1) çà äîäàòêîâîãî
ïðèïóùåííÿ ïðî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié Fi, áî â òàêîìó ðàçi
îïåðàòîð, ïîðîäæåíèé ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ñèñòåìè (30.1), ¹ öiëêîì
íåïåðåðâíèì é ìà¹ìî ïiäñòàâó çàñòîâóâàòè òåîðåìó Áðàóåðà ïðî
íåðóõîìó òî÷êó.

Çàóâàæåííÿ 30.3. Íàâåäåíi òóò ðåçóëüòàòè, ùî ìiñòÿòüñÿ
ó òåîðåìàõ 30.3-30.5, äîïóñêàþòü óçàãàëüíåííÿ ó äâîõ íàïðÿìàõ.
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Â ïåðøîìó ç íèõ ìà¹ìî íà óâàçi, ùî çàìiñòü óìîâè (30.2)
ìîæíà ðîçãëÿäàòè óìîâó (30.7). Äðóãèé ç ìîæëèâèõ íàïðÿìêiâ
óçàãàëüíåíü ñòîñó¹òüñÿ ñèòóàöi¨, êîëè â óìîâàõ òåîðåì 30.3-30.5
çàìiñòü ïðèïóùåííÿ ïðî ãåòåðîòîííiñòü îïåðàòîðà, ïîðîäæåíîãî
ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ñèñòåìè (30.1), òîáòî, çàìiñòü íåñïàäàííÿ
Fi (y, z) ùîäî y òà íåçðîñòàííÿ Fi (y, z) ùîäî z, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
÷àñòêîâà ëiïøèöi¹âiñòü Fi (y, z). Ñêàçàíå ñòîñó¹òüñÿ é òî¨
ñèòóàöi¨, êîëè ïðèïóùåííÿ (30.2) ìîæíà çàìiíèòè ïðèïóùåííÿì
(30.7), ÿêùî âçÿòè äî óâàãè, ùî ó öié ñèòóàöi¨ éòèìå ìîâà ïðî
÷àñòêîâó ëiïøèöi¹âiñòü ôóíêöié G1

i , G
2
i , H

1
i , H

2
i . Îáìåæèìîñÿ

öèì çàóâàæåííÿì, çâàæàþ÷è íà òå, ùî äîêëàäíiøå ôîðìóëþâàííÿ
i äîâåäåííÿ âiäïîâiäíèõ óçàãàëüíåíü òóò (ÿê i â iíøèõ ðîçäiëàõ)
íåîïðàâäàíî çáiëüøèëè á ôiçè÷íèé îá'¹ì êíèãè; ìîæëèâiñòü
ôîðìóëþâàííÿ i äîâåäåííÿ çàçíà÷åíèõ óçàãàëüíåíü ìîæíà
âèêîðèñòàòè òàêîæ ó ðîëi âïðàâ.

Çàóâàæåííÿ 30.4. Íå âäàþ÷èñü äî ïîäðîáèöü, çàçíà÷èìî, ùî
â [29] òà â [20] äëÿ ñèñòåìè (30.1) âñòàíîâëåíi äåÿêi ðåçóëüòàòè,
ÿêi îòðèìóþòüñÿ ÿê ÷àñòêîâi âèïàäêè ç òåîðåì 30.3-30.5 òà iç
ðåçóëüòàòiâ �21 çà ïðèïóùåíü, ùî fi (x1, . . . , xN ) íå ñïàäàþòü ùîäî
âñiõ àðãóìåíòiâ

(
i = 1, N

)
i ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ

lim
‖x‖→∞

‖f (x)‖ = 0, (30.16)

äå f (x) = {f1 (x1, . . . , xN ) , . . . , fN (x1, . . . , xN )}. Çàçíà÷èìî î÷åâèäíå:
óìîâà À íàâiòü ó âèïàäêó ìîíîòîííî¨ f (x) ìîæå ñïðàâäæóâàòèñü,
êîëè

lim
‖x‖→∞

‖f (x)‖ ≤ 1,

à òàêîæ i êîëè lim
‖x‖→∞

‖f (x)‖ íå iñíó¹.
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ÐÎÇÄIË XI. ÄÂÎÑÒÎÐÎÍÍI ÌÅÒÎÄÈ
ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß ÏÅÐIÎÄÈ×ÍÈÕ ÐÎÇÂ'ßÇ-
ÊIÂ ÇÂÈ×ÀÉÍÈÕ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ
ÐIÂÍßÍÜ

×èñåëüíî-àíàëiòè÷íîìó ìåòîäîâi À.Ì.Ñàìîéëåíêà (äèâ. [85])
ïðèñâÿ÷åíî ÷èìàëî äîñëiäæåíü (äèâ., íàïð., áiáëiîãðàôiþ â [85,
86]). Ïî¹äíàííþ iäå¨ öüîãî ìåòîäó ç iäå¹þ ïîáóäîâè äâîñòîðîííiõ
íàáëèæåíü äî ðîçâ'ÿçêiâ ïåðiîäè÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ñòîñó¹òüñÿ ïîâiäîìëåííÿ Ì.Ñ.Êóðïåëÿ
[45] (äèâ., òàêîæ [57]). Ðîçâèòîê çàïî÷àòêîâàíîãî â [44] ñïîñîáó
äâîñòîðîííüî¨ àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ òèõ ÷è iíøèõ êëàñiâ ðiâíÿíü
ìîæíà çíàéòè ó áàãàòüîõ äîñëiäæåííÿõ (äèâ., íàïð., [86, 88, 89]).
Íàâåäåíi ó öüîìó ðîçäiëi ðåçóëüòàòè áëèçüêi äî ðåçóëüòàòiâ iç [88,
89] i ÷àñòêîâî îïóáëiêîâàíi â [67].

�31. Äâîñòîðîííÿ àïðîêñèìàöiÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîç-
â'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Âèêîðèñòàíèé â [57] ïiäõiä iç [45] äî ïîáóäîâè äâîñòîðîííiõ
íàáëèæåíü äî ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ãðóíòó¹òüñÿ íà ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íîìó ìåòîäi À.M.Ñàìîéëåíêà [85].
Ìåòîäîâi À.M.Ñàìîéëåíêà ïðèñâÿ÷åíi äîñëiäæåííÿ áàãàòüîõ àâòîðiâ
(äèâ., íàïð., [85, 86, 57]). Àäàïòàöiÿ Ì.Ñ.Êóðïåëåì [45, 57]
÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íîãî ìåòîäó À.M.Ñàìîéëåíêà äëÿ äâîñòîðîííüî¨
àïðîêñèìàöi¨ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç
çâè÷àéíèìè ïîõiäíèìè äîñëiäæóâàëàñÿ â [88, 89], à äëÿ ðiâíÿíü ç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè � â [86].

Äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

x′ (t) = f (t, x, x) , (31.1)

äå f (t, y, z) : (−∞,∞) × [a, b] × [a, b] → E, a ≤ b, a, b ∈ E, E
� íàïiâóïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið, øóêàòèìåìî ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê,
ââàæàþ÷è ôóíêöiþ f (t, y, z) íåïåðåðâíîþ çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ,
ïåðiîäè÷íîþ ùîäî t ç ïåðiîäîì T . Äîòðèìóþ÷èñü ñèìâîëiêè iç [42, 52],
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ïîçíà÷àòèìåìî Et0,T ìíîæèíó âñiõ òàêèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié x (t),
äëÿ ÿêèõ

x (t0) = x (t0 + T ) = x0, a ≤ x (t) ≤ b (t ∈ (−∞; +∞)) . (31.2)

Âèðiçíèìî òàêi ïðèïóùåííÿ.

Óìîâà 1) Çàäàíi íåïåðåðâíi ùîäî t, y, z íåñïàäíi ùîäî y
íåçðîñòàþ÷i ùîäî z ôóíêöi¨ a1 (t, y, z)w, a2 (t, y, z)w, ÿêi ùîäî w ¹
ëiíiéíèìè äîäàòíiìè íåïåðåðâíèìè îïåðàòîðàìè iç çíà÷åííÿìè â Å
i äëÿ ÿêèõ ç íåðiâíîñòi y ≤ z (y, z ∈ [a, b] , t ∈ (−∞,∞)) âèïëèâà¹

−a1 (t, y, z) (z − y) ≤ f (t, z, x)− f (t, y, x) ,

f (t, x, z)− f (t, x, y) ≤ a2 (t, y, z) (z − y) .
(31.3)

Óìîâà 2) Çàäàíi m,M ∈ E, äëÿ ÿêèõ

m ≤ − (a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z)) (z − y) + f (t, y, z) ≤M,
m ≤ (a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z)) (z − y) + f (t, z, y) ≤M

(31.4)

ïðè t ∈ (−∞,∞), y, z ∈ [a, b], ïðè÷îìó

a+
1
4
T (M −m) ≤ x0 ≤ b− 1

4
T (M −m) . (31.5)
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Ïîçíà÷èìî

F1 (t, y, z) = x0 +
(
1− t−t0

T

) t∫
t0

f (s, y (s) , z (s)) ds−

− t−t0
T

t0+T∫
t

f (s, z (s) , y (s)) ds−
(
1− t−t0

T

)
×

×
t∫
t0

[a1 (s, z (s) , y (s)) + a2 (s, z (s) , y (s))]×

× (z (s)− y (s)) ds+ t−t0
T

t0+T∫
t

[a1 (s, z (s) , y (s))+

+a2 (s, z (s) , y (s))] (z (s)− y (s)) ds,

F2 (t, z, y) = x0 +
(
1− t−t0

T

) t∫
t0

f (s, z (s) , y (s)) ds−

− t−t0
T

t0+T∫
t

f (s, y (s) , z (s)) ds+
(
1− t−t0

T

)
×

×
t∫
t0

[a1 (s, z (s) , y (s)) + a2 (s, z (s) , y (s))]×

× (z (s)− y (s)) ds+ t−t0
T

t0+T∫
t

[a1 (s, z (s) , y (s))+

+a2 (s, z (s) , y (s))] (z (s)− y (s)) ds.

(31.6)

Ïðèéìåìî
y0 = x0 − (t− t0)

(
1− t−t0

T

)
(M −m) ,

z0 = x0 + (t− t0)
(
1− t−t0

T

)
(M −m) .

(31.7)

Ðîçãëÿíåìî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ

yn+1 (t) = F1 (t, yn, zn) ,

zn+1 (t) = F2 (t, yn, zn) (n = 0, 1, . . .).
(31.8)

Òåîðåìà 31.1. Çà ïðèïóùåíü 1), 2) ïîñëiäîâíîñòi {yn (t)},
{zn (t)}, ïîáóäîâàíi çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (31.7), (31.8) òà (31.6), ïðè
êîæíîìó n = 0, 1, . . . çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

yn (t) , zn (t) ∈ Et0,T ,
yn (t) ≤ yn+1 (t) ≤ zn+1 (t) ≤ zn (t) (t ∈ [t0, t0 + T ]) .

(31.9)
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Äîâåäåííÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ (31.5), (31.7) òà (31.8) äëÿ n = 0
ïðèçâîäÿòü äî íåðiâíîñòåé

y0 (t) ≤ y1 (t) ≤ z1 (t) ≤ z0 (t) (t ∈ [t0, t0 + T ]) . (31.10)

Òîìó ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ç òèõ ñàìèõ ìiðêóâàíü, ÿêi âèêîðèñòàíi ó
�15 äëÿ äîâåäåííÿ àíàëîãiâ íåðiâíîñòåé âèãëÿäó (31.9).

Òåîðåìà 31.2. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 31.1 i,
êðiì òîãî, ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ (t) ∈ Et0,T ðiâíÿííÿ

x (t) = x0 +
(
1− t−t0

T

) t∫
t0

f (s, x (s) , x (s)) ds−

− t−t0
T

t0+T∫
t

f (s, x (s) , x (s)) ds.
(31.11)

Òîäi äëÿ t ∈ [t0, t0 + T ], n = 0, 1, . . . ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

yn (t) ≤ yn+1 (t) ≤ x∗ (t) ≤ zn+1 (t) ≤ zn (t) . (31.12)

Äîâåäåííÿ. Ìàþ÷è íà óâàçi ïðàâäèâiñòü ñïiââiäíîøåíü (31.10),
ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìàìè 15.1 òà 15.2.

Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ç ïîêëèêàííÿì íà ðåçóëüòàòè �15 ìîæíà
ïåðåêîíàòèñÿ ó îá ðóíòîâàíîñòi òàêîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 31.3. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1), 2) i ïðîñòið Å
¹ ïðàâèëüíî íàïiâóïîðÿäêîâàíèì. Òîäi äëÿ âñÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) ∈
Et0,T ðiâíÿííÿ (31.11) ìàþòü ìiñöå ïðè t ∈ [t0, t0 + T ], n = 0, 1, . . .
îöiíêè

yn (t) ≤ yn+1 (t) ≤ y∗ (t) ≤ x∗ (t) ≤ z∗ (t) ≤
≤ zn+1 (t) ≤ zn (t) ,

(31.13)

äå (y∗ (t) , z∗ (t)) � êðàéíié â Et0,T ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

y (t) = F1 (t, y, z) ,

z (t) = F2 (t, z, y)
(31.14)
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ç ïîáóäîâàíèìè çà ôîðìóëàìè (31.6) îïåðàòîðàìè F1, F2.
Íàñòóïíå ïðèïóùåííÿ íàçâåìî óìîâîþ 3).
Óìîâà 3) Çàäàíi ëiíiéíi íåïåðåðâíi äîäàòíi ùîäî w îïåðàòîðè

γ1 (t, y, z)w, γ2 (t, y, z)w, íåïåðåðâíi ùîäî t, y, z, äëÿ ÿêèõ iç
ñïiââiäíîøåíü y ≤ z, y, z ∈ [a, b], t ∈ (−∞,∞) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

f (t, z, x)− f (t, y, x) ≤ (−a1 (t, z, y) + γ1 (t, y, z)) (z − y) ,

(a2 (t, z, y)− γ2 (t, y, z)) (z − y) ≤ f (t, x, z)− f (t, x, y) .
(31.15)

Òåîðåìà 31.4. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè 1)-3) i iñíó¹ ëiíiéíèé
äîäàòíié ùîäî w îïåðàòîð A (t, y, z)w, äëÿ ÿêîãî ïðè t ∈ [t0, t0 + T ],
y, z ∈ [a, b] ìà¹ìî

Aw = A (t, y, z)w ≥
(
1− t−t0

T

) t∫
t0

[a1 (s, z (s) , y (s))+

+a2 (s, z (s) , y (s)) + γ1 (s, y (s) , z (s)) + γ2 (s, y (s) , z (s))]×

×w (s) ds+ t−t0
T

t0+T∫
t0

[a1 (s, z (s) , y (s)) + a2 (s, z (s) , y (s))+

+ γ1 (s, y (s) , z (s)) + γ2 (s, y (s) , z (s))]w (s) ds.

(31.16)

Òîäi ç ïðèïóùåííÿ
lim
n→∞

An (M −m) = θ, (31.17)

äå ãðàíèöþ ðîçãëÿäà¹ìî ó ðîçóìiííi ïîðîäæåíî¨
íàïiâóïîðÿäêîâàíiñòþ Å òîïîëîãi¨ (θ � íóëüîâèé åëåìåíò â Å),
âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) ∈ Et0,T ðiâíÿííÿ (31.11)
i äî x∗ (t) çáiãàþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi {yn (t)}, {zn (t)}, ïîáóäîâàíi çà
ôîðìóëàìè (31.7), (31.8), (31,9). Ïðè öüîìó ìà¹ ìiñöå îöiíêà

zn (t)− yn (t) ≤ 1
2
An (M −m) (n = 0, 1, . . .) (31.18)

òà îöiíêè
zn (t)− x∗ (t) ≤ 1

2A
n (M −m) ,

x∗ (t)− yn (t) ≤ 1
2A

n (M −m) .
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Äîâåäåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè çà òàêîþ ñàìîþ ñõåìîþ, çà ÿêîþ
äîâåäåíî òåîðåìó 15.4.

ßêùî, çîêðåìà, E ¹ íàïiâóïîðÿäêîâàíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì, òî
óìîâà (31.17) ñïðàâäæó¹òüñÿ çà ïðèïóùåííÿ, ùî

‖A (t, y, z)‖ ≤ q < 1.

Äëÿ òîãî, ùîá ðiâíÿííÿ (31.1) ìàëî ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê,
ÿêèé ¹ ïåðiîäè÷íèì ïðîäîâæåííÿì ðîçâ'ÿçêó x∗ (t) ðiâíÿííÿ (31.11),
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ñïðàâäæóâàëàñÿ ðiâíiñòü

∆ (x0, x
∗) = 0, (31.19)

äå

∆ (x0, x) =
1
T

T∫
0

f (t, x (t) , x (t)) dt. (31.20)

Îòæå, éäåòüñÿ ïðî iñíóâàííÿ íóëiâ ôóíêöi¨ ∆ (x0, x
∗) ÿê ôóíêöi¨ âiä

x0, ÿêùî x∗ = x∗ (t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (31.11).
Çàäëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî äîêëàäíiøå ÷àñòêîâèé âèïàäîê, êîëè

a1, a2 ¹ íóëüîâèìè îïåðàòîðàìè, òîáòî, âèïàäîê, êîëè f (t, y, z)
íå ñïàäà¹ ùîäî y, íå çðîñòà¹ ùîäî z. Öåé âèïàäîê ðîçãëÿäàâñÿ
Ì.Ñ.Êóðïåëåì â [45] (äèâ. òàêîæ [57, �30]). Íàñòóïíà òåîðåìà
îòðèìó¹òüñÿ çà öi¹¨ ñèòóàöi¨ ÿê íàñëiäîê ç òåîðåìè 33.1.

Òåîðåìà 31.5 (äèâ. [57, òåîðåìà 30.1]). Íåõàé f (t, y, z) íå ñïàäà¹
ùîäî y, íå çðîñòà¹ ùîäî z òà ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

m ≤ f (t, y, z) ≤M (31.21)

ïðè y, z ∈ [a, b], t ∈ (−∞,∞). Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi {yn (t)}, {zn (t)}
óòâîðþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (31.7) òà ôîðìóë

yn+1 (t) = F (t, yn, zn) ,
zn+1 (t) = F (t, zn, yn) ,

äå

F (t, y, z) = x0 +
(

1− t− t0
T

) t∫
t0

f (s, y (s) , z (s)) ds−
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− t− t0
T

t0+T∫
t

f (s, z (s) , y (s)) ds.

Òîäi ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (31.10).
Ïîäiáíèì ñïîñîáîì ìîæíà îòðèìàòè ÷àñòêîâi âèïàäêè òåîðåì

31.2-31.4 äëÿ âèîêðåìëåíîãî âèïàäêó, êîëè f (t, y, z) ¹ ãåòåðîòîííîþ
ôóíêöi¹þ ùîäî y, z.

ßê çàçíà÷åíî â [45, 57], ãåòåðîòîííó ôóíêöiþ f (t, y, z) ìîæíà
ïîáóäóâàòè, íàïðèêëàä, äëÿ òàêî¨ íåìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ g (t, x), äëÿ
ÿêî¨ ïðàâäèâi îöiíêè

−h (t, y) + h (t, z) ≤ g (t, y)− g (t, z) ≤ h (t, y)− h (t, z)

ïðè z ≤ y, äå h(t, x) - içîòîííà ïî x . Â òàêîìó âèïàäêó ìîæíà
ïðèéíÿòè

f (t, y, z) =
1
2

(g (t, y) + h (t, y)) +
1
2

(g (t, z)− h (t, z)) .

Î÷åâèäíî, ùî ñêîíñòðóéîâàíà ó òàêèé ñïîñiá ôóíêöiÿ f (t, y, z) íå
ñïàäà¹ ùîäî y, íå çðîñòà¹ ùîäî z.

Ùîäî ïîáóäîâè ãåòåðîòîííèõ ôóíêöié äîñòàòíüî çàãàëüíi
ðåçóëüòàòè îòðèìàíi â [93].

�32. Äâîñòîðîííÿ àïðîêñèìàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïå-
ðiîäè÷íî¨ çàäà÷i êåðóâàííÿ

Íåðiäêî çàäà÷i åëåêòðî- i ðàäiîòåõíiêè çâîäÿòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ
ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
ÿêi ìiñòÿòü íåâiäîìèé ïàðàìåòð λ. Ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè äîâîäèòüñÿ
øóêàòè ñåðåä λ-ïàðàìåòðè÷íî¨ ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨
ñèñòåìè.

Ïiä ïåðiîäè÷íîþ çàäà÷åþ êåðóâàííÿ (äèâ. [85, 88]) ðîçóìi¹ìî
çàäà÷ó ïðî âiäøóêàííÿ T -ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

x′ (t) = f (t, x, λ) , (32.1)
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òà çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ ∈ J , ïðè ÿêèõ öi ðîçâ'ÿçêè çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó

x (t0) = x (t0 + T ) = x0, a ≤ x (t) ≤ b (t ∈ (−∞, ∞)) . (32.2)

Ââàæàòèìåìî, ùî ôóíêöiÿ f (t, x, λ) � âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà â
îáëàñòi D = (−∞;∞)× I × J , ( I = [a; b], J = [c; d], a, b, c, d ∈ E,
a ≤ b, c ≤ d) i ïåðiîäè÷íà çà t ç ïåðiîäîì T .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäèêó, çàïðîïîíîâàíó â [88], ââàæà¹ìî, ùî
ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (32.1) ìà¹ âèãëÿä

f (t, x, λ) = h (t, x, x, λ, λ)−Aλ, (32.3)

äå A - íåíóëüîâà ñòàëà ìàòðèöÿ, äëÿ ÿêî¨ A−1 > θ, i ïðè öüîìó
ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi óìîâè:

Óìîâà 1) ôóíêöiÿ h (t, x, x, λ, λ) âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà â îáëàñòi
(−∞;∞)× I × I × J × J i ïåðiîäè÷íà çà t ç ïåðiîäîì T ;

Óìîâà 2) çàäàíi íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ,
íåçðîñòàþ÷i çà y, η íåñïàäíi çà z, µ ôóíêöi¨ a1 (t, y, z)w, a2 (t, y, z)w
òà k1 (t, η, µ)ω, k2 (t, η, µ)ω, ÿêi ùîäî w òà ω ¹ ëiíiéíèìè
íåïåðåðâíèìè äîäàòíèìè îïåðàòîðàìè i äëÿ ÿêèõ çi ñïiââiäíîøåíü
y (t) ≤ z (t), η ≤ µ (t ∈ [0, T ], x, y, z ∈ [a, b], λ, η, µ ∈ [c, d]) âèïëèâàþòü
íåðiâíîñòi

−a1 (t, y, z) (z − y)− k1 (t, η, µ) (µ− η) ≤
≤ h (t, z, x, µ, λ)− h (t, y, x, η, λ) ,
h (t, x, z, λ, µ)− h (t, x, y, λ, η) ≤

≤ a2 (t, y, z) (z − y) + k2 (t, η, µ) (µ− η) .

(32.4)

Ñêîðèñòàâøèñü îïåðàòîðàìè ( äèâ. [88] )

L[ϕ(t, x(t));ψ(t, x(t))] =
(
1− t

T

) t∫
0

ϕ (s, x (s))ds−

− t
T

T∫
t

ψ (s, x (s))ds,
(32.5)

S [ϕ (t, x (t))] = T−1A−1

T∫
0

ϕ (s, y (s))ds, (32.6)
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âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (32.1), (32.2)
çà ôîðìóëàìè

yn+1 (t) = L [F1 (t, yn, zn, ηn, µn) ;F2 (t, yn, zn, ηn, µn)] + x0,
zn+1 (t) = L [F2 (t, yn, zn, ηn, µn) ;F1 (t, yn, zn, ηn, µn)] + x0,
ηn+1 = S [F1 (t, yn, zn, ηn, µn)] ,
µn+1 = S [F2 (t, yn, zn, ηn, µn)] ,

(32.7)

äå

F1 (t, y, z, η, µ) = (a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z)) (y − z) +
+ (k1 (t, η, µ) + k2 (t, η, µ)) (η − µ) + h (t, y, z, η, µ) ,
F2 (t, y, z, η, µ) = (a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z)) (z − y) +
+ (k1 (t, η, µ) + k2 (t, η, µ)) (µ− η) + h (t, z, y, µ, η) .

(32.8)

Òåîðåìà 32.1. Íåõàé iñíóþòü òàêi y0, z0 ∈ [a; b], η0, µ0 ∈ [c; d],
äëÿ ÿêèõ, ðàçîì iç y1, z1, η1, µ1, âèçíà÷åíèìè çà ôîðìóëàìè (32.7),
(32.8), ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

y0 ≤ y1 ≤ z1 ≤ z0, (32.9)

η0 ≤ η1 ≤ µ1 ≤ µ0, (32.10)

òîäi ïðè âèêîíàííi óìîâ 1), 2) äëÿ ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü (32.7)
(32.8) ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ zn+1 ≤ zn, (32.11)

ηn ≤ ηn+1 ≤ µn+1 ≤ µn, (32.12)

ïðè n = 0, 1, ...
Äîâåäåííÿ. Ïðè n = 0 ñïiââiäíîøåííÿ (32.11), (32,12) âiðíi çà

óìîâîþ òåîðåìè. Ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íi äî òèõ, ÿêi âèêîðèñòàíi äëÿ
äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé òàêîãî âèãëÿäó â �15 äîçâîëÿþòü äîâåñòè, ùî
íåðiâíîñòi (32.11), (32,12) ìàþòü ìiñöå äëÿ äîâiëüíîãî n = 1, 2, ...

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ
Óìîâà 3) çàäàíi M,M ∈ E òàêi, ùî â îáëàñòi D ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü
M ≤ h (t, x, x, λ, λ) ≤M, (32.13)
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ïðè÷îìó

a+
T

4
(
M −M

)
≤ x0 ≤ b− T

4
(
M −M

)
, (32.14)

c ≤ A−1M ≤ A−1M ≤ d. (32.15)

Òîäi ìîæíà ïîêëàñòè

y0 (t) = x0 − t
(
1− t

T

) (
M −M

)
,

z0 (t) = x0 + t
(
1− t

T

) (
M −M

)
,

η0 = c, µ0 = d.

(32.16)

Òåîðåìà 32.2. ßêùî iñíó¹ ïàðà {x∗, λ∗}, x∗ ∈ [a; b], λ∗ ∈ [c; d],
ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (32.1), (32.2), i âèêîíàíi óìîâè 1)-3), òî äëÿ
ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, âèçíà÷åíèõ çà ôîðìóëàìè (32.16), (32.7) -
(32.8), ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn, (32.17)

ηn ≤ ηn+1 ≤ λ∗ ≤ µn+1 ≤ µn, (32.18)

n = 0, 1, ...

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 32.2 ïðîâàäèòüñÿ çà òi¹þ æ ñõåìîþ, ùî i
äîâåäåííÿ òåîðåìè 15.1 iç �15.

Ïðèïóñòèìî ïðàâäèâiñòü óìîâè:
Óìîâà 4) Çàäàíi íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ äîäàòíi

ïðè t ∈ [0, T ], y, z ∈ [a, b], η, µ ∈ [c, d] äiéñíi ôóíêöi¨ γ1 (t, y, z)w,
γ2 (t, y, z)w, δ1 (t, η, µ)ω, δ2 (t, η, µ)ω, ÿêi ¹ ëiíiéíèìè íåïåðåðâíèìè
äîäàòíèìè ùîäî w, ω îïåðàòîðàìè, i äëÿ ÿêèõ çi ñïiââiäíîøåíü
y (t) ≤ z (t), η ≤ µ (t ∈ [0, T ], x, y, z ∈ [a, b], λ, η, µ ∈ [a, b]) âèïëèâàþòü
íåðiâíîñòi

h (t, z, x, µ, λ)− h (t, y, x, η, λ) ≤ (a1 (t, y, z) +
+γ1 (t, y, z)) (z − y) + (k1 (t, η, µ) + δ1 (t, η, µ)) (µ− η) ,
− (a2 (t, y, z) + γ2 (t, y, z)) (z − y)− (k2 (t, η, µ) +
+δ2 (t, η, µ)) (µ− η) ≤ h (t, x, z, λ, µ)− h (t, x, y, λ, η) .

(32.19)
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Çàïðîâàäèìî ïîçíà÷åííÿ

qx = max
t ∈ [0;T ]
y, z ∈ [a; b]

(3 (a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z))+

+γ1 (t, y, z) + γ2 (t, y, z)) ,

(32.20)

qλ = max
t ∈ [0;T ]
η, µ ∈ [c; d]

(3 (k1 (t, η, µ) + k2 (t, η, µ))+

+δ1 (t, η, µ) + δ2 (t, η, µ)) ,

(32.21)

Q =
(
Tqx Tqλ
A−1qx A−1qλ

)
. (32.22)

Òåîðåìà 32.3. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1)-4) òà íåðiâíiñòü
‖Q‖ ≤ q < 1. Òîäi â îáëàñòi D çàäà÷à (32.1), (32.2) ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê (x∗, λ∗) äî ÿêîãî ðiâíîìiðíî ùîäî t ∈ [0, T ] çáiãàþòüñÿ
ïîñëiäîâíîñòi {yn, ηn}, {zn, µn}, âèçíà÷åíi çà ôîðìóëàìè (32.7),
(32.8), i ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (32.17), (32.18).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ìîæíà ïðîâåñòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ,
ïîäiáíi äî âèêîðèñòàíèõ ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 15.4.

Çàóâàæåííÿ 32.1. Âèìîãó A−1 > θ, ÿê âiäìi÷åíî â [88], ìîæíà
çàìiíèòè ñëàáøèì ïðèïóùåííÿì. Íåõàé A - âiäìiííà âiä íóëÿ ñòàëà
ìàòðèöÿ, òîäi, çàïèñàâøè A−1 ó âèãëÿäi A−1 = A−1

+ − A−1
− , äå

A−1
+ ≥ θ A−1

− ≥ θ, îïåðàòîð S â (32.6) ìîæíà îçíà÷èòè (äèâ. [88])
çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi

S [ϕ (t, x (t))] = T−1

(
A−1

+

T∫
0

ϕ (s, y (s))ds

−A−1
−

T∫
0

ϕ (s, y (s))ds

) (32.23)

Ïðèêëàä 32.1. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî âiäøóêàííÿ 2π-
ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

dx

dt
= 0, 015x2 − 0, 05λ sin2 t+

1
3

(0, 5 + cos t)− 5λ,
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òà çíà÷åíü ïàðàìåòðà λ ïðè ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà x (0) = 0.
Òóò t ∈ [0; 2π], x ∈ [−r; r], λ ∈ [−ρ; ρ]. Ïîêëàâøè â (32.3)
A = 5, h (t, y, z, η, µ) = 0, 015z2 − 0, 05η sin2 t + 1

3 (0, 5 + cos t), â (32.4)
ïðèéìåìî a1 (t, y, z) ≡ 0, k1 (t, η, µ) = 0, 05 sin2 t, a2 (t, y, z) = 0, 03r,
k2 (t, η, µ) ≡ 0. Çà ïî÷àòêîâi íàáëèæåííÿ ìîæíà âçÿòè

y0 = −0, 015r2t
(
1− t

T

)
,

z0 = 0, 015r2t
(
1− t

T

)
,

η0 = −ρ, µ0 = ρ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è iòåðàöiéíi ôîðìóëè (32.7), (32.8) îòðèìà¹ìî

y1 = 1
3 sin t− π−t

200π

((
t2 − t3

3π

) (
0, 09r3 − 0, 0225r2

)
+ 5ρ

(
1− sin 2t

2

))
−

−0, 001t
(
0, 3πr3 − 0, 075πr2 − 25ρ

)
,

z1 = 1
3 sin t+ π−t

200π

((
t2 − t3

3π

) (
0, 09r3 − 0, 0225r2

)
+ 5ρ

(
1− sin 2t

2

))
+

+0, 001t
(
0, 3πr3 − 0, 075πr2 − 25ρ

)
,

η1 =
1
30

− 0, 001

(
5ρ+

π
(
6r3 − 1, 5r2

)
100

)
,

µ1 =
1
30

+ 0, 001

(
5ρ+

π
(
6r3 − 1, 5r2

)
100

)
.

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðîçãëÿíóòî¨ çàäà÷i x = 1
3 sin t, λ = 1

30 .
Ïîáóäîâàíèé äâîñòîðîííié iòåðàöiéíèé ïðîöåñ ìîæíà âèêîðèñòàòè

(äèâ. [88]) äëÿ çàäà÷i ïðî âiäøóêàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ,
äîñëiäæåíî¨ ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi, òîáòî, äëÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i

x′ (t) = f (t, x, x) , (32.24)

x (t0) = x (t0 + T ) = x0, a ≤ x (t) ≤ b (t ∈ (−∞,∞)) , (32.25)

äå f (t, y, z) : D̃ = (−∞,∞) × [a, b] × [a, b] → E, a ≤ b,
a, b ∈ E, E − íàïiâóïîðÿäêîâàíèé áàíàõiâ ïðîñòið. Øóêàòèìåìî
T − ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (32.24), ââàæàþ÷è ôóíêöiþ
f (t, y, z) íåïåðåðâíîþ çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ, ïåðiîäè÷íîþ ùîäî
t ç ïåðiîäîì T .
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Çàïèøåìî ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (32.24) ó âèãëÿäi

f (t, y, z) = h (t, y, z)−Kz (32.26)

äå ñòàëà ìàòðèöÿ K òàêà, ùî K > θ, K−1 > θ.
Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi óìîâè.
Óìîâà 5) Çàäàíi íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ

íåçðîñòàþ÷i ùîäî y íåñïàäíi ùîäî z ëiíiéíi äîäàòíi, ÿê îïåðàòîðè
ùîäî w, ôóíêöi¨ a1 (t, y, z)w, a2 (t, y, z)w, äëÿ ÿêèõ iç ñïiââiäíîøåíü
y ≤ z, t ∈ [0;T ], y, z ∈ [a; b] âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

−a1 (t, y, z) (z − y) ≤ f (t, z, x)− f (t, y, x) ,

f (t, x, z)− f (t, x, y) ≤ a2 (t, y, z) (z − y) .
(32.27)

Óìîâà 6) Çàäàíi m,M ∈ E, äëÿ ÿêèõ ïðè t ∈ [0;T ], y, z ∈ [a; b]
ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

m ≤ f (t, y, z)− (a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z)) (z − y) ≤M,

m ≤ f (t, y, z) + (a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z)) (z − y) ≤M.
(32.28)

Óìîâà 7) Çàäàíi m1,M1 ∈ E òàêi, ùî â îáëàñòi D̃
ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

m1 ≤ h (t, y, z)− (a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z) +K) (z − y) ≤M1,

m1 ≤ h (t, y, z) + (a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z) +K) (z − y) ≤M1

(32.29)

òà

a+K−1M1 +
5
12
T (M −m) ≤ b+K−1m1 −

5
12
T (M −m) . (32.30)

Ïîáóäó¹ìî äâîñòîðîííié iòåðàöiéíèé ïðîöåñ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

yn+1 (t) = x
(0)
n +Gy (t, yn, zn) ,

zn+1 (t) = x
(0)
n +Gz (t, yn, zn) ,

(32.31)
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x
(0)
n = 1

T

T∫
0

{
K−1 ((a1 (t, yn, zn) + a2 (t, yn, zn) +K)×

× (yn − zn) + h (t, yn, zn))−Gz (t, yn, zn)} dt,

x
(0)
n = 1

T

T∫
0

{
K−1 ((a1 (t, yn, zn) + a2 (t, yn, zn) +K)×

× (zn − yn) + h (t, zn, yn))−Gy (t, yn, zn)} dt,

(32.32)

äå

Gy (t, y, z) = L [(a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z)) (y − z) +
+f (t, y, z) ; (a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z)) (z − y) + f (t, z, y)] ,
Gz (t, y, z) = L [(a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z)) (z − y) +
+f (t, z, y) ; (a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z)) (y − z) + f (t, y, z)] .

(32.33)

Ïî÷àòêîâi íàáëèæåííÿ âèçíà÷èìî çà ôîðìóëàìè

y0 (t) = K−1m− 1
T

(
Tt− t2 + 1

6T
2
)
(M −m) ,

z0 (t) = K−1M + 1
T

(
Tt− t2 + 1

6T
2
)
(M −m) ,

(32.34)

à x(0)
0 òà x̄(0)

0 çíàõîäèìî ç (32.32).
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ îòðèìó¹òüñÿ ÿê íàñëiäîê òåîðåìè 32.1.
Òåîðåìà 32.4. Äëÿ ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, âèçíà÷åíèõ

çà ôîðìóëàìè (32.31) � (32.34), çà âèêîíàííÿ óìîâ 5) - 7)
ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ zn+1 ≤ zn, (32.35)

x(0)
n ≤ x

(0)
n+1 ≤ x̄

(0)
n+1 ≤ x̄(0)

n , (32.36)

n = 0, 1, ...,
Ïîñòóëþ¹ìî âèêîíàííÿ óìîâè: 8) Çàäàíi íåïåðåðâíi çà

ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ ëiíiéíi äîäàòíi, ÿê îïåðàòîðè ùîäî w,
ôóíêöi¨ γ1 (t, y, z)w, γ2 (t, y, z)w, äëÿ ÿêèõ (ðàçîì iç ôóíêöiÿìè
a1 (t, y, z)w, a2 (t, y, z)w, çàäàíèìè óìîâîþ 5) iç ñïiââiäíîøåíü y ≤ z,
t ∈ [0;T ], y, z ∈ [a; b] âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

f (t, z, x)− f (t, y, x) ≤ (a1 (t, y, z) + γ1 (t, y, z)) (z − y) ,
− (a2 (t, y, z) + γ2 (t, y, z)) (z − y) ≤ f (t, x, z)− f (t, x, y) .

(32.37)
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Ïîçíà÷èìî

Ma = max
t ∈ [0;T ]
y, z ∈ [a; b]

(3 (a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z)) + γ1 (t, y, z) + γ2 (t, y, z)) ,

Q = K−1Ma + E + TMa, (32.38)

äå E - îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.
Òåîðåìà 32.5. Íåõàé â îáëàñòi D̃ ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 5)-

8), à òàêîæ ñïiââiäíîøåííÿ ‖Q‖ ≤ q < 1. Òîäi â îáëàñòi D̃ iñíó¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x∗ çàäà÷i (32.24), (32.25), äî ÿêîãî ðiâíîìiðíî ùîäî
t ∈ [0, T ] çáiãàþòüñÿ ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ (32.31) - (32.33). Ïðè
öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn

x
(0)
n ≤ x

(0)
n+1 ≤ x̄

(0)
n+1 ≤ x0 ≤ x̄

(0)
n ,

(32.39)

n = 0, 1, ..., à òàêîæ ìà¹ ìiñöå îöiíêà

zn (t)− yn (t) ≤ qn
(

5T
6

(M −m) +K−1 (M1 −m1)
)
. (32.40)

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü çàóâàæèòè, ùî çà çàçíà÷åíèõ
ïðèïóùåíü àëãîðèòì (32.31)-(32.33) ìîæíà ââàæàòè ÷àñòêîâèì
âèïàäêîì àëãîðèòìó (32.7)-(32.8).
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ÐÎÇÄIË XII. ÄÂÎÑÒÎÐÎÍÍI ÌÅÒÎÄÈ
ÍÀÁËÈÆÅÍÎÃÎ ÐÎÇÂ'ßÇÀÍÍß ÄÅßÊÈÕ
ÁÀÃÀÒÎÒÎ×ÊÎÂÈÕ ÇÀÄÀ× ÄËß ÇÂÈ×ÀÉ-
ÍÈÕ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ

Çàñòîñóâàííÿ äâîñòîðîííiõ ìåòîäiâ äî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ
êðàéîâèõ çàäà÷, ÿê i ïåðâiñíèé âàðiàíò ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íîãî
ìåòîäó À.Ì.Ñàìîéëåíêà, âèêîðèñòîâó¹ ñïîñiá ïåðåõîäó âiä êðàéîâî¨
çàäà÷i äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, ÿêèé, ÿê
ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, îçíà÷à¹ çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà âiäïîâiäíî¨
çàäà÷i ó âèãëÿäi, çðó÷íîìó äëÿ çàñòîñóâàííÿ ÷èñåëüíî- àíàëiòè÷íîãî
ìåòîäó. Â öüìó ðîçäiëi îïèñàíó ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi äëÿ
ïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i ìåòîäèêó ïîøèðåíî íà îäíó êðàéîâó çàäà÷ó òà
íà áàãàòîòî÷êîâó çàäà÷ó Âàëëå-Ïóññåíà. Íàâåäåíi òóò ðåçóëüòàòè
îïóáëiêîâàíi ÷àñòêîâî â [68-70] òà â [116].

�33. Àëãîðèòìè äâîñòîðîííüî¨ àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ
ëiíiéíî¨ äâîòî÷êîâî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

Ó öüîìó ïàðàãðàôi ðîçãëÿíåìî êiëüêà ñïîñîáiâ ïîáóäîâè
äâîñòîðîííiõ íàáëèæåíü äî ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâî¨ çàäà÷i

dx

dt
= f (t, x, x) , (33.1)

αx (0) + βx (T ) = γ. (33.2)

Òóò x- åëåìåíò íàïiâóïîðÿäêîâàíîãî êîíóñîì äîäàòíèõ
åëåìåíòiâ ïðîñòîðó C([0;T ], Rm) íåïåðåðâíèõ m-âèìiðíèõ
âåêòîðíèõ ôóíêöié ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòó, t ∈ [0;T ],
f : D = [0;T ]× [a; b]× [a; b] → C([0;T ], Rm) � íåïåðåðâíà çà
ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ ôóíêöiÿ (a, b ∈ C([0;T ], Rm)), γ−m-âèìiðíèé
ñòàëèé âåêòîð, α i β- ñòàëi ìàòðèöi ïîðÿäêó m×m.

Çàäà÷à (33.1), (33.2) çà äåùî iíøèõ ïðèïóùåíü äîñëiäæåíà â
[74]. Ñïîñiá ïîáóäîâè çàïðîïîíîâàíèõ â öüîìó ðîçäiëi äâîñòîðîííiõ
ïðîöåñiâ à òàêîæ ìåòîäèêà ¨õ äîñëiäæåííÿ âèêîðèñòîâóþòü iäå¨ i
ìåòîäèêó äîñëiäæåíü iç [101, 108] òà iç [57].
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Äëÿ ïîáóäîâè iòåðàöié âèêîðèñòîâóâàòèìåìî åêâiâàëåíòíå äî
çàäà÷i (33.1), (33.2) iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

x = (α+ β)−1 γ + (α+ β)−1 α
t∫
0

f (s, x, x) ds+

+(α+ β)−1 β
t∫
T

f (s, x, x) ds
(33.3)

òà îïåðàòîð

Λ [ϕ (t) ;ψ (t)] = (α+ β)−1 α

t∫
0

ϕ (s) ds+(α+ β)−1 β

t∫
T

ψ (s) ds. (33.4)

Îïèøåìî îäèí ñïîñiá ïîáóäîâè äâîñòîðîííiõ íàáëèæåíü äî
ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (33.3), ùî âèêîðèñòîâó¹ êîíñòðóêöi¨
iç �13 i äîñëiäæåíèé â [69]. Ïîñòóëþ¹ìî âèêîíàííÿ â îáëàñòi D òàêèõ
óìîâ.

Óìîâà 1) Íåõàé ìàòðèöÿ α + β − íåîñîáëèâà, ïðè÷îìó
(α+ β)−1 α ≥ Θ, i (α+ β)−1 β ≥ Θ ( Θ � íóëü-ìàòðèöÿ, à íåðiâíîñòi
ðîçóìi¹ìî ÿê ïîêîìïîíåíòíi ).

Óìîâà 2) Çàäàíi ìàòðèöi A1 (t, y, z) =
{
a

(1)
ij (t, y, z)

}
,

B2 (t, y, z) =
{
b
(2)
ij (t, y, z)

}
(i, j = 1, ...,m ) íåïåðåðâíèõ çà ñóêóïíiñòþ

àðãóìåíòiâ íåñïàäíèõ ùîäî y íåçðîñòàþ÷èõ ùîäî z äîäàòíèõ ïðè
t ∈ [0;T ], y, z ∈ [a; b] äiéñíèõ ôóíêöié òàêi, ùî ïðè y ≤ z,
x, y, z ∈ [a; b], t ∈ [0;T ] ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

A1 (t, y, z) (z − y) ≤ f (t, z, x)− f (t, y, x) ,

f (t, x, z)− f (t, x, y) ≤ −B2 (t, y, z) (z − y) ;
(33.5)

Óìîâà 3) êîæíà ç íåðiâíîñòåé

w ≥ Λ [(A1 (t, y, z) +B2 (t, y, z))w;− (A1 (t, y, z) +
+B2 (t, y, z))w] ,

w ≥ Λ [(A1 (t, y, z)−B2 (t, y, z))w; (A1 (t, y, z)−
−B2 (t, y, z))w]

(33.6)
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ïðè y ≤ z, y, z ∈ [a; b], w ∈ CRm [0;T ], t ∈ [0;T ] ïðèçâîäèòü äî
íåðiâíîñòi w ≥ θ (θ- íóëüîâèé åëåìåíò ïðîñòîðó CRm [0;T ] );

Óìîâà 4) â îáëàñòi D ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

|F (t, y, z)| ≤M, (33.7)

äå M � m-âèìiðíèé ñòàëèé âåêòîð ç äîäàòíèìè êîìïîíåíòàìè,
ïðè÷îìó

a+ TM ≤ (α+ β)−1 γ ≤ b− TM. (33.8)

Òåîðåìà 33.1. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè 1)-4), ñèñòåìà ðiâíÿíü
yn+1 = (α+ β)−1 γ+
+Λ [F1 (t, yn+1, zn+1, yn, zn) ;F2 (t, yn+1, zn+1, yn, zn)] ,
zn+1 = (α+ β)−1 γ+
+Λ [F2 (t, yn+1, zn+1, yn, zn) ;F1 (t, yn+1, zn+1, yn, zn)] ,

(33.9)

äå

F1 (t, u, v, y, z) = A1 (t, y, z) (u− y)−B2 (t, y, z) (v − z) + f (t, y, z) ,

F2 (t, u, v, y, z) = A1 (t, y, z) (v − z)−B2 (t, y, z) (u− y) + f (t, z, y) ,

ïðè êîæíîìó n = 0, 1, 2, ... ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (yn+1, zn+1)
i ðiâíÿííÿ (33.3) ìà¹ õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê x∗ ∈ [a; b]. Òîäi
äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé {yn}, {zn}, óòâîðåíèõ iç êîìïîíåíò ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè (33.9), ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

a ≤ yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn ≤ b, (33.10)

(n = 0, 1, 2, ...), ïî÷èíàþ÷è ç

y0 = (α+ β)−1 γ − TM,

z0 = (α+ β)−1 γ + TM.
(33.11)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîäiáíå çà ñõåìîþ äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 13.2.
Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíà
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Óìîâà 5) çàäàíi ìàòðèöi A2 (t, y, z) =
{
a

(2)
ij (t, y, z)

}
, B1 (t, y, z) ={

b
(1)
ij (t, y, z)

}
(i, j = 1..m ) íåïåðåðâíèõ çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ

íåñïàäíèõ ùîäî y íåçðîñòàþ÷èõ ùîäî z äîäàòíèõ ïðè t ∈
[0;T ] y, z ∈ [a; b] äiéñíèõ ôóíêöié, òàêi, ùî íåðiâíîñòi y ≤ z
ñïðè÷èíþþòü ñïiââiäíîøåííÿ

f (t, z, x)− f (t, y, x) ≤ B1 (t, y, z) (z − y) ,

−A2 (t, y, z) (z − y) ≤ f (t, x, z)− f (t, x, y) .
(33.12)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mk =
{
M

(k)
i j

}
, mk =

{
m

(k)
i j

}
(k = 1, 2) ìàòðèöi ç

åëåìåíòàìè

M
(1)
i j = max

t∈[0,T ]
(A1 (t, b, a) +B2 (t, b, a)) ,

m
(1)
i j = min

t∈[0,T ]
(A1 (t, a, b) +B2 (t, a, b)) ,

M
(2)
i j = max

t∈[0,T ]
(A2 (t, b, a) +B1 (t, b, a)) ,

m
(2)
i j = min

t∈[0,T ]
(A2 (t, a, b) +B1 (t, a, b)) .

(33.13)

Òåîðåìà 33.2. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1)-5), ñèñòåìà
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (33.9) ïðè êîæíîìó n = 0, 1, 2, ... ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, iñíó¹ äîäàòíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ (E −M1T )−1 i
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ‖Q‖ ≤ q < 1, äå

Q = (E −M1T )−1
{

(α+ β)−1 ((M2 −m1)α+
+(M1 −m2)β)} ,

(33.14)

E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé íà [a; b] ðîçâ'ÿçîê x∗(t)
çàäà÷i (33.1), (33.2), äî ÿêîãî ðiâíîìiðíî ùîäî t ∈ [0;T ] çáiãàþòüñÿ
ïîñëiäîâíîñòi {yn (t)}, {zn (t)} êîìïîíåíò ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (33.9)
i ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (33.10).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç îöiíîê

‖zn+1 − yn+1‖ ≤
∥∥∥(E −M1T )−1

{
(α+ β)−1 ((M2 −m1)α+

+(M1 −m2)β)}‖ ‖zn − yn‖ = ‖Q‖ · ‖zn − yn‖ .
(33.15)
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Ïðèêëàä 33.1. Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó

dx

dt
= x3,

x (0) +
√

2x (1) =
3
2

â îáëàñòi D = [0; 1] × [0; 2]. Ââàæàþ÷è, ùî f (t, y, z) ≡ f (t, y) = y3,
â (33.5) ïðèéìåìî A1 (t, y, z) ≡ z2, òîáòî çàìiñòü íåðiâíîñòåé (33.5)
ìà¹ìî íåðiâíiñòü (

z2
)
(z − y) ≤ F (t, z)− F (t, y) .

Çà ïî÷àòêîâi íàáëèæåííÿ ìîæíà ïðèéíÿòè y0 (t) = t
4 , z0 =

1 + t
4 . Çíà÷åííÿ îá÷èñëåíèõ çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó ïîñëiäîâíèõ

íàáëèæåíü (33.9) íàâåäåíî â íàñòóïíié òàáëèöi.
T x y0 z0 y1 z1 y2 z2 y3 z3
0,0000 0,5000 0,0000 1,0000 0,0454 0,5737 0,3899 0,5710 0,4646 0,5430

0,1000 0,5130 0,0250 1,0250 0,0813 0,5996 0,4031 0,5815 0,4782 0,5547

0,2000 0,5270 0,0500 1,0500 0,1210 0,6283 0,4178 0,5930 0,4928 0,5672

0,3000 0,5423 0,0750 1,0750 0,1649 0,6603 0,4341 0,6058 0,5084 0,5808

0,4000 0,5590 0,1000 1,1000 0,2135 0,6959 0,4525 0,6201 0,5253 0,5956

0,5000 0,5774 0,1250 1,1250 0,2677 0,7357 0,4735 0,6365 0,5438 0,6119

0,6000 0,5976 0,1500 1,1500 0,3281 0,7806 0,4978 0,6556 0,5641 0,6298

0,7000 0,6202 0,1750 1,1750 0,3958 0,8312 0,5265 0,6782 0,5867 0,6500

0,8000 0,6455 0,2000 1,2000 0,4719 0,8886 0,5610 0,7058 0,6123 0,6731

0,9000 0,6742 0,2250 1,2250 0,5577 0,9539 0,6034 0,7403 0,6418 0,6999

1,0000 0,7071 0,2500 1,2500 0,6550 1,0286 0,6569 0,7849 0,6767 0,7321

Çíàþ÷è, ùî òî÷íèé ðîçãëÿíóòî¨ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i x∗ = 1√
4−2t

, çà
äàíèìè ç òàáëèöi íàâåäåìî íàñòóïíi îöiíêè:

0, 0521 ≤ x∗ − y1 ≤ 0, 4546;

0, 0502 ≤ x∗ − y2 ≤ 0, 1101;

0, 0304 ≤ x∗ − y3 ≤ 0, 0354;

0, 0737 ≤ z1 − x∗ ≤ 0, 3215;
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0, 0578 ≤ z2 − x∗ ≤ 0, 0778;

0, 0250 ≤ z3 − x∗ ≤ 0, 0430.

Äî àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (33.1), (33.2) ìîæíà
çàñòîñîâóâàòè àíàëîã äâîñòîðîííüîãî àëãîðèòìó (31.8), ÿêèé ó
ïîðiâíÿííi ç àëãîðèòìîì (33.9) ìà¹ ïåðåâàãó â òîìó, ùî íå âèìàãà¹
ðîçâ'ÿçóâàííÿ íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó ñèñòåìè
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ
Óìîâà 6) Çàäàíi ìàòðèöi A1 (t, y, z) =

{
a

(1)
ij (t, y, z)

}
,

A2 (t, y, z) =
{
a

(2)
ij (t, y, z)

}
(i, j = 1, ...,m ) íåïåðåðâíèõ çà ñóêóïíiñòþ

àðãóìåíòiâ íåçðîñòàþ÷èõ çà y íåñïàäíèõ çà z äîäàòíèõ ïðè
y, z ∈ [a, b], t ∈ [0, T ] äiéñíèõ ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ ç íåðiâíîñòåé y ≤ z
âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ

−A1 (t, y, z) (z − y) ≤ f (t, z, x)− f (t, y, x) ,

f (t, x, z)− f (t, x, y) ≤ A2 (t, y, z) (z − y) .
(33.16)

Â öüîìó âèïàäêó äëÿ âiäøóêàííÿ ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü äî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (33.1), (33.2) ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëàìè

yn+1 (t) = Λ [F1 (t, yn, zn) ;F2 (t, yn, zn)] + (α+ β)−1 γ,

zn+1 (t) = Λ [F2 (t, yn, zn) ;F1 (t, yn, zn)] + (α+ β)−1 γ,

(33.17)

äå

F1 (t, y, z) = (A1 (t, y, z) +A2 (t, y, z)) (y − z) + f (t, y, z) ,

F2 (t, y, z) = (A1 (t, y, z) +A2 (t, y, z)) (z − y) + f (t, z, y) .
(33.18)

Ïîçíà÷èìî
MA =

{
m

(A)
ij

}
, (33.19)

m
(A)
ij = max

t ∈ [0;T ]
y, z ∈ [a; b]

∣∣∣a(1)
ij (t, y, z) + a

(2)
ij (t, y, z)

∣∣∣ , (33.20)
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(i, j = 1, ...,m).
Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíi
Óìîâà 7) Â îáëàñòi D ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (33.7),

ïðè÷îìó

a+T (MA(b−a)+M)≤ (α+β)−1 γ≤b−T (MA(b−a) +M) , (33.21)

äå åëåìåíòè ìàòðèöi MA âèçíà÷åíi ñïiââiäíîøåííÿìè (33.20);

Óìîâà 8) çàäàíi ìàòðèöi γ1 (t, y, z) =
{
γ

(1)
ij (t, y, z)

}
, γ2 (t, y, z) ={

γ
(2)
ij (t, y, z)

}
(i, j = 1,m ) íåïåðåðâíèõ çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ

äîäàòíèõ ïðè y, z ∈ [a, b], t ∈ [0, T ] äiéñíèõ ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ
ç íåðiâíîñòåé y ≤ z (t ∈ [0, T ], x, y, z ∈ [a, b]) âèïëèâàþòü
ñïiââiäíîøåííÿ

f (t, z, x)− f (t, y, x) ≤ (−A1 (t, y, z) + γ1 (t, y, z)) (z − y) ,

(A2 (t, y, z)− γ2 (t, y, z)) (z − y) ≤ f (t, x, z)− f (t, x, y) .
(33.22)

Íåõàé Q = {qij} - ÷èñëîâà ìàòðèöÿ ðîçìiðó m×m, äå

qij = max
t ∈ [0;T ]
y, z ∈ [a; b]

((
a

(1)
ij (t, y, z) + a

(2)
ij (t, y, z)

)
+

+γ(1)
ij (t, y, z) + γ

(2)
ij (t, y, z)

)
.

(33.23)

Òåîðåìà 33.3. Íåõàé â îáëàñòi D ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1), 6)-
8), à òàêîæ ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü ‖Q‖ ≤ q < 1. Òîäi íà âiäðiçêó
[a; b] iñíó¹ ¹äèíèé â D ðîçâ'ÿçîê x∗ çàäà÷i (33.1), (33.2), äî ÿêîãî
ðiâíîìiðíî ùîäî t çáiãàþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn}, âèçíà÷åíi çà
ôîðìóëàìè (33.17), (33.18), ïî÷èíàþ÷è ç y0 = a, z0 = b. Ïðè öüîìó
ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

a = y0 ≤ yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn ≤ z0 = b (33.24)

(t ∈ [0, T ], n = 1, 2, ...).
Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ çà òi¹þ æ ñõåìîþ, ùî i äîâåäåííÿ

òåîðåì 15.4 òà 31.4.
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Ïðèêëàä 33.2. Íåõàé ðiâíÿííÿ (33.1) ìà¹ âèãëÿä

x′ = a (t)x2 + b (t)x+ c (t) , (33.25)

äå t ∈ [0;T ], x ∈ [0;x0] (x0 > 0). Çàïèøåìî ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ
ó âèãëÿäi f (t, y, z) = a+ (t) z2 − a− (t) y2 + b+ (t) z − b− (t) y + c (t), äå
a+ = |a|+a

2 , a− = |a|−a
2 , b+ = |b|+b

2 , b− = |b|−b
2 . Òîäi â (33.16) ìîæíà

ïîêëàñòè A1 (t, y, z) = 2a− (t) z + b− (t), A2 (t, y, z) = 2a+ (t) z + b+ (t),
à ó (31.12) � γ1 (t, y, z) ≡ A1 (t, y, z), γ2 (t, y, z) ≡ A2 (t, y, z). Óìîâà
çáiæíîñòi àëãîðèòìó (33.17), (33.18) ó öüîìó âèïàäêó íàáóäå âèãëÿäó

q = 2T max
t ∈ [0;T ]

y, z ∈ [0;x0]

(
2a− (t) + b− (t) + 2a+ (t) + b+ (t)

)
< 1.

Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì, ùî ïî¹äíó¹ iäå¨ àëãîðèòìiâ (33.9) òà (33.17).
Âií âèíèêà¹ ïðè çàñòîñóâàííi äî çàäà÷i (33.1), (33.2) àíàëîãiâ ìåòîäó
×àïëèãiíà iç �14 i äîñëiäæåíèé â [70].

Ââàæàòèìåìî, ùî âèêîíàíi
Óìîâà 9) çàäàíi ìàòðèöi Gk (t, y, z) =

{
g
(k)
ij (t, y, z)

}
, αk (t, y, z) ={

α
(k)
ij (t, y, z)

}
, Ak (t, y, z) =

{
a

(k)
ij (t, y, z)

}
, (k = 1, 2, i, j = 1,m)

íåïåðåðâíèõ çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ, íåçðîñòàþ÷èõ çà y i
íåñïàäíèõ çà z, äîäàòíèõ ïðè y, z ∈ [a, b] t ∈ [0, T ] äiéñíèõ ôóíêöié,
äëÿ ÿêèõ ç íåðiâíîñòåé y ≤ z (t ∈ [0, T ] x, y, z ∈ [a, b]) âèïëèâàþòü
ñïiââiäíîøåííÿ

(G1 (t, y, z) + α1 (t, y, z)−A1 (t, z, y))(z − y) ≤
≤ f (t, z, x)− f (t, y, x) ,
f (t, x, z)− f (t, x, y) ≤

≤ − (G2 (t, y, z) + α2 (t, y, z)−A2 (t, z, y)) (z − y) ;

(33.26)

Óìîâà 10) çàäàíi óìîâîþ 9) ìàòðèöi Gk (t, y, z), αk (t, y, z), (k =
1, 2) òàêi, ùî ñïiââiäíîøåííÿ y ≤ z, t ∈ [0;T ], x, y, z ∈ [a; b],

p ≥ Λ [G1 (t, y, z) p+G2 (t, y, z) q;
− (G1 (t, y, z) + α1 (t, y, z)) q − (G2 (t, y, z) + α2 (t, y, z)) p] ,

q ≥ Λ [(G1 (t, y, z) + α1 (t, y, z)) q+
+ (G2 (t, y, z) + α2 (t, y, z)) p;−G1 (t, y, z) p−G2 (t, y, z) q]



336

ñïðè÷èíþþòü íåðiâíîñòi p ≥ θ, q ≥ θ.
Òåîðåìà 33.4. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1), 9), 10) i

ñèñòåìà
yn+1 = (α+ β)−1 γ+
+Λ [F1 (t, yn+1, zn+1, yn, zn) ;F2 (t, yn+1, zn+1, yn, zn)] ,
zn+1 = (α+ β)−1 γ+
+Λ [F2 (t, yn+1, zn+1, yn, zn) ;F1 (t, yn+1, zn+1, yn, zn)] ,

(33.27)

äå

F1 (t, u, v, y, z) = G1 (t, y, z) (u− y)−G2 (t, y, z) (v − z) +
+ (A1 (t, z, y) +A2 (t, z, y)) (y − z) + f (t, y, z) ,

F2 (t, u, v, y, z) = (G1 (t, y, z) + α1 (t, y, z)) (v − z)−
− (G2 (t, y, z) + α2 (t, y, z)) (u− y) +
+ (A1 (t, z, y) +A2 (t, z, y)) (z − y) + f (t, z, y) ,

y0 = a, z0 = b, (33.28)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ïðè êîæíîìó n = 0, 1, 2, ... Òîäi ç ïðèïóùåííÿ
ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó x∗ ∈ [a; b] çàäà÷i (33.1), (33.2) òà ç
íåðiâíîñòåé

y0 ≤ y1 ≤ x∗ ≤ z1 ≤ z0 (33.29)

âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn. (33.30)

Äîâåäåííÿ. Ñõåìà äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîäiáíà äî äîâåäåííÿ
òåîðåìè 16.2.

Óìîâà 11) çàäàíi ìàòðèöi βk (t, y, z) =
{
β

(k)
ij (t, y, z)

}
, (k = 1, 2,

i, j = 1,m) íåïåðåðâíèõ çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ íåçðîñòàþ÷èõ çà
y i íåñïàäíèõ çà z äîäàòíèõ ïðè y, z ∈ [a, b] t ∈ [0, T ] äiéñíèõ
ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ iç ñïiââiäíîøåíü y ≤ z, t ∈ [0, T ], x, y, z ∈ [a, b]
âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

f (t, z, x)− f (t, y, x) ≤
≤ (G1 (t, y, z) + β1 (t, y, z)−A1 (t, z, y)) (z − y) ,
− (G2 (t, y, z) + β2 (t, y, z)−A2 (t, z, y)) (z − y) ≤

≤ f (t, x, z)− f (t, x, y) ,

(33.31)
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äå G1 (t, y, z), G2 (t, y, z), A1 (t, y, z), A2 (t, y, z) çàäîâîëüíÿþòü âèìîãè
óìîâè 9).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G = {gij}, A = {aij}, B = {bij} ñòàëi ìàòðèöi,
äå

gij = max
t ∈ [0, T ]
y, z ∈ [a, b]

∣∣∣g(1)
ij (t, y, z) + g

(2)
ij (t, y, z)

∣∣∣ ,
aij = max

t ∈ [0, T ]
y, z ∈ [a, b]

∣∣∣a(1)
ij (t, y, z) + a

(2)
ij (t, y, z)

∣∣∣ ,
bij = max

t ∈ [0, T ]
y, z ∈ [a, b]

∣∣∣β(1)
ij (t, y, z) + β

(2)
ij (t, y, z)

∣∣∣ .
(33.32)

Òåîðåìà 33.5. Íåõàé â îáëàñòi D ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1),
9)-11); ñèñòåìà (33.27) ïðè êîæíîìó n = 0, 1, 2, ..., x0 = a,
z0 = b ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ïðè÷îìó y0 ≤ y1 ≤ z1 ≤ z0; iñíó¹
äîäàòíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ (E −GT )−1 i ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
‖Q‖ ≤ q < 1, äå Q = (E −GT )−1 T (A+B), � E îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.
Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé íà [a, b] ðîçâ'ÿçîê x∗ çàäà÷i (33.1), (33.2), äî ÿêîãî
ðiâíîìiðíî ùîäî t ∈ [0;T ] çáiãàþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi {yn}, {zn}
êîìïîíåíò ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (33.27), i ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ (33.30).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç îöiíîê
max
t∈[0;T ]

|zn+1 (t)− yn+1 (t)| ≤ GT max
t∈[0;T ]

|zn+1 (t)− yn+1 (t)|+

+T (A+B) max
t∈[0;T ]

|zn (t)− yn (t)| , (33.33)

òîáòî, ïðè (E −GT )−1 ≥ Θ ìà¹ìî

‖zn+1 − yn+1‖ ≤
∥∥∥(E −GT )−1 T (A+B)

∥∥∥ · ‖zn − yn‖ . (33.34)

Ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨ α(k)
ij (t, y, z) òà β

(k)
ij (t, y, z) (k = 1, 2,

i, j = 1,m) çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

α
(1)
ij (t, y, z) + α

(2)
ij (t, y, z) ≤ a

(0)
ij (z − y) ,

β
(1)
ij (t, y, z) + β

(2)
ij (t, y, z) ≤ b

(0)
ij (z − y) ,

(33.35)
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i ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖Q0‖ ≤ q0 < 1, (33.36)

äå Q0 = (E −GT )−1 (A0 +B0)T , A0 =
{
a

(0)
ij

}
, B0 =

{
b
(0)
ij

}
,

i, j = 1,m, àëãîðèòìó (33.27) õàðàêòåðíà êâàäðàòè÷íà øâèäêiñòü
çáiæíîñòi iòåðàöié, îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó îöiíêó (33.34) ìîæíà
çàìiíèòè ñïiââiäíîøåííÿì

‖zn+1 − yn+1‖ ≤
∥∥∥(E −GT )−1 (A0 +B0)T

∥∥∥ ‖zn − yn‖2 ≤
≤ q0 ‖zn (t)− yn (t)‖2 .

(33.37)

�34. Çàñòîñóâàííÿ äî áàãàòîòî÷êîâèõ êðàéîâèõ
çàäà÷

Ó öüîìó ïàðàãðàôi äîñëiäæóâàòèìåìî àëãîðèòìè äâîñòîðîííüî¨
àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ áàãàòîòî÷êîâèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ
çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. ×èñëåííi ðîáîòè (äèâ. [15,
30, 34, 35, 59, 88]), ïðèñâÿ÷åíi äîñëiäæåííþ òàêèõ çàäà÷, ñâiä÷àòü ïðî
iíòåðåñ äî ¨õ äîñëiäæåííÿ, ñïðè÷èíåíèé ïîïðè òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ,
ùå é âàæëèâiñòþ ¨õ ôiçè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨.

Ðîçãëÿíåìî äâîñòîðîííié àëãîðèòì àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ
ëiíiéíî¨ áàãàòîòî÷êîâî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

dx

dt
= f (t, x) , (34.1)

m∑
i=1

αix (ti) = γ, 0 = t1 < t2 < ... < tm = T, (34.2)

äå ðîçâ'ÿçîê x (t) ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó CRm [0;T ], íàïiâ-
óïîðÿäêîâàíîãî êîíóñîì äîäàòíèõ åëåìåíòiâ. Òóò t ∈ [0;T ],
f (t, x) : D = [0;T ]× [a; b] → CRm [0;T ] (a, b ∈ CRm [0;T ]),
γ − m− âèìiðíèé ñòàëèé âåêòîð, αi (i = 1,m) - ñòàëi ìàòðèöi
ïîðÿäêó m×m.



339

Äëÿ ïîáóäîâè äâîñòîðîííiõ íàáëèæåíü äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (34.1),
(34.2) ñêîðèñòà¹ìîñü îïåðàòîðîì

Λm [ϕ (t, x (t)) ;ψ (t, x (t))] =
m∑
i=1

β−1αi

t∫
ti

φij (s, x (s)) ds, (34.3)

äå φij (t, x) =
{
ϕ (t, x) , ïðè j ≥ i,
ψ (t, x) , ïðè j < i,

ïðè t ∈ [tj , tj+1], β =
m∑
i=1

αi.
Ââàæàòèìåìî, ùî:
Óìîâà 1) ìàòðèöÿ β =

m∑
i=1

αi − íåîñîáëèâà, ïðè÷îìó β−1αi > θ;

Óìîâà 2) çàäàíi ìàòðèöi A1 (t, y, z) =
{
a

(1)
ij (t, y, z)

}
, A2 (t, y, z) ={

a
(2)
ij (t, y, z)

}
(i, j = 1, ...,m) íåïåðåðâíèõ çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ

íåçðîñòàþ÷èõ çà y íåñïàäíèõ çà z íåâiä'¹ìíèõ ïðè t ∈ [0;T ], y, z ∈
[a; b] äiéñíèõ ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ, ÿê äëÿ ëiíiéíèõ äîäàòíèõ ùîäî w
îïåðàòîðiâ A1 (t, y, z)w, A2 (t, y, z)w iç ñïiââiäíîøåíü y ≤ z, t ∈ [0;T ],
x, y, z ∈ [a; b] âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

−A1 (t, y, z) (z − y) ≤ F (t, z, x)− F (t, y, x) ,

F (t, x, z)− F (t, x, y) ≤ A2 (t, y, z) (z − y) ,
(34.4)

äå F (t, y, z) − íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ äiéñíà
ôóíêöiÿ F : D′ = [0;T ] × [a; b] × [a; b] → CRm [0;T ] òàêà, ùî
F (t, x, x) ≡ f (t, x).

Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

yn+1 = Λm [F1 (t, yn, zn) ;F2 (t, zn, yn)] + β−1γ,

zn+1 = Λm [F2 (t, yn, zn) ;F1 (t, zn, yn)] + β−1γ,
(34.5)

F1 (t, y, z) = (A1 (t, y, z) +A2 (t, y, z)) (y − z) + F (t, y, z) ,

F2 (t, y, z) = (A1 (t, y, z) +A2 (t, y, z)) (z − y) + F (t, z, y) .
(34.6)

Òåîðåìà 34.1. Íåõàé äëÿ

y0 = a, z0 = b (34.7)
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òà y1, z1, âèçíà÷åíèõ çà ôîðìóëàìè (34.5), (34.6) ñïðàâäæóþòüñÿ
íåðiâíîñòi

y0 ≤ y1 ≤ z1 ≤ z0. (34.8)

Òîäi ç âèêîíàííÿ óìîâ 1), 2) âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

yn ≤ yn+1 ≤ zn+1 ≤ zn (34.9)

äëÿ ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, ïîáóäîâàíèõ çà ôîðìóëàìè (34.5), (34.6)
ïðè áóäü-ÿêîìó n = 1, 2, ...

Äîâåäåííÿ. Óìîâè òåîðåìè ïîñòóëþþòü ñïiââiäíîøåííÿ (34.9) ïðè
n = 0. Îñêiëüêè ìîæíà çàïèñàòè Λm [ϕ (t, x) , ψ (t, x)] = L+ [ϕ (t, x)]−
L− [ψ (t, x)], äå L+ [ϕ (t, x)] òà L− [ψ (t, x)] � ëiíiéíi äîäàòíi îïåðàòîðè,
òî äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé (34.9) ìîæíà âèêîðèñòàòè ìiðêóâàííÿ
ïîäiáíi äî ìiðêóâàíü â äîâåäåííi òåîðåìè 15.2.

Ïðèïóñòèìî, ùî:
Óìîâà 3) çàäàíi ìàòðèöi γ1 (t, y, z), γ2 (t, y, z) íåïåðåðâíèõ çà

ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ íåâiä'¹ìíèõ ïðè t ∈ [0;T ], y, z ∈ [a; b]
äiéñíèõ ôóíêöié γ

(1)
ij (t, y, z), γ(2)

ij (t, y, z), (i, j = 1, 2, ...,m), äëÿ ÿêèõ
(ðàçîì ç ìàòðèöÿìè A1 (t, y, z), A2 (t, y, z), çàäàíèìè óìîâîþ 2) ) iç
ñïiââiäíîøåíü y ≤ z, t ∈ [0;T ], x, y, z ∈ [a; b] âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

F (t, z, x)− F (t, y, x) ≤ (−A1 (t, y, z) + γ1 (t, y, z)) (z − y) ,

(A2 (t, y, z)− γ2 (t, y, z)) (z − y) ≤ F (t, x, z)− F (t, x, y) .
(34.10)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A, G - ñòàëi ìàòðèöi ïîðÿäêóm×m ç åëåìåíòàìè

aij = max
t ∈ [0, T ]
y, z ∈ [a, b]

∣∣∣a(1)
ij (t, y, z) + a

(2)
ij (t, y, z)

∣∣∣ ,
gij = max

t ∈ [0, T ]
y, z ∈ [a, b]

∣∣∣γ(1)
ij (t, y, z) + γ

(2)
ij (t, y, z)

∣∣∣ (34.11)

âiäïîâiäíî.
Òåîðåìà 34.2. Íåõàé â îáëàñòi D âèêîíàíi óìîâè 1)-3), äëÿ

iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (34.5) (34.6) ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi y0 ≤
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y1 ≤ z1 ≤ z0 ïðè x0 = a, z0 = b, à òàêîæ íåðiâíiñòü ‖Q‖ ≤ q < 1
äëÿ ìàòðèöi Q = T (A+G). Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé íà [a, b] ðîçâ'ÿçîê x∗

çàäà÷i (34.1), (34.2), äî ÿêîãî ðiâíîìiðíî ùîäî t ∈ [0;T ] çáiãàþòüñÿ
ïîñëiäîâíîñòi {yn(t)}, {zn(t)} êîìïîíåíò ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (34.5),
i ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, 2, ...). (34.12)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ ïîäiáíî äîäîâåäåííÿ òåîðåìè
15.4.

Äîñëiäèìî ïðîöåñ ïîáóäîâè äâîñòîðîííiõ íàáëèæåíü äî ðîçâ'ÿçêiâ
êðàéîâî¨ çàäà÷i

x(m) (t) = f
(
t, x (t) , x′ (t) , ..., x(m−1) (t)

)
, (34.13)

x(i−1) (ti) = ri, i = 1, 2, ...,m, 0 = t1 < t2 < ... < tm = T, (34.14)

äå t ∈ [0;T ], x(i−1) ∈ [ai; bi], ai, bi ∈ Cm−i−1 [0;T ].
Çàäà÷à (34.13), (34.14) äëÿ âèïàäêó m > 2 äîñëiäæóâàëàñÿ â

[34]. Òàì, çîêðåìà, äîâåäåíî iñíóâàííÿ êîíñòðóêòèâíîãî ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i çà óìîâè çíàêîñòàëîñòi ïîõiäíèõ äî m − 2 ïîðÿäêó âêëþ÷íî
òà äîñëiäæåíî ìîæëèâiñòü ïîáóäîâè äâîñòîðîííiõ íàáëèæåíü äî
öüîãî ðîçâ'ÿçêó. Âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i
(34.13), (34.14) äâîñòîðîííié àëãîðèòì (34.5), (34.6), ìîæíà îòðèìàòè
íàñòóïíèé ðåçóëüòàò. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ

Óìîâà 4) ôóíêöiÿ f (t, x1, x2, ..., xm) ìà¹ âèãëÿä

f (t, x1, x2, ..., xm) ≡ F (t, x1, x1, x2, x2, ..., xm, xm),

ïðè÷îìó óíêöiÿ F íåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ;
Óìîâà 5) ïðè y (t) ≤ z (t) , t ∈ [0;T ], xi, yi, zi ∈ [ai; bi]

ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

−
m∑
i=1

a1i (t, yi, zi) (zi − yi) ≤

≤ F (t, z1, x1, ..., zm, xm)− F (t, y1, x1, ..., ym, xm) ,
F (t, x1, z1, ..., xm, zm)− F (t, x1, y1, ..., xm, ym) ≤

≤
m∑
i=1

a2i (t, yi, zi) (zi − yi)

(34.15)
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ïðè÷îìó ôóíêöi¨ aji (t, yi, zi), (j = 1, 2, i = 1, 2, ...,m) ¹ íåïåðåðâíèìè
çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ, íåçðîñòàþ÷èìè çà yi, íåñïàäíèìè çà zi,
íåâiä'¹ìíèìè ïðè t ∈ [0;T ], yi, zi ∈ [ai; bi];

Óìîâà 6) ôóíêöiÿ F (t, y1, z1, y2, z2, ..., ym, zm) ïðè yi ≤ zi, t ∈
[0;T ], xi, yi, zi ∈ [ai; bi] (i = 1,m) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

F (t, z1, x1, ..., zm, xm)− F (t, y1, x1, ..., ym, xm) ≤

≤
m∑
i=1

(−a1i (t, yi, zi) + γ1i (t, yi, zi)) (zi − yi),
m∑
i=1

(a2i (t, yi, zi)− γ2i (t, yi, zi)) (zi − yi) ≤

≤ F (t, x1, z1, ..., xm, zm)− F (t, x1, y1, ..., xm, ym) ,

(34.16)

äå γji (t, yi, zi) (j = 1, 2, i = 1,m) ¹ íåïåðåðâíèìè çà ñóêóïíiñòþ
àðãóìåíòiâ íåñïàäíèìè çà yi, íåçðîñòàþ÷èìè çà zi, íåâiä'¹ìíèìè
ïðè t ∈ [0;T ], yi, zi ∈ [ai; bi] ôóíêöiÿìè.

Çàïðîâàäèâøè ïîçíà÷åííÿ

Z =


z1
z2
...
zm

 , Y =


y1

y2

...
ym

 , γ̃ =


r1
r2
...
rm

 , (34.17)

F̃ (t, Y, Z) =


y2

y3

...
F (t, y1, z1, y2, z2, ..., ym, zm)

 , (34.18)

Λ̃m
[
ϕ̃ (t) ; ψ̃ (t)

]
≡



t∫
t1

χ1j (s) ds

t∫
t2

χ2j (s) ds

...
t∫

tm

χmj (s) ds


, (34.19)

äå χi,j (t) =
{
ϕi (t) ïðè j ≥ i
ψi (t) ïðè j < i

, t ∈ [tj ; tj+1],
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ϕ̃ =


ϕ1

ϕ2

...
ϕ2

, ψ̃ (t) =


ψ1

ψ2

...
ψm

 .

Ãi (t, Y, Z) =

=


0 0 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...

ai1 (t, y1, z1) ai2 (t, y2, z2) ... aim (t, ym, zm)

 ,
(34.20)

(i = 1, 2) ïîáóäó¹ìî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

Yn+1 = Λ̃m
[(
Ã1 (t, Zn, Yn) + Ã2 (t, Zn, Yn)

)
(Yn − Zn) ;(

Ã1 (t, Zn, Yn) + Ã2 (t, Zn, Yn)
)

(Zn − Yn)
]
+

+Λ̃m
[
F̃ (t, Yn, Zn) ; F̃ (t, Zn, Yn)

]
+ γ̃;

Zn+1 = Λ̃m
[(
Ã1 (t, Zn, Yn) + Ã2 (t, Zn, Yn)

)
(Zn − Yn) ;(

Ã1 (t, Zn, Yn) + Ã2 (t, Zn, Yn)
)

(Yn − Zn)
]
+

+Λ̃m
[
F̃ (t, Zn, Yn) ; F̃ (t, Yn, Zn)

]
+ γ̃;

(34.21)

Òåîðåìà 34.3. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 4)-6), i ìàþòü
ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

Y0 ≤ Y1 ≤ Z1 ≤ Z0, (34.22)

äëÿ Y0 = A, Z0 = B òà Y1, Z1, âèçíà÷åíèõ çà ôîðìóëàìè (34.21)i
ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

|T (ãm + γ̃m)| < 1, (34.23)

äå

ãm = max
t ∈ [0;T ]

zm, ym ∈ [am; bm]

|a1m (t, ym, zm) + a2m (t, ym, zm)| ,
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γ̃m = max
t ∈ [0;T ]

zm, ym ∈ [am; bm]

|γ1m (t, ym, zm) + γ2m (t, ym, zm)| .

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé íà [a1; b1] ðîçâ'ÿçîê x∗ çàäà÷i (34.13), (34.14), äî

ÿêîãî ðiâíîìiðíî ùîäî t ∈ [0;T ] çáiãàþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi
{
y

[n]
1

}
,{

z
[n]
1

}
ïåðøèõ êîìïîíåíòiâ ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü (34.21), i ïðè

öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Yn ≤ Yn+1 ≤ X∗ ≤ Zn+1 ≤ Zn (n = 0, 1, 2, ..., t ∈ [0;T ]). (34.24)

Äîâåäåííÿ. Çàäà÷ó (34.13), (34.14) ìîæíà çâåñòè äî çàäà÷i (34.1),
(34.2), çàïèñàâøè ðiâíÿííÿ (34.13) ó âèãëÿäi ñèñòåìè

dx1
dt = x2 (t) ,
dx2
dt = x3 (t) ,
. . .

dxm−1

dt = xm (t) ,
dxm
dt = f (t, x1 (t) , x2 (t) , ..., xm (t)) .

(34.25)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (34.17), (34.18), îòðèìà¹ìî
dX

dt
= F̃ (t,X,X) , (34.26)

m∑
i=1

αiX (ti) = γ̃, (34.27)

äå ìàòðèöi αi óòâîðåíi ç åëåìåíòiâ α(i)
kl =

{
1, ïðè k = l = i,
0 ïðè k, l 6= i.

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âèêîíàííÿ óìîâ 4)-6) òà íåðiâíîñòi
(34.23) äëÿ çàäà÷i (34.13), (34,14) çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè
34.2 äëÿ çàäà÷i (34.26), (34.27), òîìó äîâåäåííÿ ìîæíà çàâåðøèòè
ïîêëèêàííÿì íà òåîðåìó 34.2.

Ðîçãëÿíåìî áàãàòîòî÷êîâó çàäà÷ó ç êðàéîâèìè óìîâàìè Âàëëå-
Ïóññåíà

x(m) = h (t, x, x)−
m−1∑
k=0

qk (t)x(k), (34.28)
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x (ti) = xi, i = 1, 2, ...,m, 0 = t1 < t2 < ... < tm = T, (34.29)

h (t, x, x) : D= [0;T ] × [a; b] × [a; b]→ [a; b], qk∈Cm−k−1 [0;T ],
a, b ∈ Cm [0;T ]. Åêâiâàëåíòíå äî çàäà÷i(34.28), (34.29) iíòåãðàëüíå
ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

x =
m∑
i=1

Pm,i(t)
Pm,i(ti)

(
t∫
ti

(ti−s)m−1

(m−1)! h (s, x, x) ds−

−
m−1∑
p=0

t∫
ti

(ti−s)m−p−1

(m−p−1)! Qp (s)xds

)
+ x0 (t) ,

(34.30)

äå Pm,i (t) =
m∏

j = 1
j 6= i

(t− tj), Qp (t) =
m−1∑
k=p

(
(−1)k−p q(k−p)k (t)Cpk

)
,

x0 (t) =
m∑
i=1

Pm,i(t)
Pm,i(ti)

(Cpk - áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹íòè). Äëÿ ïîáóäîâè

äâîñòîðîííiõ íàáëèæåíü äî ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (34.28), (34.29)
ñêîðèñòà¹ìîñÿ îïåðàòîðàìè

Lm [ϕ (t, x (t)) ;ψ (t, x (t))] =

=



m∑
i=1

Pm,i(t)
Pm,i(ti)

t∫
ti

(ti−s)m−1

(m−1)! ξi+j (s, x (s)) ds,

ÿêùî m - íåïàðíå,
j∑
i=1

Pm,i(t)
Pm,i(ti)

t∫
ti

(ti−s)m−1

(m−1)! ξi+j−1 (s, x (s)) ds+

+
m∑

i=j+1

Pm,i(t)
Pm,i(ti)

t∫
ti

(ti−s)m−1

(m−1)! ξi+j (s, x (s)) ds,

ÿêùî m - ïàðíå,

(34.31)

äå ξk (t, x (t)) =
{
ϕ (t, x (t)) , ÿêùî k − ïàðíå,
ψ (t, x (t)) , ÿêùî k − íåïàðíå,

t ∈ [tj ; tj+1], j = 1,m− 1 òà
Ψm [u (t) , v (t)] =

=
j∑
i=1

Pm,i(t)
Pm,i(ti)

t∫
ti

m−1∑
p=0

(ti−s)m−p−1

(m−p−1)! Qp (s)wi+j+m+p+1 (s)ds+

+
m∑

i=j+1

Pm,i(t)
Pm,i(ti)

t∫
ti

m−1∑
p=0

(ti−s)m−p−1

(m−p−1)! Qp (s)wi+j (s)ds,

(34.32)
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äå wk (t) =
{
u (t) , ÿêùî k − ïàðíå,
v (t) , ÿêùî k − íåïàðíå, t∈ [tj ; tj+1], j = 1,m− 1.

Íåõàé ìàþòü ìiñöå òàêi ïðèïóùåííÿ.
Óìîâà 7) Êîåôiöi¹íòè qk (t) ¹ k- ðàçiâ íåïåðåðâíî-

äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè, òàêèìè, ùî ôóíêöi¨ Qp (t)
îáìåæåíi i çáåðiãàþòü íà [0;T ] çíàê. Äëÿ êîíêðåòíîñòi âiçüìåìî
0 ≤ Qp (t) ≤Mp.

Óìîâà 8) Çàäàíi íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ, äîäàòíi
ïðè t ∈ [0;T ], y, z ∈ [a; b] íåçðîñòàþ÷i çà y íåñïàäíi çà z ôóíêöi¨
a1 (t, y, z), a2 (t, y, z) òàêi, ùî iç ñïiââiäíîøåíü y (t) ≤ z (t) , t ∈ [0;T ],
x, y, z ∈ [a; b] âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

a1 (t, y, z) (z − y) ≤ h (t, z, x)− h (t, y, x) ,

h (t, x, z)− h (t, x, y) ≤ a2 (t, y, z) (z − y) .
(34.33)

Óìîâà 9) Çàäàíi íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ íåâiä'¹ìíi
ïðè t ∈ [0;T ], y, z ∈ [a; b] ôóíêöi¨ γ1 (t, y, z), γ2 (t, y, z), äëÿ ÿêèõ
ðàçîì iç ôóíêöiÿìè a1 (t, y, z), a2 (t, y, z) , çàäàíèìè óìoâîþ 8) iç
ñïiââiäíîøåíü y (t) ≤ z (t) , t ∈ [0;T ], x, y, z ∈ [a; b] âèïëèâàþòü
íåðiâíîñòi

h (t, z, x)− h (t, y, x) ≤ (γ1 (t, y, z)− a1 (t, y, z)) (z − y) ,

(a2 (t, y, z)− γ2 (t, y, z)) (z − y) ≤ h (t, x, z)− h (t, x, y) .
(34.34)

Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

yn+1 (t) = Ψm [yn (t) ; zn (t)] + x0 (t) +
+Lm [F1 (t, yn, zn) ;F2 (t, yn, zn)] ,
zn+1 (t) = Ψm [zn (t) ; yn (t)] + x0 (t) +
+Lm [F2 (t, yn, zn) ;F1 (t, yn, zn)] ,

(34.35)

äå

F1 (t, y, z) = (a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z)) (y − z) + h (t, y, z) ,

F2 (t, y, z) = (a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z)) (z − y) + h (t, z, y) .
(34.36)
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Òåîðåìà 34.4. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 7)-9), à äëÿ
y0 = a, z0 = b òà y1, z1, âèçíà÷åíèõ çà ôîðìóëàìè (34.35), (34.36),
ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ y0 ≤ y1 ≤ z1 ≤ z0 òà ìà¹ ìiñöå
íåðiâíiñòü

P̃m

 1
m!
P̄m,0 (A+G) +

m−1∑
p=0

1
(m− p)!

P̄m,pMp

 < 1, (34.37)

äå P̃m = max
t∈[0,T ]

|Pm (t)|, P̄m,p = max
t∈[0,T ]

m∑
i=1

∣∣∣ (ti−t)m−p−1

Pm,i(ti)

∣∣∣,
Pm (t) =

m∏
i=1

(ti − t), A = max
t ∈ [0, T ]
y, z ∈ [a, b]

|a1 (t, y, z) + a2 (t, y, z)|,

G = max
t ∈ [0, T ]
y, z ∈ [a, b]

|γ1 (t, y, z) + γ2 (t, y, z)| . Òîäi íà ñåãìåíòi [a, b] iñíó¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x∗ çàäà÷i (34.28), (34.29) , äî ÿêîãî ðiâíîìiðíî ùîäî
t ∈ [0;T ] çáiãàþòüñÿ ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ {yn}, {zn}, ïîáóäîâàíi
çà ôîðìóëàìè (34.35), (34.36), i ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

yn ≤ yn+1 ≤ x∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, 2, ...). (34.38)

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü çàçíà÷èòè, ùî

Lm [ϕ (t) ;ψ (t)] = L+
m [ϕ (t)]− L−m [ψ (t)] , (34.39)

òà
Ψm [u (t) ; v (t)] = Ψ+

m [u (t)]−Ψ−
m [v (t)] , (34.40)

äå îïåðàòîðè L+
m [w (t)] , L−m [w (t)], Ψ+

m [w (t)] , Ψ−
m [w (t)] ¹ ëiíiéíèìè

äîäàòíèìè ùîäî w.
Îäèí iç ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ àëãîðèòìó (34.35), (34.36) äîñëiäæåíî

â [66] (äèâ. òàêîæ [88, 116]).
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ÐÎÇÄIË XIII. ÀÃÐÅÃÀÖIÉÍÎ-IÒÅÐÀÒÈÂ-
ÍI ÌÅÒÎÄÈ

Òåðìiíîì "àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíi ìåòîäè"îêðåñëþ¹ìî ãðóïó
iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ, ÿêi îõîïëþþòü ìåòîäè iòåðàòèâíîãî àãðåãóâàííÿ
(äèâ. [42]) òà äåÿêi iíøi ìåòîäè, ÿêi ìîæíà îá'¹äíàòè çà äîïîìîãîþ
ìåòîäèêè ¨õ äîñëiäæåííÿ, çàïðîïîíîâàíî¨ â [104-107] i âèêîðèñòàíî¨,
çîêðåìà, â [O1 - O4]. Ìåòîäè iòåðàòèâíîãî àãðåãóâàííÿ âèíèêëè
â 60-i ðîêè ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ ó çâ'ÿçêó çi ñïåöiàëüíèìè çàäà÷àìè
ìàòåìàòè÷íî¨ åêîíîìiêè, çîêðåìà, ç ðiâíÿííÿìè ìiæãàëóçåâîãî
áàëàíñó. ßê ïiäêðåñëåíî â [42], öi ìåòîäè íåäîñëiäæåíi i óìîâè ¨õ
çáiæíîñòi íåâiäîìi, õî÷à ÷èñëåííi ïðèêëàäè ïiäòâåðäæóþòü, ùî âîíè
÷àñòî çáiãàþòüñÿ â ñèòóàöi¨, êîëè iíøi ìåòîäè, çîêðåìà, çâè÷àéíèé
ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, íåçàñòîñîâíi [42]. Â [42] íàâåäåíèé
îäèí ðåçóëüòàò ùîäî íàéïðîñòiøîãî òàê çâàíîãî îäíîïàðàìåòðè÷íîãî
ìåòîäó iòåðàòèâíîãî àãðåãóâàííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ x = Ax + b â
áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Cåðåä íàéiñòîòíiøèõ âèìîã ùîäî öüîãî
ìåòîäó â [42] ôiãóðóþòü, çîêðåìà, ïðèïóùåííÿ ïðî çíàêîñòàëiñòü
îïåðàòîðà A i âiëüíîãî ÷ëåíà b òà ïðî íåðiâíiñòü ρ (A) < 1 äëÿ
ñïåêòðàëüíîãî ðàäióñà ρ (A) îïåðàòîðà A. Òîìó îïðàâäàíîþ ìîæíà
ââàæàòè äîöiëüíiñòü ðîçãëÿäó àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíèõ ìåòîäiâ
ó öié êíèçi. Ùîäî çàãàëüíiøèõ áàãàòîïàðàìåòðè÷íèõ ìåòîäiâ
iòåðàòèâíîãî àãðåãóâàííÿ â [42] íiÿêèõ ðåçóëüòàòiâ íå íàâåäåíî.
Çàïðîïîíîâàíà â [104 - 107] i âèêîðèñòàíà â [O1 - O4] ìåòîäèêà
íå âèêîðèñòîâó¹ æîäíèõ îáìåæåíü ÿê ùîäî çíàêîñòàëîñòi A òà b
i íå ïåðåäáà÷à¹ íåðiâíîñòi ρ (A) < 1. Öÿ ìåòîäèêà ïðèäàòíà i äëÿ
áàãàòîïàðàìåòðè÷íèõ ìåòîäiâ, à òàêîæ äîçâîëÿ¹ êîíñòðóþâàòè íîâi
iòåðàöiéíi ìåòîäè, çîêðåìà, ïî¹äíóþ÷è iäå¨ ìåòîäiâ iòåðàòèâíîãî
àãðåãóâàííÿ ç iäåÿìè iíøèõ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ. Çàçíà÷åíå
ïiäòâåðäæó¹ ñïîðiäíåíiñòü àãðåãàöiéíî- iòåðàòèâíèõ ìåòîäiâ ç
ïðîåêöiéíî-iòåðàòèâíèìè ìåòîäàìè (äèâ. [43, 61, 90]), ùî çàóâàæåíî
òàêîæ â [42]. Çàóâàæèìî, ùî ç-ïîìiæ àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíèõ
ìåòîäiâ ìîæíà âèîêðåìèòè ñïåöiàëüíèé ¨õ ðiçíîâèä, êîëè éäåòüñÿ
ïðî àãðåãóâàííÿ ùîäî îïåðàòîðà A1 ó ðiâíÿííi x = A1x + A2x + b,
äå îïåðàòîð A1 îòðèìó¹òüñÿ ç îïåðàòîðà A = A1 + A2 çà äîïîìîãîþ
îïåðàòîðà ïðîåêòóâàííÿ.



349

�35. Àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíi àíàëîãè ìåòîäó
ß.Ä.Ìàìåäîâà

Ñóòü îïèñàíîãî â [42] ìåòîäó ß.Ä.Ìàìåäîâà äëÿ ëiíiéíîãî
îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

x = A1x+A0x+ b (b ∈ E) (35.1)

ç ëiíiéíèìè íåïåðåðâíèìè îïåðàòîðàìè A1, A0 : E → E, äå E�
áàíàõiâ ïðîñòið, çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíîãî. Íåõàé îïåðàòîð A1 ìà¹
ñêií÷åííó ðîçìiðíiñòü (äèâ. [42, ñòîð. 150]), à îïåðàòîð A0 ìà¹ ìàëèé
ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ. Ïðèïóñêà¹ìî iñíóâàííÿ îáìåæåíîãî îïåðàòîðà
(I −G)−1, äå

G = I +A0 + ...+Ak−1
0 (k <∞), (35.2)

I� òîòîæíèé îïåðàòîð â E. Ðiâíÿííÿ (35.1) ïîäàìî ó åêâiâàëåíòíîìó
âèãëÿäi

x = GA1x+Ak0x+Gb (35.3)

Ïðè öüîìó ðîçìiðíîñòi îïåðàòîðiâ GA1 i A1 ñïiâïàäàþòü (äèâ. [42,
ñòîð. 150]). Ìåòîä ß.Ä.Ìàìåäîâà îïèñó¹òüñÿ iòåðàöiéíîþ ïðîöåäóðîþ
âèãëÿäó

xn+1 = GA1xn+1 +Ak0xn +Gb (35.4)

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàïðîïîíîâàíèé â [104-107] ïiäõiä äî ïîáóäîâè
i äîñëiäæåííÿ àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíèõ ìåòîäiâ, áóäåìî ðîçãëÿäàòè
ñèñòåìó, ÿêà óòâîðþ¹òüñÿ ïðè¹äíàííÿì äî (35.3) ñèñòåìè ëiíiéíèõ
àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ùîäî y1, ..., yN (N <∞ âèãëÿäó

yi = λiyi −
(
ϕ∗1, A

k
0x
)
− (ϕ∗0, Gb) (i = 1, N), (35.5)

ââàæàþ÷è çàäàíèìè äiéñíi ÷èñëà λi 6= 1 i âiäïîâiäíi äî íèõ åëåìåíòè
ϕ∗i ∈ E∗, äå E∗ � ñïðÿæåíèé äî E áàíàõiâ ïðîñòið. ×åðåç (ϕ∗i , x)
ïîçíà÷à¹ìî çíà÷åííÿ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ ϕ∗i íà åëåìåíòàõ x ∈ E.
Çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòåé

(ϕ∗i , x) + yi = 0 (i = 1, N) (35.6)

îçíà÷èìî ïiäïðîñòið ε0 áàíàõîâîãî ïðîñòîðó E × RN , ó ÿêîìó íîðìó
‖x, y‖ îçíà÷èìî ÿê åâêëiäîâó íîðìó óïîðÿäêîâàíèõ ïàð {‖x‖ , |y|} (x ∈
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E, y ∈ RN ) ç íîðìàìè ‖x‖ i |y| âiäïîâiäíî â E i RN , RN� åâêëiäiâ
ïðîñòið ðîçìiðíîñòi N .

Ïîáóäó¹ìî iòåðàöiéíèõ ïðîöåñ, ÿêèé ìîæíà ââàæàòè îäíèì
ç àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíèõ àíàëîãiâ ìåòîäó ß.Ä.Ìàìåäîâà.
Âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìóëè

xn+1 = GA1xn +Ak0xn +
N∑
j=1

a
(n)
j (yjn − yjn+1) +Gb, (35.7)

yin+1 = λiyin+1 −
(
ϕ∗1, A

k
0xn

)
− (ϕ∗i , Gb) (i = 1, N), (35.8)

îçíà÷àþ÷è aj çà ôîðìóëàìè

a
(n)
j =

GA1xn(
ϕ∗j , xn

) (
j = 1, N, n = 0, 1, ...

)
. (35.9)

Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî îïåðàòîð A1 âèáðàíèé â òàêèé ñïîñiá, ùî

(GA1)
∗ ϕ∗i = λiϕ

∗
i (i = 1, N) (35.10)

äëÿ ñïðÿæåíîãî ç GA1îïåðàòîðà (GA1)
∗ i ùî(

ϕ∗1, a
(n)
i

)
= λi

(
i = 1, N ; n = 0, 1, ...

)
, (35.11)

(
ϕ∗1, a

(n)
i

)
= 0 (i, j = 1, N, i 6= j; n = 0, 1, ...). (35.12)

Ìîæíà âñòàíîâèòè òàêi äâà ôàêòè (äèâ.[104, 105]).
Ëåìà 35.1. ßêùî {x, y} (x ∈ E, y ∈ RN ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

ðiâíÿíü(35.3), (35.5), òî{x, y} ∈ ε0.
Äîâåäåííÿ. Iç (33.3) i (33.5), âðàõîâóþ÷è (33.10) îòðèìó¹ìî

(ϕ∗i , x) + yi = (ϕ∗1, GA1x) +
(
ϕ∗i , A

k
0x
)

+ (ϕ∗i , Gb) + λiyi−

−
(
ϕ∗i , A

k
0x
)
− (ϕ∗i , Gb) = λiyi + ((GA1)

∗ ϕ∗i , x) = λi ((ϕ∗i , x) + yi) .

Öå ïðè λi 6= 1
(
i = 1, N

)
ïðèçâîäèòü äî ïîòðiáíèõ ðiâíîñòåé (35.6).
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Ëåìà 35.2. ßêùî {x0, y0} ∈ ε0, òî äëÿ n = 0, 1, ... ìàòèìåìî
{xn, yn} ∈ ε0.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è iíäóêöiþ, ç ïðèïóùåííÿ
(ϕ∗i , xn) + yin = 0 òà ïðèéìàþ÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (35.9)-
(35.12), îäåðæó¹ìî

(ϕ∗i , xn+1) + yin+1 = (ϕ∗1, GA1x) +
(
ϕ∗i , A

kx
0 x
)

+
N∑
j=1

(
ϕ∗i , a

(n)
j

)
×

× (yjn−yjn+1) + (ϕ∗i , Gb) + λiyin+1 −
(
ϕ∗i , A

k
0xn

)
− (ϕ∗i , Gb) =

= ((GA1)
∗ ϕ∗i , xn) + λiyin − λiyin+1 + λiyin+1 = λi ((ϕ∗i , xn) + yin) = 0

ùî é ïîòðiáíî äîâåñòè.
Çàçíà÷èìî, ùî ïðèïóùåííÿ {x0, y0} ∈ ε0 íå ìiñòèòü íàñïðàâäi

æîäíèõ îáìåæåíü ùîäî âèáîðó x0 ∈ E, îñêiëüêè çà äîâiëüíîãî x0 ∈ E,
ìîæíà âèáðàòè y0 òàê, ùîá ïðè x = x0, yi = y0 ðiâíiñòü (35.6)
ñïðàâäæóâàëàñÿ.

Ç íàâåäåíèõ ëåì âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

(ϕ∗i , xn − x) + yin − yi = 0 (i = 1, N ;n = 0, 1, ...), (35.13)

ÿêi âèêîðèñòà¹ìî äëÿ îá ðóíòóâàííÿ äîñòàòíiõ óìîâ çáiæíîñòi
àëãîðèòìó (35.7)-(35.9).

Iç (35.6) i (35.8) îòðèìó¹ìî òàêîæ

yin+1 − yi = − 1
1− λi

(
ϕ∗i , A

k
0 (xn − x)

)
(i = 1, N ; n = 0, 1, ...).

(35.14)
Çàâäÿêè (35.13), (35.14) ç ðiâíîñòåé (35.3), (35.5), (35.7), (35.8)
çíàõîäèìî

xn+1 − x = GA1 (xn − x)−
N∑
j=1

GAjxn

(ϕ∗j ,xn)

(
ϕ∗j , xn − x

)
+

+Ak0 (xn − x) +
N∑
j=1

GA1xn

(1−λj)(ϕ∗j ,xn)

(
ϕ∗j , A

k
0 (xn − x)

)
.

(35.15)
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ßêùî, çîêðåìà,

GA1x =
N∑
j=1

λjψj
(
ϕ∗j , x

)
, (35.16)

òî çà ïðèïóùåííÿ, ùî

(ϕ∗i ,Ψj) =
{

1 ïðè i = j,
0 ïðè i 6= j

(i, j = 1, N), (35.17)

äëÿ a(n)
j ìàòèìåìî

a
(n)
j = λjψj (j = 1, N ;n = 0, 1, ...), (35.18)

ïðè÷îìó ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà (35.10).
Òåîðåìà 35.1. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (35.10)-

(35.17) i {x0, y0} ∈ ε0. Òîäi äëÿ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {xn},
óòâîðåíî¨ çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó (35.7)-(35.9) äî ¹äèíîãî â E
ðîçâ'ÿçêó x ðiâíÿííÿ (35.3) äîñòàòíüî, ùîá áóâ ìåíøèì âiä îäèíèöi
ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ρ (H) îïåðàòîðà H, îçíà÷åíîãî çà ôîðìóëîþ

Hx = Ak0x+
N∑
j=1

λj
1− λj

ψj

(
ϕ∗j , A

k
0x
)

(35.19)

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ç ðiâíîñòi (35.15), ìàþ÷è íà óâàçi
(35.16)-(35.18). Ìàòèìåìî

xn+1 − x =
N∑
j=1

λjψj
(
ϕ∗j , xn − x

)
−

N∑
j=1

λjψj

(
ϕ∗j , A

k
0 (xn − x)

)
+

+Ak0 (xn − x) +
N∑
j=1

λj
1− λj

ψj

(
ϕ∗j , A

k
0 (xn − x)

)
= H (xn − x) .

Îòðèìàíà ðiâíiñòü ¹ ïiäñòàâîþ ââàæàòè òåîðåìó äîâåäåíîþ.
Çàóâàæèìî, ùî, çàïðîâàäèâøè ïîçíà÷åííÿ A1j ÷åðåç ðiâíîñòi

λjψj
(
ϕ∗j , x

)
= GA1jx, (35.20)
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oïåðàòîð Hx ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Hx = Ak0x+
N∑
j=1

λj
1− λj

GA1jA
k
0x. (35.21)

Òåîðåìà 35.2. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (35.10)-
(35.12), (35.16), (35.17), (35.20) i, êðiì òîãî, ìà¹ìî(

ϕ∗j , A
k
0x
)

= 0 (j = 1, N ; x ∈ E).

Òîäi äëÿ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {xn} äî ¹äèíîãî â E ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ (35.3) äîñòàòíüî, ùîá áóâ ìåíøèì âiä îäèíèöi
ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ρ

(
Ak0
)
îïåðàòîðà Ak0.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî, ùî ç îãëÿäó íà ïðèïóùåííÿ (35.20)
îïåðàòîð H, îçíà÷åíèé çà (35.19), ìà¹ âèãëÿä

H = Ak0

Òàêèì ÷èíîì, ïîòðiáíå ìiðêóâàííÿ çâîäèòüñÿ äî çàñòîñóâàííÿ
òåîðåìè 35.1.

Ñôîðìóëüîâàíi â òåîðåìàõ 35.1 i 35.2 ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè ÿê ïðè
N > 1 òàê i ïðè N = 1. Çàäëÿ ïðèêëàäó îïèøåìî äîêëàäíiøå âèïàäîê
N = 1,G = I.

Ïðèêëàä 35.1. Ïðè N = 1,G = I, ñèñòåìà (35.5) ìàòèìå âèãëÿä

y1 = λ1y1 − (ϕ∗1, A0x)− (ϕ∗1, b)

iòåðàöiéíi ôîðìóëè (35.7), (35.8) çàïèøóòüñÿ ÿê ôîðìóëè

xn+1 = A1xn +A0xn + a
(n)
0 (y1n − y1n+1) + b,

y1 n+1 = λ1y1 n+1 − (ϕ∗1, A0xn)− (ϕ∗1, b) .

Ôîðìóëè (35.9)-(35.12) çâîäÿòüñÿ äî ôîðìóë

a
(n)
1 =

A1xn
(ϕ∗1, xn)

; A1ϕ
∗
1 = λ1ϕ

∗
1;
(
ϕ∗1, a

(n)
1

)
= λ1 (n = 0, 1, ...) .

Ìíîæèíà ε0 çàìiñòü (35.6) îçíà÷ó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi

(ϕ∗1, x) + y1 = 0.
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Ïðèïóùåííÿ (35.16)-(35.18) ó öüîìó âèïàäêó îçíà÷àþòü, ùî

A1x = λ1ψ1 (ϕ1, x) , (ϕ∗1, ψ1) = 1; a
(n)
1 = λ1ψ1 (n = 0, 1, ...).

Äëÿ îçíà÷åíîãî çà (35,19) îïåðàòîðà H áóäåìî ìàòè

Hx = Ak0x+
λj

1− λj
ψ1 (ϕ∗1, A0x) ,

à äëÿ îïåðàòîðà H â óìîâàõ òåîðåìè 35.2 ìàòèìåìî H = A0.
Aëãîðèòì (35.7), (35.8) ìà¹ iñòîòíî îáìåæåíi ìîæëèâîñòi äëÿ

âèêîðèñòàííÿ. Öå çóìîâëåíî íàñàìïåðåä òèì, ùî ïðèïóùåííÿ
(35.10)-(35.12) ïåðåäáà÷àþòü äiàãîíàëüíó ñòðóêòóðó ìàòðèöi
Λ = diag (λ1, ..., λN ). Çàïðîïîíîâàíèé â [107] ïiäõiä äî êîíñòðóþâàííÿ
i äîñëiäæåííÿ àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíèõ ìåòîäiâ äà¹ ìîæëèâiñòü
ïîáóäóâàòè çàãàëüíiøi i âîäíî÷àñ ïðèâàáëèâiøi äëÿ ïðàêòè÷íèõ
çàñòîñóâàíü àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíi àíàëîãè ìåòîäó ß.Ä. Ìàìåäîâà.
Îäíó ç òàêèõ ìîæëèâîñòåé ðåàëiçó¹ìî íàñòóïíèì ñïîñîáîì.

ßê i ðàíiøå, ââàæà¹ìî, ùî çà äîïîìîãîþ îçíà÷åíîãî çà (35.2)
îïåðàòîðà ðiâíÿííÿ (35.1) ïîäàíå ó âèãëÿäi (35.3). Ïðèïóñêàòèìåìî,
ùî çàäàíi ϕi, ϕi ∈ E (i = 1, N), äëÿ ÿêèõ ìà¹ìî

(GA∗1)ϕ
∗
i =

N∑
j=1

λijϕ
∗
j

(
i, j = 1, N

)
, (35.22)

à òàêîæ, ùî çàäàíi åëåìåíòè a
(n)
j ∈ E i ÷èñëà α

(n)
ij , äëÿ ÿêèõ

ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ(
ϕ∗i , a

(n)
j

)
+ α

(n)
ij = λij

(
i, j = 1, N ; n = 0, 1, ...

)
. (35.23)

Ïðè çàäàíèõ λij , a
(n)
j òà ϕ∗i ÷èñëà α

(n)
ij âèçíà÷àþòüñÿ öèìè

ðiâíîñòÿìè. Áóäåìî ââàæàòè, ùî iñíóþòü îáåðíåíi ìàòðèöi
(IN − ΛN )−1 òà

(
IN − ΛN + α(n)

)−1. Ðiâíÿííÿ (35.3) ðîçãëÿäàòèìåìî
ðàçîì ç ðiâíÿííÿì

yi =
N∑
j=1

λijyj −
(
ϕ∗i , A

k
0x
)
− (ϕ∗i , Gb)

(
i = 1, N

)
(35.24)



355

ùîäî âåêòîðà y = {y1, ..., yN}T , T � ñèìâîë òðàíñïîíóâàííÿ. Òóò IN
� îäèíè÷íà ìàòðèöÿ â RN .

Äëÿ ìíîæèíè ε0, îçíà÷åíî¨ çà ðiâíîñòÿìè (35.6), çáåðiãà¹òüñÿ
òâåðäæåííÿ ëåìè 35.1. Ñïðàâäi, ç (35.3), (35.24) òà (35.22) çíàõîäèìî

(ϕ∗i , x) + yi = (ϕ∗i , GA1x) +
(
ϕ∗i , A

k
0x
)

+ (ϕ∗i , Gb) +
N∑
j=1

λijyj−

−
(
ϕ∗i , A

k
0x
)
− (ϕ∗i , Gb) = ((GA)∗ ϕ∗i , x) +

N∑
j=1

λijyj =
N∑
j=1

λij .

Íåâèðîäæåíiñòü ìàòðèöi (I − Λ) äà¹ ïiäñòàâó ââàæàòè ïîòðiáíå
òâåðäæåííÿ äîâåäåíèì.

Ïðèéìåìî

yin+1 =
N∑
j=1

λijyjn+1 −
(
ϕ∗i , A

k
0xn
)
+

+
N∑
j=1

α
(n)
ij (yjn − yjn+1)− (ϕ∗i , Gb) .

(35.25)

Äëÿ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (35.7), (35.25) ç a
(n)
ij , α

(n)
ij , λij , ùî

çàäîâîëüíÿþòü (35.22) i (35.23), çáåðiãà¹ ñèëó òâåðäæåííÿ ëåìè 35.2.
Äëÿ îá ðóíòóâàííÿ öüîãî äîñèòü âçÿòè äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ

(ϕ∗i , xn+1) + yn+1 = (ϕ∗i , GA1xn) +
(
ϕ∗i , A

k
0xn

)
+

+
N∑
j=1

(
ϕ∗i , a

(n)
j

)
(yjn − yjn+1) + (ϕ∗i , Gb) +

N∑
j=1

λijyjn+1−

−
(
ϕ∗i , A

kxn

)
+

N∑
j=1

α
(n)
ij (yjn − yjn+1)− (ϕ∗i , Gb) =

= ((GA1)
∗ ϕ∗i , xn) +

N∑
j=1

[(
ϕ∗i , a

(n)
j

)
+ α

(n)
ij

]
yjn+

+
N∑
j=1

[
λij −

(
ϕ∗i , a

(n)
j

)
+ α

(n)
ij

]
yjn+1 =

N∑
j=1

λij [(ϕ∗i , xn) + yij ] = 0,
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ÿêi âèïëèâàþòü iç ñïiââiäíîøåíü (35.7), (35.25) ïðè âðàõóâàííi (35.22),
(35.23) òà ïðèíöèïó iíäóêöi¨.

Çàâäÿêè íàâåäåíèì äâîì ôàêòàì ïðî ëåìè 35.1 i 35.2 äëÿ
àëãîðèòìó (35.7), (35.25) ìàòèìåìî ðiâíîñòi (35.13).

Äëÿ îòðèìàííÿ òåîðåìè, ùî óçàãàëüíþþòü òåîðåìè 35.1 i 35.2 i
ìiñòÿòü äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi àëãîðèòìó (35.7), (35.25), äîöiëüíî,
âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðàòîð SN : E → RN , ÿêèé îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëàìè

SN = {(ϕ∗1, x) , ..., (ϕ∗N , x)}
T (35.26)

( T� ñèìâîë òðàíñïîíóâàííÿ), ïîäàòè ðiâíîñòi (35.13), (35.24), (35.25)
âiäïîâiäíî ó âèãëÿäi

SN (xn − x) + yn − y = θN , (35.27)

y = ΛNy − SNA
k
0x− SNb, (35.28)

yn+1 = ΛNyn+1 − SNA
k
0xn + α(n) (yn − yn+1)− SNGb. (35.29)

äå ÷åðåç α(n) ïîçíà÷åíà ìàòðèöÿ α(n) =
{
α

(n)
ij

}
, θN � íóëüîâèé âåêòîð

â RN . Äîäàíîê
N∑
j=1

α
(n)
ij (yjn − yjn+1)

çàïèøåìî ÿê ½äîáóòîê� α(n) (yn − yn+1) é òîìó (35.7) çàïèøåìî ó
âèãëÿäi

xn+1 = GA1xn −Ak0xn + a(n) (yn − yn+1) +Gb. (35.30)

Îñêiëüêè ïðè öüîìó, ÿê ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ áåçïîñåðåäíüî,
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

SN

(
a(n) (yn − yn+1)

)
=
(
SNa

(n)
)

(yn − yn+1) ,

òî ïèñàòèìåìî òàêîæ(
SNa

(n)
)

(yn − yn+1) = SNa
(n) (yn − yn+1) .
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Ïðè öüîìó ðiâíîñòi (35.23) ìîæíà çàïèñàòè ÿê ðiâíiñòü

SNa
(n) + α(n) = ΛN . (35.31)

Îòæå, äîñëiäæóâàòèìåìî çáiæíiñòü iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (35.7),
(35.25), çàïèñóþ÷è éîãî ó âèãëÿäi (35.29), (35.30). Iç (35.28), (35.29),
âèêîðèñòîâóþ÷è (35.27), çíàõîäèìî

yn+1−y = Λ (yn+1 − y)−SNAk0 (xn − x)+α(n) (yn − y)−α(n) (yn+1 − y) ,

òîáòî

yn+1−y = −
(
IN − ΛN + α(n)

)−1
SNA

k
0 (xn − x)+

(
IN − ΛN + α(n)

)−1
×

×α(n) (yn − y) = −
(
IN − ΛN + α(n)

)−1
SNA

k
0 (xn − x)−

−
(
IN − ΛN + α(n)

)−1
α(n)SN (xn − x) .

Òàêèì ÷èíîì,

yn+1 − y = −
(
IN − ΛN + α(n)

)−1 (
SNA

k
0 + αnSN

)
(xn − x) . (35.32)

Öå äîçâîëÿ¹ iç (35.3) i (35.30), âèêîðèñòîâóþ÷è (35.32), îäåðæàòè

xn+1 − x = GA1 (xn − x) +Ak0 (xn − x) + a(n) (yn − y)−
−a(n) (yn+1 − y) = GA1 (xn − x) +Ak0 (xn − x) +
+a(n)SN (xn − x) + a(n)

(
IN − ΛN + α(n)

)−1×
×
(
SNA

k
0 + α(n)SN

)
(xn − x) =

[
GA1 +Ak0 + a(n)SN+

+a(n)
(
IN − ΛN + α(n)

)−1 (
SNA

k
0 + α(n)SN

)]
(xn − x) .

(35.33)

Ïîçíà÷èâøè

H
(n)
ω =

[
GA1 +Ak0 − a(n)SN+

+a(n)
(
IN − ΛN + α(n)

)−1 (
SNA

k
0 + α(n)SN

)]
ω,

(35.34)

ðiâíiñòü (35.33) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

xn+1 − x = H(n) (xn − x) (n = 0, 1, ...). (35.35)
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Òåîðåìà 35.3.ßêùî {x0, y0} ∈ ε0,∥∥∥H(n)
∥∥∥ ≤ q < 1, (35.36)

òî ïîñëiäîâíiñòü {xn}, óòâîðåíà çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó (35.29),
(35.30) ç ΛN , a(n), α(n), ùî çàäîâîëüíÿþòü (35.31), çáiãà¹òüñÿ äî
¹äèíîãî â E ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (35.1) íå ïîâiëüíiøå çà ãåîìåòðè÷íó
ïðîãðåñiþ iç çíàìåííèêîì q.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ íàñëiäêîì ïîïåðåäíiõ
ìiðêóâàíü i ðiâíîñòi (35.35).

Ó òîìó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, êîëè â (35.31) ìà¹ìî

α
(n)
ij = 0

(
i, j = 1, N ; n = 0, 1, ...

)
,

òîáòî,
SNa

(n) = ΛN , (35.37)

äëÿ îïåðàòîðà H(n)â (35.35) áóäåìî ìàòè

H(n)ω =
[
GA1 +Ak0 − a(n)SN + a(n) (IN − ΛN )−1 SNA

k
0

]
ω. (35.38)

Â öüîìó âèïàäêó â àëãîðèòìi (35.30), (35.29) ôîðìóëó (35.29) ïîòðiáíî
çàìiíèòè ôîðìóëîþ

yn+1 = ΛNyn+1 − SNA
k
0xn − SNGb. (35.39)

Òåîðåìà 35.4.Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 35.3 iç
çàìiíîþ (35.31) íà (35.37). ßêùî ïðè öüîìó

a(n)SN = GA1, (35.40)

òî äëÿ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {xn}, óòâîðåíî¨ çà äîïîìîãîþ
ôîðìóë (35.30), (35.29), äî ðîçâ'ÿçêó x ðiâíÿííÿ (35.1) äîñòàòíüî,
ùîá ñïðàâäæóâàëàñÿ óìîâà (35.36) ç îïåðàòîðîì

H(n)
ω =

[
Ak0 + a(n) (IN − ΛN )−1 SNA

k
0

]
ω. (35.41)

Öÿ çáiæíiñòü íå ïîâiëüíiøà çà çáiæíiñòü ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ ç
çíàìåííèêîì q.
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Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî ðiâíiñòü (35.34) çà öèõ
ïðèïóùåíü ìà¹ âèãëÿä (35.41). Òîìó ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó 35.3.

Òåîðåìà 35.5. Íåõàé {x0, y0} ∈ ε0 i ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ
(35.26), (35.37), îïåðàòîðè A1, a

(n)âèáðàíi òàêèì ñïîñîáîì, ùî

GA1x =
N∑
j=1

Ψj

(
ϕ∗j , x

)
(x ∈ E) , (35.42)

a(n) (IN − ΛN )−1 SNω =
N∑
j=1

∆j

∆
Ψj

(
ϕ∗j , ω

)
(ω ∈ E) , (35.43)

äå Ψj ∈ E (j = 1, N), ∆ � äåòåðìiíàíò ìàòðèöi IN − ΛN , ∆j �
âiäïîâiäíi äåòåðìiíàíòè ó ôîðìóëàõ Êðàìåðà äëÿ ñèñòåìè

(IN − ΛN ) y = θN
(
y ∈ RN

)
. (35.44)

Òîäi äëÿ çáiæíîñòi ïðîöåñó (35.30), (35.29) äî ¹äèíîãî â E
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (35.1) äîñòàòíüî, ùîá áóâ ìåíøèì âiä îäèíèöi
ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ îïåðàòîðà

Hω = Ak0ω +
N∑
j=1

∆j

∆
Ψj

(
ϕ∗j , ω

)
. (35.45)

Äîâåäåííÿ. Â ñòðóêòóði îïåðàòîðà (35.45) íå ôiãóðó¹ iòåðàöiéíèé
iíäåêñ n. Òîìó ðiâíîñòi (35.35) çâîäÿòüñÿ äî ðiâíîñòi

xn+1 − x = H (xn − x) .

Çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
Ïðèêëàä 35.2. ßêùî N = 1, G = I, òîáòî k = 0, òî ç ðåçóëüòàòiâ

öüîãî ïiäðîçäiëó îòðèìóþòüñÿ òi æ ñàìi ðåçóëüòàòè, ÿêi íàâåäåíi ó
ïðèêëàäi 35.1. ßêùî æ k > 0, òî ïðè N = 1 i ïðè N > 1, âñòàíîâëåíi â
öüîìó ïiäðîçäiëi ðåçóëüòàòè, ¹ çàãàëüíiøèìè çà ðåçóëüòàòè ïðèêëàäó
35.1.
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�36. Çàñòîñóâàííÿ îäíîãî àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíîãî
àíàëîãó ìåòîäó ß.Ä.Ìàìåäîâà äî ëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ
ðiâíÿíü

Äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü
Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó ñêîðèñòà¹ìîñÿ iç ñïîñîáó, â îñíîâi ÿêîãî
ëåæèòü ïî¹äíàííÿ iäå¨ ìåòîäó ß.Ä.Ìàìåäîâà (äèâ. [42], ñòîð. 150 )
òà iäåé ìåòîäiâ iòåðàòèâíîãî àãðåãóâàííÿ (äèâ. [42], ñòîð. 155-158 ).
Çàñòîñó¹ìî ïiäõiä äî äîñëiäæåííÿ ìåòîäiâ iòåðàòèâíîãî àãðåãóâàííÿ,
çàïðîïîíîâàíèé â [104, 105], ÿêèé äà¹ ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè i
äîñëiäèòè íà çáiæíiñòü êëàñ äåÿêèõ àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíèõ ìåòîäiâ,
ùî îõîïëþ¹ ñàìi ìåòîäè iòåðàòèâíîãî àãðåãóâàííÿ òà äåÿêi iíøi
ìåòîäè, çîêðåìà, îêðåìi ðiçíîâèäè ïðîåêöiéíî-iòåðàòèâíèõ ìåòîäiâ
[61].

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ðiâíÿííÿ

x(t) =

b∫
a

K0 (t, s)x (s) ds+
N∑
j=1

b∫
a

ai (t) bi(s)x (s) ds+ b (t) (36.1)

ç iíòåãðîâíèìè ç êâàäðàòîì ôóíêöiÿìè K0 (t, s), ai (t), bi (t) òà b (t)
ïðè t, s ∈ (a; b) , ïðèïóñêàþ÷è, ùî N < ∞. Îïåðàòîð G îçíà÷èìî çà
ôîðìóëîþ

Gx = x(t) +
b∫
a
K0(t, s)x(s)ds+

b∫
a
K

(1)
0 (t, s)x(s)ds+ . . .+

+
b∫
a
K

(N)
0 (t, s)x(s)ds,

(36.2)

äå

K
(1)
0 (t, s) =

b∫
a
K0(t, ξ)K1(ξ, s)dξ, . . . ,

K
(k)
0 (t, s) =

b∫
a
K0 (t, ξ)K(k−1)

0 (ξ, s) dξ, (k = 1, N),
(36.3)

K1 (t, s) =
N∑
i=1

ai(t)bi(s). (36.4)
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ßäðà (36.3) � âèðîäæåíi. Äëÿ íèõ ìîæíà îòðèìàòè

K
(i)
0 (t, s) =

N∑
j=1

h
(i)
j (t)bj(s), h

(1)
j (t) =

b∫
a
K0(t, s)aj(s)ds,

h
(i)
j (t) =

b∫
a
K0 (t, s)h(i−1)

j (s) ds, (i, j = 1, N).
(36.5)

Ïî¹äíàííÿ (36.3) - (36.5) ïðèçâîäèòü äî âèñíîâêó, ùî ôîðìóëó (36.2)
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Gx = x(t) +
N∑
j=1

b∫
a

gj(t)bj(s)x(s)ds, (36.6)

äå ôóíêöi¨ gj(t) îòðèìóþòüñÿ ïiñëÿ ïåðåãðóïóâàííÿ äîäàíêiâ â (36.2) i
ïåðåïîçíà÷åíü ÷åðåç gj(t) âiäïîâiäíèõ ñóì ôóíêöié h(i)

j (t). Î÷åâèäíî,
ùî gj(t) çàëåæàòü òiëüêè âiä t.

Îòæå, ðiâíÿííÿ (36.1) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

x(t) =
N∑
j=1

b∫
a

gj(t)bj(s)x(s)ds+

b∫
a

k0N (t, s)x(s)ds+ f(t), (36.7)

äå f(t) = Gb , k0N ¹ N -ì iòåðîâàíèì ÿäðîì âiä K0(t, s).
Áóäåìî ïðèïóñêàòè íàñòóïíå, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäèêó ïîáóäîâè

i äîñëiäæåííÿ àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíèõ ìåòîäiâ, ñòâîðåíó â [104] (äèâ.
òàêîæ [105]).
Óìîâà À. Çàäàíi äiéñíi ÷èñëà λi 6= 1 (i = 1, N) i ìà¹ ìiñöå óìîâà

b∫
a

gi (t) bj(t)dt =
{
λi, i = j,

0, i 6= j i, j = 1, N.

Óìîâà Á. Çàäàíi ôóíêöi¨ ψi (t) ∈ L2(a, b), äëÿ ÿêèõ ìà¹ìî

b∫
a

ψi (t) bj(s)ds =
{

1, i = j,

0, i 6= j i, j = 1, N.
(36.8)
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Çàäëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäó ââàæàòèìåìî, ùî ôóíêöi¨ gi (t) i ai (t)
ñïiâïàäàþòü ïðè t ∈ (a, b) ìàéæå âñþäè.

Ç ïðè¹äíàííÿì äî ðiâíÿííÿ (36.7) ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ
ðiâíÿíü âèãëÿäó

yi=λiyi−
b∫
a

bi(t)dt

b∫
a

k0N (t, s)x(s)ds−
b∫
a

bi(t)f(t)dt (i=1, N) (36.9)

ñòâîðþ¹ìî ñèòóàöiþ, ó ÿêié ïðîñòið L2 = L2(a, b) çàíóðþ¹ìî â ïðîñòið
ε = L2×RN . Ïðîñòið ε ìîæíà ââàæàòè ãiëüáåðòîâèì, çàïðîâàäèâøè
íîðìó â E, ÿê åâêëiäîâó íîðìó äâîâèìiðíîãî âåêòîðà íîðì ‖x(t)‖ òà
|y| ó L2 òà RN âiäïîâiäíî.

ßê i â [104, 105], ôóíäàìåíòàëüíà ðîëü ïðè äîñëiäæåííi çáiæíîñòi
àëãîðèòìó

xn+1(t) =
N∑
j=1

b∫
a
gi(t)bi(s)ds+

b∫
a
k0N (t, s)xn(s)ds+

+
N∑
j=1

λjψj(t)(yjn − yjn+1) + f(t),
(36.10)

yin+1=λiyin+1−
b∫
a

bi(t)dt

b∫
a

k0N (t, s)xn(s)ds−
b∫
a

bi(t)f(t)dt (36.11)

íàëåæèòü ïiäïðîñòîðîâi ε0 ïðîñòîðó ε, äå ε0 îçíà÷ó¹ìî ÿê ñóêóïíiñòü
ïàð {x(t), y} x(t) ∈ L2, y ∈ RN ), äëÿ ÿêèõ

b∫
a

bi(t)x(t)dt+ yi = 0 (i=1, N). (36.12)

Ïðè äîñëiäæåííi çáiæíîñòi àëãîðèòìó (36.10), (36.11)
oïèðàòèìåìîñÿ íà òàêi äâà ôàêòè (äèâ.[104, 105]), äîâåäåííÿ
ÿêèõ ïðîïóñêà¹ìî, áî äëÿ ¨õ îáãðóíòóâàííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi
ñàìi ìiðêóâàííÿ, ùî é ïðè äîâåäåííi ëåì 1 i 2 iç [104].

Ïåðøèé ç íèõ ñòâåðäæó¹, ùî ïðè λi (i = 1, N) ðîçâ'ÿçîê {x(t), y}
â ε íàëåæèòü ïiäïðîñòîðîâi ε0.
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Äðóãèé ç íèõ îçíà÷à¹, ùî âèáið {x(t)0, y0} ç ïiäïðîñòîðó ε0
ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, . . . ìàòèìåìî, ùî
{x(t)n, yn} ∈ ε0. Çàçíà÷èìî ïðè öüîìó, ùî ïðèïóùåííÿ {x(t)0, y0} ∈ ε0
íå îáìåæó¹ äîâiëüíîñòi âèáîðó x0(t) ∈ L2, áî çà äîâiëüíîãî
x(t) = x0(t), ìîæíà âèáðàòè y0 òàê, ùîá ñïðàâäæóâàëèñÿ ðiâíîñòi
(36.12) ïðè x(t) = x0(t), y = y0.

Íàñëiäêîì öèõ äâîõ ôàêòiâ ìàòèìåìî ðiâíîñòi

yin − yi = −
b∫
a

bi(t)(xn(t)− x(t))dt = 0 (i=1, N). (36.13)

Ç iíøîãî áîêó iç (36.9) i (36.11) âèïëèâà¹

yin+1 − yi = − 1
1− λi

b∫
a

bi(t)dt

b∫
a

k0N (t, s)(xn(s)− x(s))ds. (36.14)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (36.7) i (36.10), çíàõîäèìî

xn+1(t)−x(t)=
N∑
j=1

b∫
a

gi(t)bi(s)(xn(s)−x(s))ds+
b∫
a

k0N (t, s)(xn(s)−

−x(s))ds+
N∑
j=1

λjψj(t)(yjn − yj)−
N∑
j=1

λjψj(t)(yjn+1 − yj).

Çâiäñè ó ïî¹äíàííi ç (36.13) i (36.14) îòðèìó¹ìî

xn+1(t)−x(t)=
N∑
j=1

b∫
a

gi(t)bi(s)(xn(s)−x(s))ds+
b∫
a

k0N (t, s)(xn(s)−

−x(s))ds+
N∑
j=1

λjψj(t)

b∫
a

bj(s)(xn(s)− x(s))ds+

+
N∑
j=1

ψj(t)
1− λj

b∫
a

bj(s)ds

b∫
a

k0N (s, ξ)(xn(ξ)− x(ξ))dξ,
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òîáòî,

xn+1(t)− x(t) =
N∑
j=1

b∫
a

[gi(t)− λjψj(t)]bj(s)(xn(s)− x(s))ds+

+
b∫
a

[k0N (t, s) +
N∑
j=1

ψj(t)
1−λj

Φj(s)](xn(s)− x(s))ds,

(36.15)
äå

Φj(t) =

b∫
a

k0N (s, t)bj(s)ds (j = i,N). (36.16)

Òåîðåìà 36.1. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè À i Á, òî
äëÿ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {xn(t)}, îòðèìàíî¨ çà äîïîìîãîþ
àëãîðèòìó (36.10), (36.11) äî ¹äèíîãî â L2 ðîçâ'ÿçêó x(t) ðiâíÿííÿ
(36.1) äîñòàòíüî, ùîá áóâ ìåíøèì âiä îäèíèöi ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ
ρ(H) îïåðàòîðà

Hx =
N∑
j=1

b∫
a

[gi(t)− λjψj(t)]bj(s)x(s)ds+

+
b∫
a

[k0N (t, s) +
N∑
j=1

1
1−λj

ψj(t)Φj(s)]x(s)ds,
(36.17)

ïîðîäæåíîãî ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ðiâíîñòi (36.15), äå Φj(t) îçíà÷åíi çà
(36.16).

Äîâåäåííÿ. Îáãðóíòóâàííÿì ¹ ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, ÿêi
ïðèçâîäÿòü äî (36.15).

Òåîðåìà 36.2. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 36.1 i
ôóíêöi¨ bj(t) îðòîãîíàëüíi äî ÿäðà k0N (t, s). Òîäi äëÿ çáiæíîñòi
ïîñëiäîâíîñòi {xn(t)} äî ¹äèíîãî â L2 ðîçâ'ÿçêó x(t) ðiâíÿííÿ (36.1)
äîñòàòíüî, ùîá áóâ ìåíøèì âiä îäèíèöi ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ρ(H1)
îïåðàòîðà H1, îçíà÷åíîãî çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

H1x =
N∑
j=1

b∫
a

[gi(t)− λjψj(t)]bj(s)x(s)ds+

b∫
a

k0N (t, s)x(s)ds. (36.18)
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Äîâåäåííÿ. Îáãðóíòóâàííÿì çâîäèòüñÿ äî êîíñòàòàöi¨ òîãî, ùî
ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó 36.1 ç îïåðàòîðîì H1, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ
ç îïåðàòîðà H ó ôîðìóëi (36.17) äëÿ Φj(t) = 0.

Òåîðåìà 36.3. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 36.1 i,
êðiì òîãî, ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

gi(t) = λjψj(t) (j = 1, N). (36.19)

Òîäi äëÿ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {xn(t)} äî ¹äèíîãî â L2 ðîçâ'ÿçêó
x(t) ðiâíÿííÿ (36.1) äîñòàòíüî, ùîá áóâ ìåíøèì âiä îäèíèöi
ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ρ(H2) îïåðàòîðà H2, îçíà÷åíîãî çà äîïîìîãîþ
ôîðìóëè

H2x =

b∫
a

[k0N (t, s) +
N∑
j=1

1
1− λj

ψj(t)Φj ]x(s)ds. (36.20)

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî ðiâíîñòi (36.19)
ïåðåòâîðþþòü ôîðìóëó (36.17) ó ôîðìóëó (36.20).

Òåîðåìà 36.4. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 36.2 i
ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi (36.19). Òîäi ïîñëiäîâíiñòü {xn(t)} çáiãà¹òüñÿ
äî ðîçâ'ÿçêó x(t) ðiâíÿííÿ (36.1) , ÿêùî ìåíøèé âiä îäèíèöi
ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ îïåðàòîðà H3, ùî ñïiâïàäà¹ ç îïåðàòîðîì, ÿêèé
îçíà÷åíèé äîäàíêîì

H3x =

b∫
a

k0N (t, s)x(s)ds. (36.20)

ó ðiâíîñòi (36.7). Ïðè öüîìó ïîñëiäîâíiñòü {xn(t)}, ïîáóäîâàíà çà
äîïîìîãîþ àëãîðèòìó (36.10), (36.11) ñïiâïàäà¹ ç ïîñëiäîâíiñòþ
{xn(t)}, îòðèìàíîþ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü

xn+1(t) =
N∑
j=1

b∫
a

gj(t)bj(s)xn(s)ds+

b∫
a

k0N (t, s)xn(s)ds+ f(t) (36.20)

iç ñïiëüíèì äëÿ îáèäâîõ âèïàäêiâ ïî÷àòêîâèì íàáëèæåííÿì x0(t).
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Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ìàþòü âèãëÿä äîêîíàíîãî ôàêòó,
ÿêùî çàóâàæèòè, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè ÿê òåîðåìè 36.2 òàê i
òåîðåìè 36.3 i, êðiì òîãî, ðiâíîñòi (36.11) ìàòèìóòü âèãëÿä

yin+1 =
1

1− λi

b∫
a

bi(t)f(t)dt (i = 1, N ; n = 0, 1, . . .)

Ó çâ'ÿçêó ç öèì ôîðìóëè (36.17) ìàþòü âèãëÿä (36.18). Òåîðåìó
äîâåäåíî.

�37. Çàñòîñóâàííÿ äî ñèñòåì ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ
ðiâíÿíü

Ïðàêòè÷íà ðåàëiçàöiÿ íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ çà äîïîìîãîþ ñó÷àñíèõ
îá÷èñëþâàëüíèõ çàñîáiâ òèì ÷è iíøèì ñïîñîáîì íàé÷àñòiøå çâîäèòüñÿ
äî ñèñòåì ðiâíÿíü, â ÿêèõ íåâiäîìi ¹ ÷èñëàìè. Òîìó äîöiëüíî
îïèñàòè ñõåìó çàñòîñóâàííÿ àãðåãàöiéíî-iòåðàòèâíèõ ìåòîäiâ äî
ñèñòåì ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.

Ðîçãëÿäàòèìåìî ðiâíÿííÿ

x = A0x+
N∑
j=1

Ajx+ b (37.1)

â äiéñíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði E. Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî îïåðàòîðè
Aj ìàþòü âèãëÿä

Ajx = ψj (ϕj , x) (j = 1, N, ψj , ϕj ∈ E), (37.2)

äå ÷åðåç (ϕj , x) ïîçíà÷åíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê åëåìåíòiâ ϕj , x ∈ E.
Ïîçíà÷èìî

(ϕi, ψj) = λij (i, j = 1, N). (37.3)

Çàìiñòü (37.1) çàïèøåìî

x = A0x+
N∑
j=1

ψj (ϕj , x) + b (37.4)
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i ïðè¹äíà¹ìî äî öüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìó ðiâíÿíü

yi =
N∑
j=1

λij − (ϕi, A0x)− (ϕi, b) (i = 1, N) (37.5)

ç äîäàòêîâèìè íåâiäîìèìè äiéñíèìè ÷èñëàìè yi.
Ïiäïðîñòið ε0 ⊂ E × RN îçíà÷ó¹ìî ÿê ñóêóïíiñòü òàêèõ x ∈ E,

y ∈ RN , RN � åâêëiäiâ ïðîñòið ðîçìiðíîñòi N , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ

(ϕi, x) + yi = 0 (i = 1, N). (37.6)

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çà ïðèïóùåííÿ, ùî det (IN − ΛN ) 6= 0, äå IN
� îäèíè÷íà ìàòðèöÿ â RN , ΛN = {λij}, ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ ëåìè
35.1.

Ñïðàâäi, iç (37.4), (37.5) âèïëèâà¹

(ϕi, x) + yi = (ϕi, A0x) +

ϕi, N∑
j=1

ψj (ϕj , x)

+ (ϕi, b) +
N∑
j=1

λijyj−

− (ϕi, A0x)− (ϕi, b) =
N∑
j=1

(ϕi, ψj) (ϕj , x)+
N∑
j=1

λijyj=
N∑
j=1

λij [(ϕj , x) +yj ].

Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (37.6) çàâäÿêè íåâèðîäæåíîñòi ìàòðèöi
IN − ΛN , ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Çàäàìî äiéñíi ÷èñëà α(n)
ij i åëåìåíòè a(n)

j ∈ E (i, j = 1N ; n = 0, 1, ...)
i, ïîçíà÷àþ÷è a(n) =

{
a

(n)
1 , ..., a

(n)
j

}
, çàïðîâàäèìî çàïèñ

a(n)z =
N∑
j=1

a
(n)
j zj , (37.7)

äå z = {z1, ..., zN} ∈ RN .
Ðîçãëÿíåìî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ, ïîáóäîâàíèé çà äîïîìîãîþ

ôîðìóë

xn+1 = A0xn +
N∑
j=1

ψj (ϕj , xn) +
N∑
j=1

a
(n)
j (yjn − yjn+1) + b, (37.8)
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yin+1 =
N∑
j=1

λijyjn+1 + (ϕi, A0xn) +

+
N∑
j=1

α
(n)
ij (yjn − yjn+1)− (ϕi, b) (i = 1, N).

(37.9)

Çà ïðèïóùåíü, ùî

det
(
IN − ΛN + α(n)

)
6= 0, (37.10)

äå ΛN = {λij}, α(n) =
{
α

(n)
ij

}
, òà ùî(

ϕi, a
(n)
j

)
+ α

(n)
ij = λij (i, j = 1, N ; n = 0, 1, ...), (37.11)

çáåðiãà¹òüñÿ òâåðäæåííÿ ëåìè 35.2.
Ñïðàâäi. Ñïiââiäíîøåííÿ (37.8), (37.9) i (37.3), (37.11) äàþòü

ïiäñòàâó äëÿ âèêëàäîê

(ϕi, xn+1) + yin+1 = (ϕi, A0xn) +

ϕi, N∑
j=1

ψj (ϕj , xn)

×

×

ϕi, N∑
j=1

a
(n)
j (yjn − yjn+1)

+ (ϕi, b) +
N∑
j=1

λijyjn+1 − (ϕi, A0xn) +

+
N∑
j=1

α
(n)
j (yjn − yjn+1)− (ϕi, b) ==

N∑
j=1

(ϕi, ψj) (ϕj , xn)+

+
N∑
j=1

(
ϕi, a

(n)
j

)
(yjn − yjn+1) +

N∑
j=1

λijyjn+1 +
N∑
j=1

α
(n)
ij (yjn − yjn+1) =

=
N∑
j=1

λij (ϕj , xn) +
N∑
j=1

(
λij − α

(n)
ij

)
(yjn − yjn+1) +

N∑
j=1

λijyjn+1+

+
N∑
j=1

α
(n)
ij (yjn − yjn+1)=

N∑
j=1

λij (ϕj , xn)+
N∑
j=1

(
λij − α

(n)
ij +α(n)

ij

)
yjn+
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+
N∑
j=1

(
−λij + α

(n)
ij + λij − α

(n)
ij

)
yjn+1 =

N∑
j=1

λij [(ϕj , xn) + yjn].

Òîìó ç ïðèïóùåííÿ, ùî {xn, yn} ∈ ε0 âèïëèâà¹, ùî {xn+1, yn+1} ∈ ε0.
Òàêèì ÷èíîì ç ïðèíöèïó iíäóêöi¨ âèïëèâà¹ âèñíîâîê, ùî òâåðäæåííÿ
ëåìè 35.2 ìà¹ ìiñöå.

Îñêiëüêè iç (37.4) i (37.5) ç óðàõóâàííÿì (37.8), (37.9), òâåðäæåíü
ëåì 35.1 i 35.2 îòðèìó¹ìî

xn+1 − x = A0 (xn − x) +
N∑
j=1

(
ψj − a

(n)
j

)
(ϕj , xn − x)−

−
N∑
j=1

a
(n)
j (yjn+1 − yj),

(37.12)

òî äëÿ äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (37.8), (37.9)
äîñèòü ðîçâ'ÿçàòè ùîäî yin+1 − yi (i = 1, N) ñèñòåìó

yin+1 − yi −
N∑
j=1

(
λij − α

(n)
ij

)
(yjn+1 − yj) =

= − (ϕi, A0 (xn − x))−
N∑
j=1

α
(n)
ij (ϕj , xn − x),

(37.13)

ÿêà ¹ íàñëiäêîì ñïiââiäíîøåííÿ (37.5), (37.9). Öåé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà
ïîäàòè, âçàãàëi êàæó÷è, ó âèãëÿäi

yin+1 − yi = − (hi, xn − x) (i = 1, N),

äå hi ∈ E âèçíà÷àþòüñÿ iç (37.13) îäíîçíà÷íî. Âðàõîâóþ÷è öå, iç
(37.12) îäåðæèìî

xn+1 − x = A0 (xn − x) +
N∑
j=1

(
ψj − a

(n)
j

)
(ϕj , xn − x)+

+
N∑
j=1

a
(n)
j (hj , xn − x).

(37.14)

Òåðåìà 37.1. ßêùî äëÿ îïåðàòîðiâ Hn, ïîðîäæåíèõ ïðàâîþ
÷àñòèíîþ ðiâíîñòåé (37.14) ìà¹ìî

‖Hn‖ ≤ q < 1, (n = 0, 1, ...), (37.15)
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òî iòåðàöi¨ xn çáiãàþòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó x ðiâíÿííÿ (37.4) íå
ïîâiëüíiøå âiä ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ iç çíàìåííèêîì q.

Ïåðåâiðêà óìîâ (37.15) ñïðîùó¹òüñÿ, ÿêùî çðîáèòè äåÿêi
äîäàòêîâi ïðèïóùåííÿ. Çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëè

a
(n)
j = ψj (j = 1, N ; n = 0, 1, ...), (37.16)

iç (37.3), (37.11) âèïëèâà¹, ùî α(n)
ij = 0 ïðè i, j = 1, N ; n = 0, 1, .... Òîäi

iç (37.12) i (37.13) âiäïîâiäíî âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

xn+1 − x = A0 (xn − x)−
N∑
j=1

ψj (yjn+1 − yj),

yin+1−yi−
N∑
j=1

λij (yjn+1−yj)=− (ϕi, A0 (xn−x)) (i=1, N).
(37.17)

Âèîêðåìèìî ó öié ñèòóàöi¨ äâà ñïåöiàëüíi âèïàäêè. Ó ïåðøîìó
ç íèõ äîäàòêîâî ïîñòóëþ¹ìî äiàãîíàëüíiñòü ìàòðèöi ΛN = {λij}.
Ñèñòåìà (37.17) ðîçïàäà¹òüñÿ òîäi íà N íåçàëåæíèõ îäíå âiä îäíîãî
ðiâíÿíü ùîäî yin+1 − yi

(yin+1 − yi) (1− λij) = − (ϕi, A0 (xn − x)) (i = 1, N). (37.18)

Ââàæàòèìåìî, ùî λii 6= 1 ïðè (i = 1, N). Çàâäÿêè (37.17) iç (37.18)
âèïëèâà¹

xn+1 − x = A0 (xn − x) +
N∑
i=1

1
1− λii

ψi (ϕi, A0 (xn − x)).

Òåîðåìà 37.2. ßêùî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 37.1 i
ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (37.16), òî äëÿ çáiæíîñòi iòåðàöié xn
äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (37.4) äîñòàòíüî, ùîá áóâ ìåíøèì âiä îäèíèöi
ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ρ (H) îïåðàòîðà

Hw = A0w +
N∑
i=1

1
1− λii

ψi (ϕi, A0w) (w ∈ E). (37.19)

Î÷åâèäíî, ùî çà âäàëîãî âèáîðó ϕi, ψi òà A0 ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ
îïåðàòîðà H ìîæå áóòè ìåíøèì âiä ñïåêòðàëüíîãî ðàäióñà îïåðàòîðà
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A. Çîêðåìà, ó äðóãîìó ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó, ÿêèé îòðèìà¹ìî ó
îñîáëèâié ñèòóàöi¨ ç ðîçãëÿíóòîãî ïåðøîãî âèïàäêó, ïðèïóñòèìî,
ùî ðàçîì ç ïðèïóùåííÿì ïðî äiàãîíàëüíèé âèãëÿä ìàòðèöi Λ
ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà

(ϕi, A0 (xn − x)) = 0 (i = 1, N). (37.20)

Îñêiëüêè ó öié ñèòóàöi¨ ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîæèíà ε0 âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíîñòÿìè

(ϕi, x) +
(ϕi, b)
1− λii

= 0 (i = 1, N ; x ∈ E), (37.21)

òî ε0 ¹ ïiäïðîñòîðîì â E. Ðiâíiñòü (37.20) îçíà÷à¹, ùî ïiäïðîñòið
ε0 ⊆ E ¹ îðòîãîíàëüíèì äî ïiäïðîñòîðó ε1 = E\ε0, ïîðîäæåíîãî
ðiâíîñòÿìè

(A∗0ϕi, x) (i = 1, N),

äå A∗0 � ñïðÿæåíèé ç A0 îïåðàòîð. Â òàêîìó ðàçi äëÿ îïåðàòîðà Hw,
îçíà÷åíîãî çà (37.19) ìàòèìåìî

Hw = A0w(w ∈ E).

Äëÿ ðiâíÿííÿ (37.4) ìîæíà çàäàòè a
(n)
j , λij , α

(n)
ij ðiçíèìè

ñïîñîáàìè, ïiäïîðÿäêîâóþ÷è ¨õ âèìîçi, ùîá ñïðàâäæóâàëèñÿ ðiâíîñòi
(37.11) òà ùîá áóëè íåâèðîäæåíèìè ìàòðèöi IN−ΛN òà IN−ΛN+α(n).
Çîêðåìà, íàïðèêëàä, äëÿ a(n)

j òà α(n)
ij ìîæíà ïðèéíÿòè

a
(n)
j = ψj −

A0xn
(ϕj , xn)

, α
(n)
ij =

(ϕi, A0xn)
(ϕj , xn)

(37.22)

Ïðè öüîìó óìîâà (37.11) î÷åâèäíî ñïðàâäæó¹òüñÿ.
Çàçíà÷èìî, ùî ïðè âèáîði åëåìåíòiâ a

(n)
j çà ôîðìóëàìè (37.16)

iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (37.8), (37.9) ìîæíà ïîäàòè ÿê îäèí ç ðiçíîâèäiâ
ïðîåêöiéíî-iòåðàòèâíèõ ìåòîäiâ, äîêëàäíî äîñëiäæåíèõ äëÿ ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü âèãëÿäó (37.1) À.Þ. Ëó÷êîþ (äèâ. [61]). Éäåòüñÿ ïðî òå, ùî
ââàæàþ÷è, ùî

Aj = PjA,
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äå Pj � ïðîåêòîðè, êîòði ïðîåêòóþòü ïðîñòið E íà ïiäïðîñòîðè
Ej ∈ E. Iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (37.8), (37.9) âiäïîâiäà¹ ïðîåêöiéíî-
iòåðàòèâíîìó ìåòîäîâi, ÿêèé îïèñóþòü ôîðìóëè

xn+1 =
N∑
j=1

Ajxn+1 +A0xn + b (n = 0, 1, ...), (37.23)

ïðè÷îìó ìà¹òüñÿ íà óâàçi òîé ÷àñòèííèé âèïàäîê, êîëè Ej ìàþòü
îäèíè÷íó ðîçìiðíiñòü.

Çàóâàæèìî, íå çóïèíÿþ÷èñü íà äîêëàäíîìó âèêëàäi, ùî àíàëîãè
iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (37.8), (37.9) ìîæíà ïîáóäóâàòè i äëÿ òî¨
ñèòóàöi¨, êîëè Ej ìàþòü ðîçìiðíiñòü áiëüøó çà îäèíèöþ. Ïðè öüîìó
ìåòîäèêó, âèêîðèñòàíó äëÿ äîñëiäæåííÿ àëãîðèòìó (37.8), (37.9),
ìîæíà ïîøèðèòè íà àíàëîãè öüîãî ìåòîäó ç ïiäïðîñòîðàìè Ej
íåîäèíè÷íî¨ ðîçìiðíîñòi.
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